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VORWORT. 


Diese  neue  vierte  Auflage  des  dritten  Bandes  des  ,  Handbuchs  der 
Vermessungskunde"  giebt  im  Vergleich  mit  der  vorhergehenden  dritten 
Auflage  von  1890  viele  Ergänzungen  und  Weiterführungen,  namentlich 
die  Theorieen  der  rechtwinkligen  konformen  Coordinaten  und  verschiedene 
Theorieen  von  queraiigen  Coordinaten. 

Dagegen  sind  die  nur  theoretisch  mathematischen  Teile  gekürzt, 
und  auf  das  Nötigste  beschränkt  worden. 

Es  war  auch  bei  diesem  Bande,  wie  bei  der  Methode  der  kleinsten 
Quadrate,  das  Bestreben  des  Verfassers,  dem  Feld-  und  Landmesser,  welcher 
zunächst  nur  dte  Verständnis  seiner  Landesvermessung  für  Eatasterver- 
messung  und  ähnliche  Zwecke  sucht,  in  einer  massigen  Zahl  von  Para- 
graphen die  einfachen  Theorieen  zurecbt  zu  l^en  und  dabei  Andeutungen 
zu  geben,  welche  Teile  zunächst  überschlagen  werden  können. 

So  wird  ein  Württembergischer,  Bayerischer  oder  Preussischer  Land- 
messer zum  ersten  Verständnis  seiner  amtlichen  Anweisungen  kaum  mehr 
nötig  haben,  als  den  technischen  Teil  von  Kap.  I,  und  von  Eap.  ni— V 
etwa  folgende  theoretische  Paragraphen:  §  40.— 43.,  §  45. — 49.,  §  53.-57., 
dazu  gehört  §  59.  als  geschichtlicher  Abschluss;  und  als  erster  Ausblick 
auf  weiteres  genügt  noch  §  60.  und  §  65.  nebst  §  68. 

Nach  dem  Erfassen  dieser  einfachen  Teile  wird  sich  der  Wunsch, 
auch  noch  weiteres  kennen  zu  lernen,  wohl  von  selbst  einstellen. 

In  jüngster  Zeit  sind  die  konformen  Coordinaten  f&r  Kataster-  und 
ähnliche  Aufnahmen  so  lebhaft  erörtert  worden,  dass  deren  ausführliche 
Behandlung  in  §  50. — 52.,  §  58  und  später  genauer  in  §  85.-89.  erwünscht 
sein  wird,  wie  auch  die  Kenntnis  des  allgemein  konformen  Systems  der 
preussischen  Landesaufnahme  mit  der  Gaussschen  Kugel  in  Kap.  Vni  heute 
dem  weiter  strebenden  preussischen  Landmesser  unerlässlich  ist. 
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IV  Vorwort. 

Die  Behandlung  der  geodätischen  Linie  durch  geometiische  Differential- 
betrachtungen z.  B.  §  54.  und  namentlich  in  §  69.,  §  71.  u.  a.  giebt  die 
Möglichkeit,  das,  was  man  von  dieser  Theorie  wirklich  braucht,  so  kurz 
und  anschaulich  zu  erlangen,  dass  wir  diese  Behandlung  trotz  der  von 
abstrakt  mathematischer  Seite  möglicherweise  dagegen  gemachten  Ein- 
wände in  unserem  Falle  für  die  beste  halten. 

Zur  vorhergehenden  4.  Auflage  des  ersten  Bandes,  Methode  der 
kleinsten  Quadrate,  1895,  möchte  ich  ausser  anderen  wohlwollenden  Be- 
sprechungen, der  eingehenden  und  zustimmenden  Kritik  von  Herrn  Ober- 
landmesser Seyfert  in  »Zeitschr.  f.  yerm.  1896**,  S.  150—156  besonder 
danken,  zumal  auch  Herr  Seyfeii;  dem  Verfasser  eine  ziemliche  Zahl  von 
Druckfehlern  und  anderen  kleinen  Versehen  in  jenem  Bande  mitgeteilt 
hat,  welche  benützt  werden  werden.  Bei  dem  Drange,  vorliegenden  3.  Band 
4.  Auflage  wegen  Bedarfs  im  Buchhandel  so  rasch  als  möglich  herauszu- 
geben, ist  es  nicht  unmöglich,  dass  auch  in  diesem  Bande  einige  Druck- 
fehler oder  andere  kleine  Versehen  stehen  geblieben  sind,  dagegen  ist 
dem  Sinne  nach  alles  was  in  dieser  Auflage  aufgenommen  ist,  seit  Jahren 
nun  so  durchgearbeitet,  dass  der  Band  mit  Ruhe  den  deutschen  Land- 
messern hinausgegeben  werden  kann. 

Als  eine  Art  Vorwort  zu  unseren  3  Bänden  des  Handbuchs  der 
Vermessungskunde  im  Ganzen,  und  als  Zusammenfassung  der  Anschauungen 
des  Verfassers  über  die  Aufgaben,  welche  unserer  heutigen  Feld-  und 
Landmessung  gestellt  sind,  haben  wir  im  Nachfolgenden  den  Vortrag  ab- 
gedruckt, welchen  Verfasser  auf  der  25jährigen  Jubiläums-Versammlung 
des  deutschen  Geometer-Vereins  in  Dresden  am  8.  August  1896  gehalten  hat. 

Hannover,  August  1896. 

Jordan. 
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über  die  Entwicklung  des  deutschen  Vermessungswesens 
im  19.  Jahrhundert 


Festrede  zur  Feier  des  25  jährigen  Jubiläums  des  deutschen  Qeometer- 
Vereins  am  3.  August  1896  in  Dresden. 


An  dem  Tage,  an  welchem  unser  Verein  das  25j&hrige  Jabiläam  seines  Bestehens 
feiert,  geziemt  es  sich,  zurückzublicken  nicht  bloss  auf  diese  25  Jahre,  sondern  noch 
weiter  auf  den  Anfang  dieses  Jahrhunderts ,  mit  welchem  die  heutige  deutsche  wissen- 
schaftliche Feld-  und  Landmessung  ihren  Ursprung  genommen  hat. 

Der  allgemeine  Aufschwung  des  nationalen  Lebens  nach  den  schweren  Kriegen 
am  Schlüsse  des  vorigen  und  am  Anfang  dieses  Jahrhunderts  und  die  lange  darauf 
folgende  Friedenszeit  hat  unter  vielen  anderen  Kulturarbeiten  auch  unserer  Wissen- 
schaft den  Nährboden  bereitet,  auf  dem  sie  als  ein  fast  nettes  Werk  gedeihen  und 
wachsen  konnte,  denn  alles  was  aus  dem  vorigen  Jahrhundert  an  Karten,  Plänen  und 
geographischen  Messungen  in  Deutschland  stammt,  kommt  gegen  die  neuen  Werke 
dieses  Jahrhunderts  nicht  mehr  in  Betracht. 

Wir  können  diese  lauge  Periode  in  zwei  Epochen  einteilen,  die  erste  von  Anfang 
bis  zur  Mitte  mit  Bohnenberger  und  Soldner  als  Fahrern  kann  die  süddeutsche,  und 
die  zweite  von  der  Mitte  bis  heute,  welche  an  die  Namen  Gaufs,  Beseelt  Baeyer 
geknüpft  ist,  kann  die  norddeutsche  Epoche  genannt  werden. 

Dass  die  süddeutschen  Staaten  vorangingen,  ist  abgesehen  von  den  geodäti- 
schen Kräften  auch  begreiflich  durch  die  dort  trotz  der  Kriegszeiten  früher  ruhig 
gewordenen  staatlichen  Zustände  und  zweitens  aus  dem  Umstände,  dass  Staaten  von 
mittlerer  Grosse  der  Entwicklung  von  Landesvermessungen  günstiger  zu  sein  scheinen 
als  Orossstaaten  oder  als  ganz  kleine  Gebiete. 

Eine  einheitliche  Vermessungs Wissenschaft,  wie  sie  jetzt  in  akademischen  Vor- 
trägen, in  Büchern  und  Zeitschriften  sich  herauskristallisiert  hat,  gab  es  am  Anfange 
dieses  Jahrhunderts  noch  nicht;  in  jedem  Staate  wurde  fast  von  vom  angefangen, 
teilweise  anftnglich  nach  fremden  Mustern,  aber  bald  allenthalben  aus  eigener  Kraft 
and  wissenschaftlicher  Begeisterung. 

Die  wissenschaftlichen  Kräfte  kamen  ausfallen  Berufsklassen,  aus  dem  Militär, 
aus  Baukunde,  Astronomie,  Mathematik,  sogar  aus  Theologie  (Bohnenberger)  und  Juris- 
prudenz (Paschen),  und  so  kam  es,  dass  die  deutschen  Landesvermessungen  das  bunteste 
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VI         über  die  Entwicklang  des  deutschen  Vermessangswesens  im  19.  Jahrb. 

Bild  der  geod&tischen  Entstehung  und  Entwicklang  bieten,  dass  z.  B.  in  einem  Lande 
mit  Florkarten,  im  anderen  Lande  mit  Topographie  begonnen  wurde,  dass  hier  der 
Winkelmesser,  dort  der  Messtisch,  an  anderem  Orte  der  magnetische  Eompass  und  die 
Messkette,  wieder  anderswo  Messlatten  und  Ereuzscheibe  bevorzugt  wurden,  a.  s.  w. 
und  dass  heute  noch  in  dem  einen  Staate  etwas  als  vorzüglich  und  unersetzlich  gilt, 
was  in  dem  anderen  Staate  abfällig  beuiteilt  und  bei  Seite  gesetzt  wird.  Namentlich 
hat  sich  eine  geodätische  Mainlinie  zwischen  Süd  und  Nord,  ähnlich  wie  die  frühere 
politische  Mainlinie,  gebildet  und  länger  als  letztere  erhalten. 

Die  Ursprünge  unseres  Faches  sind  auf  den  verschiedensten  Gebieten  zu  suchen, 
dahin  geboren  namentlich: 

1)  Kriegswissenschaft  mit  Truppenführung, 

2)  Astronomie  und  wissenschaftliche  Erdmessung, 
8)  Orundsteuerverwaltung  und  ältere  Feldmessung, 
4)  Bau-  und  Eultur-Ingenieurwesen. 

Wir  betrachten  diese  4  Zweige  zunächst  einzeln: 

Militärische  Aufnahmen. 

In  fast  allen  Staaten  hat  das  dringende  Bedürfnis  von  Karten  zur  Truppen- 
fQhrung  die  Topographie  mit  grundlegenden  Triangulierungen  in  militärische  Hände 
gebracht;  es  genügt  dazu,  an  die  Preussische  Landesaufnahme  zu  erinnern,  welche 
heute  durchaus  nicht  mehr  vorwiegend  militärischen  Zwecken  dienend,  doch  noch  ganz 
vom  Generalstab  geleitet  und  von  Of6zieren  und  militärischen  Beamten  ausgeführt 
wird.  Die  Soldaten  waren  die  ersten,  welche  von  der  Noth  gedrängt,  gute  Karten 
machen  lernten;  und  aus  ursprünglich  rohen  Schätzungs-  und  Augenmass-Aufnahmen 
hat  sich  die  militärische  Topographie  allmählich  zu  einer  Feinheit  entwickelt,  dass 
man  heute  unter  Generalstabskarten  die  besten  Karten  zu  verstehen  pflegt,  und  dass 
z.  B.  in  Preussen  auch  heute  noch  die  CivUverwaltungen  ihre  Bedürfnisse  in  der 
Generalstabskarte  zu  befriedigen  suchen.  Auch  auf  wissenschaftlichem  Gebiete  glänzen 
militärische  Namen  wie  z.  B.  Baeyer,  Schreiber  im  schönsten  Lichte. 

Während  die  ganze  Entwicklung  unseres  Jahrhunderts,  namentlich  in  den 
Kleinstaaten,  unzweifelhaft  die  Tendenz  zeigt,  dass  die  Militärgeodäten  allmählich  immer 
mehr  Teile  ihres  Gebietes  an  die  Civilgeodäten  abgegeben  haben,  ist  doch  die  oberste 
Leitung  und  Verantwortung  der  Topographie  und  jedenfalls  der  amtlichen  Kartographie 
so  innig  mit  der  Landesverteidigung  verwachsen,  dass  kein  Kriegsminister  eines  Gross- 
staates diese  aus  der  Hand  geben  wird. 

Astronomie  und  Erdmetsung. 

Die  Erde  als  Ganzes  zu  messen,  früher  als  Kugel,  dann  als  Ellipsoid,  jetzt  als 
Geoid,  ist  eine  Au^r&be,  würdig  der  höchsten  Anspannung  aller  wissenschaftlichen 
und  technischen  Kräfte  der  Menschheit;  und  von  den  Erdmessem  haben  auch  die 
Land-  und  Feldmesser,  welche  nur  Länder,  Städte  und  Feldmarken  als  bescheidene 
Teile  der  Mutter  Erde  messen  wollen,  einen  guten  Teil  ihrer  feineren  Messungs-  und 
Bechnungs-Methoden  gelernt,  indem  die  grossen  Gelehrten,  welche  zuerst  die  Erde  als 
Ganzes  messen  wollten,  entweder  selbst  zur  Landmessung  übergingen  oder  wenigstens 
ihre  Methoden  vererbten.  So  war  es  allerorten  mit  den  Koryphäen  unseres  Faches: 
SnclUus,  Delcmhre,  Bessel  und  namentlich  Oauss! 
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Als  Gauss  in  der  Einsamkeit  der  Lüneburger  Heide  die  Winkel  zu  seiner  Göt- 
tingen •  Altonaer  Gradmessung  mass,  ging  seinem  mathematischen  Universal -G^nie 
alsbald  auch  der  Sinn  auf  für  die  ^M^messerische  Seite  dieser  Art  von  Beobachtungen; 
und  auf  jenen  einsamen  Heide-Stationen  sind  die  Ursprünge  zu  suchen  der  beiden 
mathematisch- geod&tischen  Kleinodien,  welche  den  Euhm  der  deutschen  Geodäsie  aus- 
machen, die  Ausgleichung  der  Dreiecksnetze  nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate, 
und  die  konforme  Projektion  in  ihren  verschiedenen  Anwendungen/  sowie  die  allgemeine 
Theorie  der  krummen  Flächen. 

Der  Erdmessung  verdanken  wir  in  Preussen  die  höchste  wissenschaftlich  geo- 
dätische Behörde,  das  geodätische  Institut,  dessen  Bubm  und  unbestrittene  wissen- 
schaftliche Autorität  alle  Kulturländer  der  Erde  umfasst«  Aber  die  amtlichen  Glieder- 
ungen des  Grossstaates  haben  es  so  gefügt,  dass  zur  Zeit  der  befruchtende  wissenschaftliche 
Strom  nur  auf  mittelbarem  Wege  von  der  Erdmessung  zur  Land-  und  Feldmessung  fliesst 

Was  die  hier  mitbeteiligte  Astronomie  betrifft,  so  hat  dieselbe  zur  Geodäsie 
lange  Zeit  wie  die  Mutter  zur  Tochter  gestanden,  oder  man  kann  sagen  ähnlich  wie 
im  Mittelalter  die  Wissenschaft  als  „anciUa  theologiae'^  bezeichnet  wurde,  war  es 
auch  früher  im  Verhältnis  zwischen  Geodäsie  und  Astronomie.  Die  Schärfe  der  mess- 
enden und  rechnenden  Methoden  kam  zweifellos  von  der  Astronomie  zu  uns,  und  es  gab 
eine  Zeit,  da  man  glaubte,  scharfes  und  umfassendes  mathematisches  Bechnen  nur  auf 
Sternwarten  lernen  zu  können,  während  jetzt  die  Geodäsie  der  Dreiecksnetze  und  ähn- 
liches als  beste  Schulung  für  mathematisches  Bechnen  gilt. 

Katattervermessung. 

Es  ist  ein  eigentümliches  Schicksal,  dass  die  genauesten  Aufnahmen,  die  wir 
haben,  in  welchen  jedes  Quadratmeter  von  Grund  und  Boden,  und  jede  Grenzfurche 
dargestellt  wird,  ursprünglich  lediglich  wegen  der  staatlichen  Besteuerung  des  Grund- 
eigentums unternommen  worden  sind,  so  dass  in  den  meisten  Staaten  diese  Messungen 
noch  unter  dem  Finanzministerium  stehen,  das  doch  mit  Technik  und  mit  mathe- 
matischen Messungen  sonst  gar  nichts  zu  thun  hat. 

Die  Katastervermessungen  sind  nach  Ausdehnung,  Massstab  und  Kostenaufwand 
bei  weitem  die  bedeutendsten  geworden ;  sie  und  die  nahe  verwandten  Flurzusammen- 
legungen sind  der  Nährboden  für  den  grossen  Stamm  der  Feld-  und  Landmesser 
überhaupt,  namentlich  in  solchen  Staaten,  in  welchen  Topographie  und  Erdmessung 
besonders  abgezweigt  sind. 

Die  Katastermessungen  haben  die  Messungs-  und  Bechnungsmethoden  ausser- 
ordentlich ausgebildet,  der  wohl  organisierte  Arbeitsbetrieb,  das  sogenannte  Arbeiten 
Tom  Grossen  ins  Kleine,  die  langjährige  Ausfeilung  aller  kleinen  Messungs-  und 
Bechnnngshilfen,  hat  es  dahin  gebracht,  dass  die  hunderte  und  tausende  von  Parzellen 
in  Städten  und  Feldmarken  sozusagen  fabrikmässig  gemessen,  berechnet  und  kartiert 
werden,  in  einer  Weise,  dass  die  Kosten  gegen  die  etwaige  vieltausendfache  Einzel- 
aufinahme  aller  Parzellen  fast  verschwindend  werden. 

Die  Katastervermessungen  sind  im  Laufe  der  Zeit  über  ihren  ursprünglichen 
Zweck  gerechte  Steuerverteilung  weit  hinaus  gewachsen;  man  bat  gefunden,  dass 
solche  grosse  Aufnahmen  als  Grundlage  dller  anderen  Karten  gebraucht  werden  können, 
dass  sich  darauf  die  besten  topographischen  Karten,  Vorarbeiten  für  Strassen,  Eisen- 
bahnbau u.  s.  w.  vorzüglich  gründen  lassen. 
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Eine  wichtige  Frage  hat  sich  hieran  aus  anderem  Gebiete  angeschlossen,  die 
Rechtsfrage  mit  der  ertlichen  Versicherung  aller  Grenzmarken  und  mit  der  Grund- 
buchsanlage durch  Eintragung  aller  ideellen  Wertbestimmungen.  Man  hat  gefunden, 
dass  die  Katasterkarten  in  Verbindung  mit  dem  Grundbuche  das  beste  Mittel  zur 
Bechtssicherheit  bei  Käufen  und  Hypotheken  sind. 

Aber  ein  letztes  Ziel,  beweiskräftige  Grundkarten  mit  rechtskräftigen  Flächen- 
angaben sind  bis  heute  in  den  meisten  Staaten  ein  frommer  Wunsch  geblieben,  und 
ebenso  liegt  auch  die  Vermarkung  der  Grundstücke  noch  im  Argen,  indem  dafür  nur 
in  wenigen  Staaten  die  notigen  Gesetze  bestehen.  Eine  letzte  Wertsteigerung  kann  man 
den  Katasteraufbahmen  und  Flurkarten  zu  Teil  werden  lassen  dadurch,  dass  man  dieselben 
vervielföltigt  und  der  Öffentlichkeit  übergiebt,  wie  in  den  zwei  Stammländern  Bayern 
und  Württemberg  geschehen  ist;  und  wenn  man  vollends  wie  in  Württemberg  den 
letzten  Schritt  thut,  nämlich  die  Flurkarten  in  1 :  2500  mit  Hohenzahlen  und  mit 
Horizontalkurven  zu  versehen,  so  hat  man  damit  eine  Universalkarte,  welche  den 
kühnsten  Wünschen  genügen  muss  (vgl.  Schiebach  Mitteilung  über  die  Hohenaufhahmen 
in  Württemberg  im  Massstabe  1 :  2500  und  die  Herstellung  einer  topographischen  Karte 
im  Massstab  1 :  25000  „Zeitschr.  f.  Verm.  1896*,  S.  358—361). 

Ingenieur  •  MesMingen. 

Der  Feldmesser  im  gewöhnlichen  Sinne  liefert  nur  Lagepläne;  der  Strassen-, 
Wasser-  und  Eisenbahnbauer,  der  Topograph  und  der  Kulturingenieur  liefert  dazu  auch 
die  Hohen,  er  nivelliert  und  tachymetriert;  und  man  kann  wohl  sagen,  die  Eisenbahn- 
bauer seit  1850  haben  das  Nivellieren  zwar  nicht  erfunden  aber  soweit  vorbereitet, 
dass  es  vor  30  Jahren  für  erdmessungsfähig  erklärt  werden  konnte.  Das  einfache 
Nivellierverfahren  hat  auch  seit  jener  Zeit  die  trigonometrische  Hohemnessung  auf 
weite  Sichten  grossenteils  verdrängt  und  nur  im  Kleinen  übrig  gelassen,  wo  sie  am 
Platze  ist. 

Unter  den  Ingenieurmessungen  ist  auch  besonders  die  sogenannte  Tachymetrie 
zu  erwähnen  als  bestes  Hilfsmittel  für  Geländeaufnahmen  zu  Vorarbeiten  für  Strassen-, 
Eisenbahn-  und  Wasserbau  u.  dergl.  Dieses  Verfahren,  ursprünglich  fremdländischen 
Ursprungs  hat  sich  bei  uns  glücklich  eingebürgert  und  weiter  entwickelt  und  hat 
auch  Aussicht,  die  früher  ausschliesslich  als  Militärangelegenheit  betrachtete  Her- 
stellung topographischer  Karten  in  neue  Bahnen  zu  lenken. 


Das  Vorstehende  liefert  einen  Oberblick  über  die  Herkunft  und  die  Teile  unserer 
Wissenschaft  im  Ganzen.  Um  von  der  Entwicklung  im  Einzelnen  ein  Büd  zu  geben, 
müssen  wir  versuchen,  das  was  die  einzelnen  Staaten  beigetragen  haben,  auseinander 
zu  setzen. 

Die  Südstaaten  Bayern  und  Württemberg  voran,  unter  Soldner  und  Bohnen- 
berger,  haben  die  erste  Bahn  gebrochen,  sie  haben  zusammenhängende  Triangulierungen 
mit  einheitlichen  rechtwinkligen  Coordinatensystemen  eingeführt,  ihre  Flurkarten  im 
ganzen  Lande  in  1 :  5000  und  1 :  2500  lithographiert,  feine  Instrumente  gebaut,  eine 
selbständige  geodätische  Litteratur  hervorgebracht,  kurz  in  gegenseitiger  Ergänzung 
ein  erstes  geodätisches  Zentrum  geschaffen. 
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Baden  and  Messen  haben  anfänglich  selbständig  begonnen,  sie  sind  in  der 
weiteren  Entwicklang  aber  doch  der  sflddeutschen  Grappe  zuzuzählen.  Baden  glänzt 
durch  seine  Mhzeitige,  erste,  topographische  Aufnahme  mit  Horizontalkurren,  und 
seit  1852  durch  seine  fElr  andere  Staaten   mustergiltig   gewordene  Xatastermessung. 

Der  Weg  weiter  nach  Korden  führt  uns  in  ein  Land  Hannover  mit  Braunschtoeig, 
welche  zwar  keine  gründlichen  und  umfassenden  Landesvermessungen  hervorgebracht, 
aber  eine  geistige  geodätische  Kraft  erzeugt  und  zur  Entwicklung  gebracht  haben, 
den  grossen  Gatissy  welcher  für  Geodäsie  allein  mehr  geleistet  hat  als  Jahrhunderte 
Yor  ihm  und  als  bis  jezt  ein  halbes  Jahrhundert  nach  ihm;  seine  Ausgleichung  nach 
der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  und  seine  konformen  und  anderen  Coordinaten- 
Theorieen  sind  unsterblich,     (vgl.  §  86.-88.  Eap.  VIIL  und  Kap.  X). 

Der  Grossstaat  Preussen  blieb  zwar  anfänglich  im  Ganzen  zurück,  hat  aber 
in  den  Bheinlanden  schon  frühzeitig  Katasteraufhahmen  gemacht  und  in  späteren 
Zeiten  auch  in  den  Stammlanden  zur  Katastervermessung  vieles  beigetragen.  Nament- 
lich hat  aber  Preussen  seinen  Teil  an  der  Geodäsie  reichlich  nachgeholt  durch  die 
Bessel-Baeyer'schen  Werke  mit  der  anschliessenden  heutigen  Landestriangulation  und 
schliesslich  darch  die  unsterbliche  Schaffung  der  internationalen  Erdmessung. 

Das  Land  Sauden  hat  seinen  Tribut  geleistet  durch  die  schon  in  früheren 
Jahrhunderten  begonnene  vortreffliche  topographische  Aufnahme,  welche  in  der  Er- 
findung der  Lehmann*schen  Bergschraffierung  ihien  Glanzpunkt  gefunden  hat  und 
dann  in  neuester  Zeit  durch  ein  Gradmessungs-  und  Landesvermessungs-Triangulierung, 
welche  an  Genauigkeit  alles  vorher  dagewesene  übertroffen  hat. 

Mecklenburg  hat  das  Verdienst,  als  einziger  Staat  in  Deutschland  die  konforme 
Projektion  nach  den  Prinzipien  von  Gauss  in  seinem  Coordinatensystem  theoretisch 
und  praktisch  eingeführt  und  bewahrt  zu  haben  (vgl.  §  81.). 

Oldenburg  hat  als  erster  Staat  in  Norddeutschland  einheitliche  Coordinaten 
und  Poljgonzüge  eingeführt. 

Kurz  alle  Teilländer  unseres  Gesamtvaterlandes,  welche  hier  unmöglich  alle 
Torgeführt  werden  können,  haben  ihren  Teil  dazu  redlich  beigetragen,  dass  unser 
Gesamtvaterland  im  Besitze  einer  Summe  von  Erfahrungen  und  Kenntnissen  in  Land- 
messung ist  wie  kein  anderes  Land  der  Erde;  und  es  liegt  hier  einer  der  wenigen 
Fälle  vor,  dass  unsere  sonst  so  unglücklich  gewirkt  habende  politische  staatliche  Zer- 
splitterung zum  Segen  geworden  ist. 

Neben  der  vorstehenden  Entwicklung  von  Süd  nach  Kord  besteht  eine  zweite 
eigentümliche  weniger  staatlich  als  geographisch  fortschreitende  Entwicklungsbewegung 
von  West  nach  Ost,  die  sich  an  die  Instrumente  Messtisch  xmd  Theodolit  knüpft. 

Der  Streit  Messtisch -Theodolit,  welcher  noch  in  den  Anfangsjahren  unseres 
Vereins  die  Geister  bewegte,  kann  jetzt  als  ausgefochten  gelten  zu  Gunsten  des  Winkel- 
messens und  des  Rechnens  mit  sinus  und  cosinus,  wenigstens  was  eigentlich  genaue 
Messungen  wie  für  Kataster  u.  s.  w.  betrifft,  aber  zu  Anfang  des  Jahrhunderts  lag 
die  Sache  gerade  umgekehrt.  Für  Kataster  war  in  Bayern,  Württemberg,  Sachsen 
und  für  Topographie  auch  in  Baden  und  Preussen  der  Messtisch  allmächtig,  und  was 
heute  als  wesentlichstes  Element  aller  genauer  Einzehnessungen  gilt,  die  Theodolit- 
Polygonzüge,  das  wurde  etwa  1810—1820  im  äussersten  Westen  geschaffen  in  den 
preussischen  Rheinlanden  und  in  Hessen,  eroberte  allmählich  Oldenburg,  Baden. 
Württemberg,  Bayern  und  Alt-Preussen.  Der  Bayerisch- Schwäbische  Ruhm  von  1820— 
1840  wird  durch  die  verspätete  Einführung  der  Theodolitztige  wieder  ziemlich  verdunkelt. 
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Coordinaten- System. 

Ein  wichtiges  Element  in  der  Entwicklungsgeschichte  unseres  Faches  bilden 
die  verschiedenen  Coordinaten-Systeme.  Solange  jede  Stadt  oder  Feldmark  lediglich 
in  sich  selbst  als  Ganzes  behandelt  und  gemessen  wurde,  lieferte  die  Feldmessung 
zwar  ein  Konglomerat  von  Einzelplänen,  aber  keine  zusammenhängende  Landesver- 
messung. Die  schönsten  Proben  der  Grenzanschlüsse  Hess  man  sich  entstehen;  und 
die  militärischen  Topographen  hatten  ein  Recht,  auf  solches  Stück-  und  Flickwerk 
geringschätzend  herabzusehen  und  die  mathematisch -geodätisch  orientierte  Generalstabs- 
karte als  einziges  wissenschaftliches  Kartenwerk  zu  preisen.  Sobald  man  aber  anfing,  die 
Stadt-  und  Gemeindekarten  innerhalb  ganzer  Länder  triangulatorisch  in  grossen  Coor- 
dinaten-Systemen  zusammenzufassen  und  dadurch  jeder  einzelnen  wenn  auch  noch  so 
kleinen  Latten-  und  Ereuzscheibenmessnng  ihren  Platz  auf  dem  Erd-Ellipsoid  auch 
nach  geographischen  Coordinaten  anzuweisen,  sind  die  Feld-  und  Landmessungen  mit 
einem  Schlage  im  wissenschaftlichen  Range  um  eine  hohe  Stufe  gestiegen,  und  allen 
anderen  Messungen  überlegen  geworden. 

Diesen  wichtigen  Schritt  haben  in  konsequenter  Weise  zuerst  die  deutschen 
Südstaaten  gethan;  sie  haben  dadurch  die  wichtige  Verbindung  der  niederen  Feld- 
und  Landmessung  mit  der  mathematisch-astronomisch  orientierten  höheren  Geodäsie 
hergestellt. 

Ein  Bayerischer  Geodät  aus  den  ersten  Jahrzehnten  unseres  Jahrhunderts, 
Soldner,  hat  hieraus  einen  Ruhm  erworben,  der  seinen  Namen  in  inniger  Verbindung 
mit  diesen  Verhältnissen  bis  heute  erhalten  hat,  obgleich  er  die  nach  ihm  benannten 
rechtwinkligen  Coordinaten  durchaus  nicht  selbst  erfunden,  sondern  nach  französischen 
Mustern  übernommen  hat,  und  obgleich  jene  nun  sogenannten  Soldner'schen  Coor- 
dinaten für  Landestriangulierung  und  für  Eatastervermessung  durchaus  nicht  mehr 
die  besten  sind.  Aber  Soldner  und  sein  schwäbischer  Nachbar  Bohnenberger  haben 
die  grosse  praktische  Bedeutung  solcher  Coordinaten  mit  richtigen  Blicken  frühzeitig 
erfasst,  sie  haben  die  mathematische  Theorie  derselben  auf  alle  praktischen  Fälle 
angewendet  und  veröffentlicht,  und  sie  haben  die  Sache  so  ins  einzelne  ausgearbeitet, 
dass  die  süddeutschen  Vermessungen  sich  schon  frühe  einer  Klarheit  und  Ordnung 
erfreuten,  welche  man  damals  anderwärts  noch  nicht  kannte.  Bohnenbergers  Ver- 
öffentlichung hierüber  vom  Jahre  1826  hat  auf  weite  Kreise  aufklärend  und  anregend 
gewirkt.  Auch  Baden,  welches  ursprünglich  nur  rechtwinklige  ebene  Coordinaten  gehabt 
hatte,  und  Hessen  folgten  nach  (vgl.  S.  325—828). 

Es  sind  noch  zwei  deutsche  Länder  zu  nennen,  welche  auch  schon  in  den  ersten 
Decennien  unseres  Jahrhunderts  solche  oder  ähnliche  Coordinaten  hatten,  nämlich  die 
preussischen  Rheinlande  und  Oldenburg,  aber  es  sind  keine  Litteratumach weise  dafür 
vorhanden  und  in  den  Rheinlanden  wurde  das  Prinzip  der  einheitlichen  Coordinaten 
durch  Einführung  zahlreicher  Lokalsysteme  wieder  zerstört  und  musste  1879  wieder 
von  neuem  eingeführt  werden.  Dass  die  Oldenburger  Coordinaten  von  1837  dieselben 
sind,  wie  die  gleichzeitigen  süddeutschen  Coordinaten,  davon  habe  ich  mich  durch 
Nachrechnen  der  gütigst  überlassenen  Zahlenwerte  überzeugt;  ob  und  welche  Muster- 
vorgänge etwa  in  Oldenburg  benützt  worden  sind,  kann  ans  den  vorhandenen  Nach- 
richten nicht  ersehen  werden  (vgL  S.  333 — 335). 

Im  übrigen  Deutschland  wollte  man  die  rechtwinkligen  grossen  Coordinaten- 
Systeme  mit  Berücksichtigung  der  Erdkrümmung  lange  nicht  verstehen;  z.  B.  in  Preussen 
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mit  Ausnahme  der  Rheinlande,  scheinen  vor  der  Einführung  der  jetzigen  40  Soldner- 
ischen Systeme  im  Jahre  1879,  soweit  die  Nachrichten  reichen,  nur  zerstreute  kleinere 
ebene  rechtwinklige  Systeme  vorhanden  gewesen  zu  sein  (vgl.  S.  332 — 333). 

Auch  in  Sachsen  sind  schon  vor  der  neuen  Gradmessungs-  und  Landesver- 
messungs-Triangulierung  1860 — 1890,  welche  ein  Soldnersches  Coordinatensystem  ein- 
geführt hat,  rechtwinklige  Coordinaten  in  mancherlei  Art,  wie  es  scheint  meist  eben 
benutzt  worden. 

Eine  wesentliche  Verbesserung  und  Verfeinerung  auf  diesem  Gebiete  wurde 
geliefert  in  Hannover  1820—1840  durch  die  ^konformen*  Coordinaten,  welche  Gauss 
f&r  die  Hannoversche  Triangulierung  und  Topographie  eingefflhrt  und  berechnet  hat, 
deren  Prinzip  ein  Schüler  von  Gauss,  Paschen,  in  anderer  Form  auch  in  Mecklenburg 
zur  Anwendung  gebracht  hat,  wo  es  als  einziges  derartiges  System  in  Deutschland 
heute  noch  besteht  und  mit  Begeisterung  hochgehalten  wird  (vgl.  S.  335—336). 

Es  ist  n&mlich  ein  eigentümliches  Schicksal,  dass  das  Coordinaten -Werk  des 
grossen  Gauss  von  diesem  selbst  nicht  mehr  abgeschlossen  und  veröffentlicht,  sondern 
erst  1866  von  Schreiber  und  Wittstein  der  Gefahr  des  Vergessens  und  Verlorengehens 
entrissen  wurde,  und  dass  es  auch  noLch  dieser  Veröffentlichung  nicht  genügend  ge- 
würdigt worden  ist  (vgl.  S.  328—329  und  S.  458—459). 

So  kam  es  dass  die  klassische  geodätische  Erbschaft  in  Hannover  selbst,  nach 
1866  nicht  weiter  verwertet  wurde  und  dass  in  Preussen  noch  im  Jahr  1879  das  ältere 
sogenannte  Soldner'sche,  süddeutsche  Prinzip  in  40  Katastersystemen  eingeführt  wurde, 
während  in  Preussen  nur  die  Landesaufnahme  ein  allgemeines  konformes  System  ein- 
geführt  hat  (vgl.  S.  330—333). 

Im  Ganzen  haben  wir  in  Deutschland  heute  etwa  50  Coordinatensysteme,  als 
Ergebnis  einer  100jährigen  politisch  und  geodätisch  ungleichen  Entwicklung,  während 
rein  mathematisch  betrachtet,  etwa  10  Systeme  ausreichen  würden  (vgl.  S.  326). 

Noch  Manches  konnte  zur  Entwicklungsgeschichte  der  Messungs-  und  Rechnungs- 
methoden in  den  einzelnen  Staaten  und  zur  Vergleichung  ihrer  Beiträge  zum  Ganzen 
gesagt  werden,  aber  die  gerechte  Würdigung  aller  Vorzüge  und  Mängel  wäre  wohl 
hier  unmöglich. 

Nach  allem  aber  ist  soviel  sicher,  dass  es  in  unserem  Gesamtvaterlande  nur 
noch  einer  kritisch  ordnenden  Hand  bedarf,  um  nach  der  Regel  „Prüfet  alles  und  be- 
haltet das  Beste*  aus  den  zerstreuten  Landesvermessungen  ein  Ideal  heraus  zu  schälen, 
das  als  teure  Errungenschaft  ins  nächste  20te  Jahrhundert  hinüber  gebracht  werden  muss. 

Wir  wollen  am  Schlüsse  hierauf  zurückkommen,  inzwischen  aber  noch  verschiedene 
Seiten  unseres  Gegenstandes  besonders  betrachten. 

Die  soziale  und  wUtenKtiaftliche  Stellung  der  Landmetter. 

Ebenso  verschieden  wie  die  Berufsarten  und  Stände,  aus  denen  die  ersten  Land- 
messer hervorgegangen  sind,  waren  auch  die  Stellungen  der  Landmesser  selbst  in  der 
menschlichen  Gesellschaft.  Der  frühere  Offizier,  der  ehemalige  Astronom  blieb  an- 
gesehen, wenn  er  das  Feldgeschütz  oder  das  Passage -Instrument  mit  dem  Messtische 
oder  mit  dem  Feld -Theodolit  vertauschte;  aber  die  von  unten  heraufgekommenen 
Landmesser  im  eigentlichen  Sinne  wurden  lange  scheel  angesehen  auch  bei  den  besten 
Leistungen;  und  merkwürdig,  gerade  unsere  Berufsvettern,  die  Bauingenieure,  wollten 
durchaus  uns  nicht  als  Amtsbrüder  gelten  lassen. 
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Viel  warde  hier  auch  behördlicherseits  gefehlt:  fis  gab  Zeiten  und  Behörden, 
als  man  rasch  Personal  in  grosser  Zahl  brauchte,  da  wurden  gewesene  Messgehilfen 
und  noch  weniger  geeignete  Personen  zu  Feldmessern  gemacht.  —  Auch  den  wirklich 
beruüsmässig  ausgebildeten  Leuten  fehlte  es  vielfach  an  den  notigsten  Kenntnissen; 
die  einfache  Volksschule  war  ofb  die  Pflanzstätte  der  Feldmesser,  und  wenn  dazu  der 
Pythagoräische  Lehrsatz  und  die  Flächenberechnungssätze  kamen,  so  war  in  der  Mess- 
tisch-, Bussolen-  und  Eettenzeit  das  mathematische  Wissen  des  Landmessers  mancher 
Orten  erschöpft-,  und  so  kam  es  auch,  dass  mancher  im  Verwaltungsdienste  herauf- 
gewachsene Beamte  Entscheidungen   über  Fragen   der  höheren  Geodäsie  geföllt  hat 

der  in  seinem  Leben  niemals  mit  -~-  sich  gequält  hatte. 

Mancher  deutsche  Staat  hat  an  hohen  und  höchsten  Schulen  Mathematik  Jahr- 
zehnte lang  vortragen  lassen,  ohne  für  die  allernächste  Anwendung  derselben,  nämlich 
Anwendung  auf  Landmessung,  welche  doch  die  Mutter  aller  Mathematik  ist,  Sorge  zu 
tragen.    Landmessung  war  ein  Stiefkind. 

Diese  Zeiten  sind  hinter  uns;  in  allen  deutschen  Staaten  wird  unser  Fach  mit 
seinen  mathematischen  und  physikalischen  Grundlagen  ebenso  gründlich  gelehrt  und 
geprüft,  wie  z.  B.  Baukunde,  Maschinenbau  u.  s.  w.  Und  doch  fehlt  noch  tines\ 
Die  technischen  Hochschulen  sind  dabei  noch  teilweise  übergangen,  und  doch  würde 
gerade  auf  diesen  Schulen  die  Studiengenossenschaft  mit  Bauingenieuren  und  allen 
anderen  Technikern  unserem  Ausbildungskampfe  vollends  zum  Siege  verhelfen. 


Amttthätigkeit  und  freie  Wtftemchaft. 

Ohne  amtlichen  Auftrag  ist  praktisches  Landmessen  in  diesem  Jahrhundert 
nicht  mehr  möglich.  Im  vorigen  Jahrhundert  hat  Bohnenberger  eine  trigonometrische 
Karte  von  Württemberg  privatim  gemessen  und  buchhändlerisch  bezahlt  zu  machen 
gesucht;  das  ist  jetzt  ausgeschlossen,  und  ohne  amtlichen  Auftrag,  sei  es  als  Lebens- 
beruf oder  wenigstens  als  Nebenamt,  kann  Niemand  mehr  ein  wirklicher  Geodät  werden. 
Trotzdem  geht  geodätische  Wissenschaft  namentlich  in  Verbindung  mit  Lehrthätigkeit 
auch  noch  neben  der  Praxis  her,  und  sie  hat  wenigstens  die  schwierigen  deduktiven 
Teile,  Methode  der  kleinsten  Quadrate,  Coordinatensjsteme,  geodätische  Linie  u.  s.  w. 
für  sich,  welche  die  Praktiker  den  Professoren  überlassen.  Das  Zusammenwirken  — 
und  manchmal  auch  das  Entgegenwirken  —  zwischen  den  Vertretern  der  Praxis  und  der 
Theorie  —  wenn  man  so  trennen  kann,  —  erinnert  lebhaft  auch  an  das  politische 
Leben;  und  ich  mochte  dazu  zwei  Stellen  aus  Treitschkes  Deutscher  Geschichte  des 
19.  Jahrhunderts  eitleren  (V.  Teil  S.  229):  Der  Minister  der  auswärtigen  Angelegen- 
heiten Eichhorn  wurde  1840  Kultminister;  er  trat  aus  einem  Amte,  das  von  allen 
seinen  Untergebenen  unbedingten  Gehorsam  fordern  muss,  plötzlich  hinüber  zu  der 
Leitung  des  geistigen  Lebens,  das  seinen  eigenen  (besetzen  folgt,  und  vom  Staate  nur 
mittelbar  mit  schonender  Hand  gefordert  werden  kann.  Was  hier  sich  als  Gegensatz 
zeigte,  besteht  auch  bei  uns :  unbedingter  Gehorsam  bis  zum  lezten  Formalitätenpunkte 
hinaus  einerseits,  und  Freiheit  der  Wissenschaft  andererseits  sind  Gegensätze,  die  beide 
in  ihrer  Art  bis  zu  einem  gewissen  Grade  ihre  Berechtigung  haben. 

Ein  anderes  Analogen  giebt  ein  Gerichtsurteil  von  1843  (Treitschke  V.  Band 
S.  207)  über  einen  bekannten  KOnigsberger  Volkskämpfer,  der  ein  freies  Wort  der 
Kritik  gewagt  hatte.    Das  Tribunal  erklärte:  Mit  der  Ehrfurcht  vor  dem  Könige  sei 
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freimfltiger  Tadel  der  bestehenden  Einrichtangen  wohl  vereinbar.  Dieses  Wort  gilt 
auch  fär  eine  fachwissenschaftliche  Yereinigang,  wie  diejenige  des  deutschen  Geometer- 
Vereins,  welche  freie  Kritik  zn  einem  ihrer  Lebenselemente  zählen  muss. 

Verteilung  der  Meatungen  unter  verschiedene  Behörden. 

Je  kleiner  ein  Staat  ist,  desto  besser  kann  das  Zusammenwirken  der  verschiedenen 
geodätischen  Faktoren  sich  gestalten;  z.  B.  die  zwei  sfld westdeutschen  Staaten  Baden 
und  Württemberg,  welche  beide  jeder  auf  seinem  Gebiete,  Mustergiltiges  hervorgebracht 
haben,  sind  hiebei  durch  die  Übersichtlichkeit  aller  amtlichen  Verhältnisse  wesentlich 
unterstützt  worden,  während  im  Grossstaat,  in  welchem  5  Ministerien  sich  in  die 
geodätische  Aufgabe  teilen,  Reibungen  unvermeidlich  sind,  durch  welche  mancher 
Bruchteil  der  Kräfte  lahmgelegt  wird.  Je  mehr  amtliche  «Ressorts*'  in  Anspruch 
genommen  werden  mtlsseu,  desto  weniger  kann  das  wissenschaftliche  Element  zur 
Geltung  kommen,  und  die  Verteilung  der  geodätischen  Befugnisse  und  Gewalten  wird 
immer  mehr  der  fach  wissen  schaftlichen  Entscheidung  entrückt. 

Wir  wollen  als  ein  beliebiges  kleines  Beispiel  hielür  die  verschiedeneu  Mess- 
ungen und  Berechnungen  der  Landesaufnahme  und  des  Katasters  in  Preussen  be- 
trachten. Dabei  wird  kein  Süddeutscher  begreifen,  warum  z.  B.  die  trigonometrischen 
Punkte  III.  Ordnung  zweierlei  Coordinaten  haben,  erstens  in  der  Landesaufnahme  und 
zweitens  im  Kataster.  Gewöhnlich  wird  auf  diese  Frage  die  Antwort  gegeben,  die 
Grosse  des  Landes  im  Vergleich  mit  den  Mittel-  und  Kleinstaaten  verlange  dieses; 
allein  diese  Antwort  ist  nur  mittelbar  richtig;  nicht  die  Grösse  des  Landes  nach 
Quadratmeilen  ist  der  Grund  dieser  Zweiheit,  sondern  die  politische  Grösse,  und  die  da- 
durch bedingte  Unabhängigkeit  der  ^Ressorts*,  und  wenn  die  Landesaufnahme  und  das 
Kataster  in  derselben  leitenden  Hand  wäre,  so  würde  eine  Tonn  gefunden  werden  für 
einheitliche  Coordinaten  aller  Punkte  etwa  von  der  11.  Ordnung  an,  trotz  der  geograph- 
ischen Grösse  des  Landes,  und  eine  Menge  Doppelarbeiten  dieser  und  ähnlicher  Art 
könnte  erspart  werden. 

Die  Verteilung  der  geodätischen  Befugnisse  im  Staate  hat  Ähnlichkeit  mit  der 
Verteilung  der  politischen  Gewalten.  Ob  in  einem  Staate  die  Regierung  oder  die 
Volksvertretung  u.  s.  w.  mehr  Macht  und  amtliche  Funktionen  hat,  das  wurzelt  in 
Jahrhunderte  langen  Entwicklungen,  persönlichen  Verdiensten  auf  der  einen  oder 
anderen  Seite  u.  s.  w.  und  ganz  ähnlich  verhält  es  sich  auch  in  der  Geodäsie,  und 
was  mathematisch  geodätisch  betrachtet,  die  beste  Geschäftsverteilung  wäre,  das  ist 
nicht  allein  ausschlaggebend  neben  dem,  was  in  Jahrzehnten  und  Menschenaltem 
geschichtlich  geworden  ist. 

Kosten  der  Vermessungen. 

Die  hohe  Bedeutung  der  Vermessungsarbeiten  im  Staatsorganismus  wird  am 
deutlichsten  veranschaulicht  durch  den  Kostenaufwand,  der  zwar  nicht  genau  bekannt 
ist,  aber  doch  genügend  genau  geschätzt  werden  kann. 

Von  Preussen  wissen  wir  z.  B.,  dass  allein  das  jährliche  Budget  der  Landes- 
aufnahme über  1  Million  Mark  beträgt  (Gäde,  „Zeitschr.  f.  Verm.  1885",  S.  242), 
femer  dass  die  Erhaltung  und  Fortführung  des  Katasters  jährlich  mehrere  Millionen 
beansprucht,  dass  jährlich  200  000  Mark  allein  für  Erneuerung  der  Karten  und  Bücher 
aufgewendet  werden  (,Zeitschr.  f.  Verm.  1895«,  S.  509). 
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Am  genauesten  hat  ein  Kollege  aus  Württemberg  die  jährlichen  Verm^ssungs- 
kosten  seines  Landes  ermittelt,  nämlich  jährlich  rund  1  Million  Mark  bei  7B  Millionen 
Gesamtaufwand  (»Zeitschrf.  f.  Verm.  1896*,  S.  267— -269,  Steiff).  Dieses  mag  genügen 
zu  einer  summarischen  Schätzung  für  das  Deutsche  Beich :  Württemberg  hat  19  500  qkm 
Fläche  und  2  Millionen  Einwohner,  das  Deutsche  Reich  hat  540  000  qkm  und  rund 
50  Millionen  Einwohner.  Rechnet  man  proportional  der  Fläche,  so  kommen  28  Millionen 
Mark  und  proportional  der  Einwohnerzahl,  25  Millionen  Mark  für  unser  grosses  Vater- 
land heraus. 

Nach  einer  von  dem  Landmesser  Emelius  iii  Cassel  mit  grossem  Fleisse  her- 
gestellten Statistik  hat  das  Deutsche  Reich  im  Ganzen  etwa  rund  4  000  Vermessungs- 
beamte oder  einen  auf  12  500  Einwohner.  Rechnet  man  nun  für  1  Beamten  mit 
Gehalt,  Gehilfen,  Reisen.  Instrumenten  u.  s.  w.  jährlich  rund  6  000  Mark,  so  kommen 
abermals  die  vorhin  geschätzten  25  Millionen  Mark  nahezu  heraus. 

Betrachten  wir  diese  stattliche  Summe  von  25  Millionen  jährlich,  so  lässt  sich 
die  Überlegung  machen :  Wenn  durch  bessere  Gesamtorganisation  aller  Vermessungen, 
Vermeidung  von  Doppelmessungen  u.  s.  w.  auch  nur  4%  gespart  würden,  und  das 
scheint  mir  zweifellos,  so  hätte  man  1  Million  frei  zur  Schaffung  solcher  staatlicher 
Einrichtungen,  welche  aus  dem  jetzt  mehr  oder  weniger  zersplitterten  Werke  ein  mehr 
organisch  gegliedertes  Einheitswerk  hervorgehen  Hessen.  —  Damit  sind  wir  auch 
wieder  an  dem  schon  früher  berührten  Punkte  angelangt:  Zusammenfassung  der 
deutschen  Landesvermessungen  in  eifi  Ganzes. 

Schon  vor  etwa  40  Jahren  hat  der  unsterblich  gewordene  General  Baeyer  den 
Gedanken  einer  Centralisation  der  Preussischen  Vermessungen  gefasst  und  mit  allen 
Mitteln  seines  energischen  Willens  verfochten,  in  der  Form,  dass  er  eine  preussische 
^Einheitskarte'^  schaffen  wollte,  welche  alle  künftigen  Messungen  entbehrlich  machen 
sollte. 

In  dieser  Sache  hat  der  Urheber  des  Gedankens  keinen  Erfolg  errungen,  aber 
der  von  ihm  ausgesprochene  Grundgedanke  lebt  in  der  heutigen  Generation  von  Feld- 
messern noch  fort,  und  wird  in  neuer  und  verbesserter  Form  bei  jeder  sich  bietenden 
Gelegenheit  sich  in  Thaten  umzusetzen  suchen. 

Unser  Verein  hat  schon  in  seinen  ersten  Jahren  die  Erkenntnis  zu  Tage  ge- 
fördert, dass  in  der  staatlichen  Organisation  der  Vermessungen  »vieles  nicht  ist,  wie 
es  sein  sollte*  und  unsere  6.  Hauptversammlung  1877  in  Frankfurt  a/M.  hat  die 
Kühnheit  gehabt,  die  „Gesamtorganisation  des  Vermessungswesens  im  Staate*  zum 
Gegenstande  einer  Beratung  zu  machen  („Zeitschr.  f.  Verm.  1877*,  S.  600).  Aber 
damit  ist  der  Verein  viel  zu  weit  gegangen,  und  hat  auch  mit  seinen  Vorschlägen 
nicht  den  mindesten  Erfolg  gehabt ;  staatliche  Einrichtungen  können  nur  aus  sich  selbst, 
d.  h.  durch  ihre  eigenen  Mitglieder  reorganisiert  werden,  und  die  freie  wissenschaft- 
liche Vereinigung  von  Fachmännern  kann  nur  auf  ganz  indirektem  Wege  ihre  An- 
schauungen zur  staatlichen  Geltnng  bringen. 

Am  Ende  des  vorigen  Jahres  entstand  ein  Gerücht  von  Schaffung  eines  Reichs- 
Erdmessungs-Amtes ,  in  welchem  vielleicht  auch  die  Land-  und  Feldmessung  einen 
Platz  gefunden  haben  würde;  aber  die  Sache  ist  wieder  untergetaucht.  Aber  sollen 
wir  deshalb  müssig  bleiben  ?  Nein !  Wir  sollen  selbst  Hand  anlegen  auf  solchen  Gebieten 
welche  uns  freigegeben  sind,  und  unser  Verein  hat  schon  erhebliches  geleistet.  Die 
Zusammenfassung  der  in  Theorie  und  Praxis  wirkenden  Kräfte  unseres  Faches  ist 
das  Ziel  unserer  wissenschaftlichen  Vereinigung  von  Anfang  an  gewesen,  und  ist  es 
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noch.  Zahlreiche  Fragen  sind  von  uns  aufgestellt  und  gelösst  worden ;  die  erste  betraf 
die  wissenschaftliche  Ausbildung,  über  welche  im  vorigen  Jahre  ein  Eedner  gesagt  hat, 
dass  der  Erlass  der  neuen  Prüfungsrorschriften  im  preussischen  Staate  das  Werk  unseres 
Vereins  sei  (Walraff,  ,Zeitschr.  f.  Verm.  1896*,  S.  498).  Der  Anstoss  dazu  wurde  vor 
28  Jahren  auf  unserer  Nürnberger  Versammlung  gegeben  und  als  wir  damals  1873  in 
Nürnberg  auch  ein  Wettmessen  mit  Latten ,  Bändern  und  Ketten  veranstalteten,  sahen 
▼iele  Norddeutsche  zum  erstenmale  unsere  schwäbischen  Messlatten  und  die  Schwaben 
sahen  zum  erstenmale  eine  preussische  Messkette;  und  ähnlich  wie  bei  diesem  kleinen 
Beispiele  ist  es  mit  vielem  anderen  gegangen,  die  Erfahrungen  wurden  gegenseitig 
ausgetauscht  und  der  Austausch  hat  zur  Aufklärung  gefOhrt  So  hat  z.  B.  unser 
Verein  auch  in  der  wichtigen  Frage  der  Anwendung  theoretischer  Ausgleichungen  und 
Fehlergesetze  in  der  Landmessung  durch  jahrelang  fortgesetzte  Erörterungen  aufklärend 
gewirkt,  und  die  staatlichen  Vermessungsanweisungen  haben  aus  unseren  Zeitschrift- 
Artikeln  und  anderen  damit  in  Zusammenhang  stehenden  Schriften  Nutzen  ziehen 
können. 

Ebenso  war  es  auch  bei  einer  in  allerjüngster  Zeit  aus  Veranlassung  eines 
kleinen  Spezialfalles  aufgeworfenen  Frage  nach  den  Vorzügen  oder  Nachteilen  des 
dnen  oder  anderen  Coordinatensystems.  unsere  Zeitschrift  hat  hiezu  praktische  Ur- 
teile und  theoretische  Entwicklungen  von  so  vielen  unabhängigen  Sachverständigen 
zusammengebracht,  dass  dadurch  diese  noch  vor  kurzem  streitige  Frage  viel  reiner  und 
schärfer  zum  Austrage  gebracht  wurde,  als  wenn  eine  Staatsbehörde  ihre  unterstellten 
Beamten  zu  amtlichen  Gutachten  aufgefordert  haben  würde. 

Li  vielen  solchen  grossen  und  kleinen  Fragen  ist  unser  Verein  und  seine  Zeit- 
schrift und  viele  damit  zusammenhängende  Schriften  mit  Erfolg  thätig  gewesen,  so 
dass  wir  auch  in  Zukunft  hoffen  dürfen,  an  entscheidender  Stelle  gehört  zu  werden. 

Wenn  wir  fest  an  der  Wissenschaft  halten,  welche  unabhängig  von  äusseren 
Bücksichten  den  richtigen  Weg  nach  dem  geodätischen  Pole  weist,  so  wird  der  Erfolg 
nicht  ausbleiben.  Unsere  noch  vor  wenigen  Jahrzehnten  als  Aschenbrödel  unter  den 
technischen  Berufsarten  geltende  Feld-  und  Landmessung  wissenschaftlich  auszu- 
gestalten und  zur  vollen  Anerkennung  ihrer  staatlichen  Bedeutung  zu  bringen,  das 
ist  unser  Ziel,  das  wir  erreichen  werden,  wenn  wir  den  Spruch  beherzigen: 

Ist  deine  Sache  recht  und  gut, 
Kannst  du  sie  getrost  dem  Hinmiel  überlassen; 
Doch  wisse,  dass  auch  der  nichts  für  dich  thut, 
Wenn  du  versäumst,  zur  rechten  Zeit  mit  anzufassen. 
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Berichtigungen. 

Seite  204.     Bei  log  W^  unten  statt  cos^  (f>  lies  cos  4  (p, 
„     207.    Zwischen  (25)  und  (26)  statt  -h  3 1?«  (  lies  h-  3  i/2  (2. 


217.     Zwischen  (34)  u.  (35)  statt }/  l  h-  c'»  qp2  cos^  ^  ües  j/i  -^  c'2  co«2  qp. 

X  X 

220.    In  Gleichung  (2)  statt       cos  qp  lies  r-    cos  (p. 

IM  l^J 

221      Am  Schluss  von  §  36.  statt  Seite  [43]  lies  Seite  [42]. 

260.     In  der  2  ton  Gleichung  sllktt  eosa  lies  sina, 

304.    In  Gleichung  (10)  statt  -  ^      lies   -^— 
''  cosqp  coitq> 

466.    Zwischen  (37)  und  (38)  statt  1  -f  j^  K»  lies  1-1-^2=  k«. 

505.    In  der  5ten  Linie  von  unten  statt  dieser  Bahn  lies  dieser  Sache, 

507.    In  Gleichung  (8)  statt  j|-2  lies  d  2^^. 
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§  1.    Einleitung. 

Überblick  über  die  Oeschichte  der  Erdmesmng, 

Nach  der  kindlichen  Anschauung,  welche  in  Homers  Gesängen  (800 — 900  v.  Chr.) 
ihren  Ausdruck  findet,  war  die  Erde  eine  vom  Okeanos  umflossene  Scheibe ;  und  diese 
Anschauung  hat  sich  lange  erhalten,  ohne  sich  von  dem  unmittelbaren  Anblick,  wel- 
chen z.  B.  die  Krümmung  der  Meeresfläche  beim  Verschwinden  eines  Schiffes  darbietet, 
st6ren  zu  lassen. 

Pythagoras  (geb.  582  v.  Chr.)  erklärte  die  Erde  fftr  eine  Kugel. 

Aristoteles  (384—322  v.  Chr.)  entwickelt  in  dem  Werke  ntQl  ov^avoty  B,  13—14, 
die  Grflnde  fQr  und  wider  die  Kugelform,  und  kommt  zu  dem  Schluss,  dass  die  Form 
der  Erde  notwendig  kugelförmig  sei  (Aristoteles,  griechisch  und  deutsch  von  Prantl. 
S.  178):   ^draynaiov  tlvai  rr*  oxlf^^  ö^ipoeiWg.* 

Was  weiter  die  Frage  nach  der 


Grösse  der  Erde  betrifft,  d.  h.,  nach- 
dem die  Kugelform  erkannt  war,  die 
Frage  nach  dem  Umfang  oder  dem 
Halbmesser  der  Erdkugel,  so  ist  als 
einer  der  ersten,  dem  wir  eine  ge 
schichtlich  verbflrgte  Messung  bzw. 
Schätzung  verdanken,  der  alexandrini- 
sche  Gelehrte  Eratosthenes  (276—195 
V.  Chr.)  zu  nennen. 

Eratosthenes  benützte  zur  Be- 
stimmung des  Erdumfangs  den  zufäl- 
ligen günstigen  Umstand,  dass  in  Ober- 
Egypten  in  Assuan  (heutiges  Syene, 
vgl.  Fig.  1.)  zur  Zeit  der  Sommerson- 
nenwende die  Sonnenstrahlen  senkrecht 
in  einen  Brunnen  schienen,  während 
zu  gleicher  Zeit  in  Alexandrien  die 
Sonnenstrahlen  mit  der  Lotrichtung 
einen  erheblichen  Winkel  bildeten,  der 

von  360  °  gemessen  wurde.  Die 


Fig.  1. 

Gradmessong  von  Entostbenea  und  Posidontufi. 

MM8«Ub  =  1:18000000. 


ZU 


50 


Entfernung  beider  Funkte  Alexandrien 

und  Syene  wurde  aus  der  Zahl  der 

Tagereisen  zu  5000  Stadien  geschätzt. 

Auf   diese   Angaben    gründete 

Jördao,  Handb.  d.  Yermeuangskande.    4.  Aufl.    III.  Bd. 
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2  Einleitung.  §  1. 

Eratosthenes  eine  Bestimmung  des  Erdumfangs,  nach  dem  Grundsatze  der  von  da  an 
durch  Jahrtausende  zur  Ausführung  von  »Gradmessungen*  gedient  hat. 

Wir  wollen  dieses  mit  Benützung  von  Fig.  2.  ausführlichst  darlegen: 

^*8-  2.  Hier  bezeichnen  A  und  A*  zwei  Punkte  der  kugel- 

Breitengradmewung.        förmigen   Erdoberfläche    (etwa   A  =  Alexandrien,   A'  = 

g       Assuan),  welche  von  den  Sonnenstrahlen  5  und  S  getroffen 

/  ^,'''       ^1  werden.  Wegen  der  weiten  Entfernung  der  Sonne  sind  die 

^ -Ai^       ^-'^      von  5'undS'  aus  gehenden  Sonnenstrahlen  als  parallel  zu 

/         /N*,,^''  betrachten. 

/  /v  ^^V  ^°  ^'   ^^^^  ^'®  Sonnenstrahlrichtung  zuföllig  mit 

\         ^  )  der  Vertikalen  oder  der  Richtung  des  Erdhalbmessers  A'  G 

/  zusammen  (Brunnen  in  Assuan)  und  in  A  sollen  die  Son- 

nenstrahlen mit  dem  Erdhalbmesser  den  Winkel  a  machen, 
was  durch  Schattenbeobachtung  bestimmt  werden  kann.  Dann  ist  dieser  Winkel  a  in 
A  auch  gleich  dem  Erdcentriwinkel  ACA',  und  wenn  man  auf  irgend  welchem  Wege 
dazu  noch  den  Meridian-Bogen  AA'  =  b  bestimmt  hat,  so  lässt  sich  daraus  der  Erd- 
umfang bestimmen: 

a 

In  dem  Falle  der  Gradmessung  des  Eratosthenes  war  a  =  ka360**,  und  &= 5000 

50 
Stadien,  also  der 

Erdumfang  =  50  X  5000  =  250  000  Stadien. 

Wie  aus  Fig.  1.  zu  ersehen  ist,  liegen  Alexandrien  und  Syene  nicht  in  einem 
Meridian,  auch  liegt  Syene  nicht  genau  unter  dem  Wendekreis,  wie  von  Eratosthenes 
angenommen  wurde;  indessen  kommen  diese  Nebenumstände  bei  einer  enten  genäherten 
Beantwortung  der  Frage  nach  dem  Erdumfang  nicht  in  Betracht. 

Nimmt  man  1  Stadium  rund  =  185*  an  (vgl.  Karsten,  Allgemeine  Encyclopädie 
der  Physik,  I.  Band  Einleitung  in  die  Physik.  Leipzig  1869.  S.  433,  nebst  Litteratur- 
angaben  S.  441),  so  erhält  man:  Erdumfang  =  46  250  000*  oder: 

Erdquadrant,  nach  Eratosthenes  =  11  562  500  Meter 
also,   da  in  Wirklichkeit  der  Erdquadrant  nahezu   gleich  10  000  000"  ist,   um  16% 
zu  viel. 

In  ähnlicher  Weise  wie  Eratosthenes  machte  Pbsidonius  (von  135—51  v.  Chr.) 
eine  Bestimmung  des  Erdumfangs  mittelst  des  Bogens  Alexandrien-Rhodus  (vgl.  Fig.  1.) 
in  folgender  Weise: 

Der  Stern  Canopus  konnte  in  Rhodus  gerade  noch  im  Horizonte  gesehen  werden, 

während  er  in  Alexandrien  sich  um  .^  des   grössten  Himmelskreises   (=  7*^30')   Über 

4o 

den  Horizont  erhob ;  daraus  lässt  sich  schliessen,  dass  der  Erdumfang  das  48  fache  des 

Erdmeridianbogens  Alexandrien-Rhodus  ist,  und  indem  dieser  Bogen  ebenso  gross  wie 

der  frühere  Alexandrien-Assuan ,  nämlich  =  5000  Stadien  geschätzt  wurde ,  fand  sich 

der  Erdumfang  =  48 mal  5000  Stadien  =  240000  Stadien,   also,   das  Stadium  wieder 

rund  =  185*  gerechnet,  der  Erdumfang  =  44  400  000  Stadien,  oder: 

Erdquadrant,  nach  Posidonius,  =  11  100  000  Meter. 

Um  einen  Überblick  über  die  Genauigkeit  dieser  alten  Messungen,  bzw.  Schätzungen 

zu  erhalten,  stellen  wir  dieselben  mit  den  jetzt  bekannten  Zahlen  J  B  und  b  zusammen : 
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§  1.  Einleitung. 

^  B'  Meridlanbogen  b' 


Breitend   ^ B  Meridianbogen 2» 

Ehodos  36*»  26' 

5*»  14'        580*" 
Alexandrien      31^  12* 

T    7        789*- 
Sjene  24®   5' 

Die  Fehler  925*"  gegen  580*"  und  925*"  gegen  789*"  sind  also  ganz  erheblich. 


7  ®  30'    5000  Stad.  =  925*"  (Posidonius) 
7°  12'    5000  Stad.  =  925*"  (Eratosthenes) 


In  diesem  Zusammenhange  erwähnen  wir  auch  noch  ein  Werk  über  Feld-  und 
Landmessung  aus  dem  Altertum,  nämlich  Heran  (etwa  200  v.  Chr.)  über  das  Diopter 
{itegi  buntQao)  vgl.  .Zeitschr.  f.  Verm.  1876«  S.  120,  1887  S.  553,  S.  674,  1888  S.  282, 
S.  825,  S.  365. 

Nach  diesem  haben  wir  über  eine  im  Mittelalter  ausgeführte  Erdmessung  zu 
berichten,  welche  wir  den  Arabern  verdanken.  Diese  machten  etwa  um  827  nach  Chr. 
eine  Breitengradmessung,  über  welche  der  Niederländer  Snellius  in  seinem  Werke 
^Eratosthenes  Batavus*  S.  107 — 112  nach  Citat  eines  arabischen  Schriftstellers  Abel- 
fedeas  (1322)  etwa  folgendes  berichtet:  Die  Messung  geschah  auf  Befehl  des  Ehalifen 
Almanun  in  der  Ebene  Zinjar  (Sindschar  nordwestlich  von  Bagdad)  unter  der  Breite  36®  20'. 

Das  Ergebnis  war: 

2  170 

1  Meridiangrad  =  56-5-  Meilen  =  -q-  Meilen 

O  ö 

l  Meile  =  4000  Ellen, 
also  der  Meridianquadrant  der  Erde: 

Q  =  90  Grad  =  90  ^  4000  =  20  400  000  Ellen. 

Weiter  soll  sein  1  Elle  =  24  Zoll  und  1  Zoll  =  6  Gerstenkombreiten ;  was  ist 

aber  nun  1  Gerstenkombreite  ?    Snellius  nahm  an :  1  Gerstenkombreite  =  ^ö  ^^^^i^* 

0  313853 
ländische  Fuss,  also  =  -— qq  —  =  0,00352644  Meter,  und  dieses  giebt  1  Meridian- 
grad =  115103  Meter  und: 

Meridianquadrant  =  10  359  Kilometer. 

Statt  dieser  Gerstenkorn-Rechnung  haben  wir  in  jüngster  Zeit  eine  Bestimmung 
der  arabischen  Elle  nach  dem  Nilmesser  von  Kairo  erhalten,  welche  nahe  auf  den 
richtigen  Wert  des  Erdurafsrngs  führt. 

Die  arabische  Elle  mit  ihren  24  Zoll  ist  nämlich  noch  vorhanden  in  Egypten 
an  dem  Nilmesser  (Mikyas)  auf  der  Nilinsel  Rodah  bei  E^ro.  Der  Mikyas  wurde 
im  Jahre  97  der  Hedschrah  (716  nach  Chr.)  auf  Befehl  des  Omayyadischen  Khalifen 
Suleman  (715—717)  erbaut  und  von  dem  Abbasiden-Khalifen  Manun  im  Jahre  199 
der  Hedschrah  (814  n.  Chr.)  repariert.  (Dieser  Manun  scheint  der  AUManun  der 
Gradmessung  zu  sein.) 

Im  Jahre  1874  habe  ich  die  Nilmesser-Säule  bei  Kairo  gesehen  und  eine 
flüchtige  Zeichnung  und  Messung  von  derselben  gemacht,  welche  in  der  ^Zeitschr.  f. 
Verm.  1869*  S.  106—107  mitgeteilt  ist.  Die  arabische  Elle  fand  ich  dabei  etwa 
=  0,52",  also  ist  der  Erdmeridianquadrant  =  0,52x20400000  =  10608000". 

Inzwischen  ist  der  Nilometer  genauer  untersucht  und  gemessen  worden  (auf 
unsere  Anregung)  von  Dr.  Reiss  in  Kairo,  worüber  eine  ausführliche  Mitteilung  in 
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Fl«,  s-  der  „Zeitschr.  f.  Verm.  1889«  S.  439—445  von  Dr.  Reiss 

Ait.ar»bi«cher  Nii-Pegei  bei  Kairo/        ^^^^  ^^^^     ^^^  welcher  wir  auch  die  nebenstehende 

Massstab  1  :  30. 

f.  Fig.  3.  als  Darstellung  der  Nilometer-S&ule  entnehmen. 


ß 


FÖ 


WASSER 


Hiemach  ist  die  Säule  in  ihrem  jetzigen  Zustande 
tii<?)it  mehr  das  ursprüngliche  Bauwerk  selbst,  sondern 
die  8äiile  war  gebrochen  oder  umgestürzt  und  ist  später 
in  an  vollkommener  Weise  wieder  zusammengesetzt 
worden,  denn  die  Säule  zeigt  eine  Knickung  zwischen 
der  8.  und  9.  Elle  und  eine  Abweichung  zwischen  der 
3.  und  4.  Elle.  An  beiden  Stellen  sind  breite  Blei- 
bflnder  um  die  Säule  gelegt. 

Bei  D]  muss  eine  grossere  Zerstörung  stattge- 
funden haben,  so  dass  es  nötig  wurde,  einen  Teil  der 
8.  Elle  abzunehmen. 

Die  einzelnen  Ellen  sind  nicht  genau  gleich,  ihre 
Uiige  schwankt  zwischen  0,525*  und  0,550",  die  ünter- 
Mbteilungen  sind  ganz  ungenau  eingetragen. 

Im  Einzehien  gab  die  Messung  von  Herrn  Beiss 
folgendes: 

1.  Elle =0,525- 

2. =  0,535 

?>.  M.  4.  Elle =  1,085    (0,5425) 

5.  Elle =  0,550 

6.  , =  0,546 

7.  , =  0,5356 

1^      „ =  0>5425 

^umme  8  Ellen ]  =  4,319" 

Mittel  1  Elle =  0,53987- 

Züx  Eontrolle  sind  ausserdem  die  7  oberen  Ellen 
inj   Ganzen  gemessen  worden    und    zwar    einmal  von 
oben  nach  unten  und  dann  von  unten  nach  oben. 
Die  7  ersten  Ellen  von  oben  nach  unten  gemessen =3,785* 
die  7  ersten  Ellen  von  unten  nach  oben  gemessen =3,775 

did  7  ersten  Ellen  im  Mittel =8,780~ 

woraus  eich  die  Länge  der  einzelnen  Elle  zu  0,54"  er- 
giebt,  was  mit  dem  Mittel  aus  den  Einzelmessnngen 
vollständig  stimmt. 

Nehmen  wir  hiernach  1  Elle  =  0,54",  so  wird 
nach  der  arabischen  Gradmessung 
Meridianquadrant  =  0,54  X  20  400  000  =  11 016  000- 

Dieses  ist  um  10%  zu  viel,  was  kein  glänzendes 
Ergebnis  ist.  Wollte  man  den  Erdquadranten  = 
10  000  OÖO-  erhalten,  so  müsste  man  die  Elle  =  0,49- 
setzeth  was  nach  dem  Zustande  des  Kilometers  nicht 
angebt. 
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§  1.  Einleitung.  5 

Trotzdem  schien  es  nicht  uninteressant,  die  vorstehenden  Massbestimmungen 
zu  jener  alten  vielbesprochenen  arabischen  Gradmessung  mitzuteilen. 

Seit  jener  Zeit  geschah  700  Jahre  lang  nichts  mehr. 

Die  erste  Erdmessung  nach  diesem  langen  Zeitabschnitt  verdanken  wir  dem 
französischen  Arzt  Femdf  welcher  im  Jahr  1525  die  Breiten  von  Paris  und  Amiens 
mittelst  eines  Quadranten,  und  die  Entfernung  beider  Orte  mittelst  der  Umdrehungen 
seines  Wagenrades  mass,  und  damit  ein  Ergebnis  erzielte,  welches  zufällig  nahezu 
richtig  ist,  nämlich  nach  Lalande's  Nachrechnung: 

1  Meridiangrad  =  57  070  Toisen  =111232  Meter 
Meridian-Quadrant  =10  011  Kilometer, 
also  der  Fehler  nur  =  -h  0,10/q. 

Eine  neue  Epoche  der  Erdmessung  beginnt  mit  dem  Niederländer  WÜlebrord 
Snellius  (1580—1626). 

Snellius  war,  wie  aus  seinem  Werke  ^Eratosthenes  Batavus,  de  terrae  ambitus 
Vera  quantitate,  a  Willebrordo  Snellio,  Lugduni-Batavorum  1617'  hervorgeht,  ein  nicht 
nur  mathematisch  sehr  verständiger,  sondern  auch  allgemein  sehr  gebildeter  und 
scharfsinniger  Mann.  Die  Erdmessnng  verdankt  ihm  wenn  nicht  die  , Erfindung**,  doch 
die  erste  uns  überlieferte,  auf  etwa  V  in  den  Winkeln  gemessene  und  richtig  trigono- 
metrisch berechnete  Triangulierung,  worüber  bereits  in  unserem  L  Bande,  ,Handb.  d. 
Verm.  4.  Aufl.  1895".  S.  478  berichtet  worden  ist. 

Die  g^nze  Triangulierung  von  Snellius  umfasst  33  Dreiecke,  welche  im  wesent- 
lichen in  der  heute  noch  üblichen  Weise  zu  einer  Breitengradmessung  zwischen  Alk- 
maar und  Bergen  op  Zoom  benutzt  wurden,  wie  folgende  Zahlen  zeigen: 

Punkt  Breiten         Brelten-Uatenchied       Heridlanbogen  (trlang-) 


Alkmaar  52«  40'  30" 


Bergen  op  Zoom  51^29'   0" 


l^irSO"  33  930  Rheinl.  Ruten 


Hiemach  ist  1  Grad  =--—33  930  =  28  473  Ruten. 
71,5 

Nach  diesem  Ergebnis  in  Verbindung  mit  einer  zweiten  ähnlichen  Messung 
nahm  Snellius  den  Meridiangrad  =  28  500  Rheinl.  Buten  an.  Dieses  ist  =  107  7338  Meter, 
und  damit  berechnet  man  auch: 

Meridian-Quadrant  =  9  660  Kilometer. 

Hiemach  hat  die  Snellius'sche  Erdbestimmung  einen  Fehler  von  3,4%.   Snellius 

machte  selbst   Nachmessungen,    aber  erst  sein   Nachfolger  Mussd^enbroek  brachte 

Snellius' Werk  zum  Abschluss;  er  fand  1719  ,secundum  mensuram  ultiroam  Snellii  et 

nostram*  1  Meridiangrad  =29  514  Ruten  oder=  111157  Meter,  also 

Meridianquadrant  =  10  004  Kilometer. 

Inzwischen  waren  auf  Snellius  zwei  durch  die  Art  ihres  VerÜEkhrens  merkwürdige 
Gradmessungen  gefolgt  Im  Jahr  1633  mass  Nortoood  den  Bogen  zwischen  London 
und  York  unmittelbar  mit  der  Kette. 

Grimaldi  und  Ricdoli  bestimmten  1645  in  Italien  durch  gegenseitige  terrestrische 
Zenitdistanzen  einen  Meridiangrad. 

Diese  Messung  terrestrischer  Zenitdistanzen,  welche  auch  Snellius  schon  in 
seinem  Scbluss-Kapitel  erwähnt,   wäre  das  einfachste   und  beste  Mittel  zur  Messung 
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der  Erde,  wenn  die  Strahlenbrechung  nicht  besttlnde,  oder  wenigstens  der  Rechnung 
besser  zugänglich  wäre,  als  es  bis  jetzt  der  Fall  ist 

Indem  wir  nun  den  genauen  Erdmessungen  näher  kommen,  haben  wir  auch 
kurz  zu  erwähnen,  ttelche  Erdfläche  bestimmt  werden  soll :  Als  Erdoberfläche  im  Sinne 
dieser  Messungen  ist  zu  betrachten  die  ruhend  gedachte  Meeresfläche,  nebst  ihrer 
unter  den  Kontinenten  stetig  angenommenen  Fortsetzung. 

Die  wichtigsten  Erdmessungen  des  17.  und  18.  Jahrhunderts  sind  die  franzöai- 
sehen.  Dieselben  wurden  von  der  im  Jahre  1666  gegründeten  Pariser  Akademie  ver- 
anlasst, und  von  Ficard  geleitet.  Der  Zweck  dieser  Messungen  war  ein  zweifacher» 
erstens  die  Herstellung  einer  guten  Karte  von  Frankreich  und  zweitens  die  Bestimmung 
der  Grösse  der  Erde. 

Aus  der  Fortsetzung  der  Picard  sehen  Messungen,  welche  von  Lahire,  Dominique 
Cassini  und  Jaques  Cmsini  geleitet  wurde  (1683—1716  südlich  bis  Collioure, 
nördlich  bis  Dfinkirchen),  schien  zu  folgen,  dass  die  Erde  an  den  Polen  zugespitzt 
sei,  während  Newtons  Theorie  und  Richers  Pendelversuche  das  Gegenteil  behaupteten. 
Entschieden  wurde  die  Frage  durch  die  von  den  Franzosen  im  Jahre  1785  nach  Peru 
und  Lappland  geschickten  Gradmessungs-Expeditionen,  durch  welche  festgestellt  wurde, 
dass  am  Äquator  der  Erdmeridian  stärker  gekrflmmt  ist  als  in  der  Nähe  des  Pols, 
was  mit  der  Newtonschen  Theorie  stimmt. 

Die  Gradroessung  in  Peru,  1735—1741,  ist  beschrieben  in  dem  Werk:  ^Mesure 
des  trois  premiers  degr^s  du  m^ridien  dans  Fhemisphdre  australe,  tir^  des  observations 
de  Mrs.  de  Tacadömie  royale  des  sciences,  envoy^s  par  le  roi  sous  l^quateur,  par  M.  de 
la  Condamine.    Paris  1751.* 

Die  Gradmessung  in  Lappland,  ausgeführt  1736—1737,  ist  beschrieben  von 
Maupertuis:  ,La  figure  de  la  terre.    Paris  1738." 

Es  folgte  1740  eine  Nachmessung  des  französischen  Meridianbogens  durch  Cassini 
de  Thury  (III)  und  Lacaille. 

Folgendes  sind  die  wichtigsten  hierauf  bezüglichen  Zahlenwerte: 

Picards  Messung  des  Bogens  zwischen  Paris  und  Amiens,  welche  1669  begann, 
gab  einen  Breitengrad  =  57  660  Toisen  und  damit : 

Meridianquadrant  =  10  009  081  Meter. 

Die  nordliche  und  südliche  Fortsetzung  gab  folgendes: 

Mittelbreite  1  Herldlangrad 

nördlich  zwischen  Paris  und  Dünkirchen         49^  56'  56  960  Toisen 

,        Paris  und  Amiens  49<»  22'  57  060       , 

südlich  ,        Paris  und  Bourges  47*»  57'  57  098       , 

Hieraus  schien  eine  gegen  die  Pole  zugespitzte  Erdform  zu  folgen. 
Wir  haben  versucht,   hieraus  ein  langgestrecktes  Ellipsoid  zu  berechnen,  das 
also  eine  negative  Abplattung  erhält.    Es  fand  sich: 

Meridianquadrant  =  10  042  650  Meter,  Abplattuug  =  1 :  —  66. 
Die  peruanische  und  die  lappländische  Gradmessung  (letztere  mit  der  späteren 
Verbesserung  und  Erweiterung  durch  Svanberg,  1801 — 1803)  geben  folgendes: 

Mittelbreite  1  Meridiangrad 

Lappland    -^66o20'10"  57 196  Toisen 

Peru  —    l<>3r30"  56  734      „ 
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Hierans  wird  berechnet 

Meridianquadrant  =  10  000 157  Meter,  Abplattung  =  1 :  310,3. 

Von  den  nnn  folgenden  aosserenropäiscben  Qradmessnngen  erwähnen  wir  hier 
besonders  diejenige  von  Mason  und  Dixon  in  Nordamerika,  1764—1768. 

Dieselbe  ist  dadurch  ausgezeichnet,  dass  eine  Gerade  von  434011,64  engl.  Fuss 
(=182  286  Meter)  Länge  unmittelbar  mit  Messlatten  (also  ohne  Triangulierung)  nahezu 
in  der  Meridianrichtnng  gemessen  wurde.  Im  ganzen  wurde  der  Meridianbogen 
zwischen  den  Breiten  39**  56' 19"  und  38*»  27' 34"  bestimmt. 

(Eine  neuere  Mitteilung  hierüber  s.  „Zeitschr.  f.  Verm.«  1888,  S.  33—39.) 

In  die  zweite  Hälfte  des  vorigen  Jahrhunderts  fällt  auch  die  Qradmessung  von 
La  Caille  am  Kap  der  guten  Hoffnung,  Beccarias  Messung  in  Turin,  Liesganigs  Mes- 
sung in  Ungarn,  dann  die  Anfänge  der  englischen  Messungen  in  England  selbst  und 
in  Indien. 

Die  wichtigste  Qradmessung  vom  Schluss  des  vorigen  und  Anfang  dieses  Jahr- 
hunderts ist  jedoch  wieder  eine  französische,  nämlich  die  von  Delamhre  und  Michain 
1792—1808  zur  definitiven  Feststellung  des  Meters  ausgeführte.  Das  hierüber  ver- 
öffentlichte Werk  ist :  Base  du  systöme  mötrique  dreimal,  ou  mesure  du  möridien  com- 
pris  entre  los  paralleles  de  Dunkerque  et  Barcelone,  ex^cutde  en  1792  et  ann^es  sui- 
vantes,  par  M.  M.  M^chain  et  Delambre,  rödigöe  par  M.  Delamhre.  Tome  premier  Paris 
Jan  vier  1806,  tome  socond  Paris  juillet  1807,  tome  troisidrae  Paris  novembre  1810. 

Das  Meter  sollte  möglichst  genau  der  zehnmillionste  Teil  des  Erdquadranten 
sein.  Zur  möglichst  genauen  Ermittlung  desselben  wurde  die  Qradmessung  von  De- 
lambre und  Möchain  1792  unternommen. 

Dieselbe  gab  den  Bogen  zwischen  Dünkirchen  und  Montjouj  =  275  792,36  Mo- 
dules (1  Module  =  2  Toisen)  und  dieser  nahezu  10  **  grosse  Bogen  zwischen  den  Breiten 
51*=»  2' 8,85"  und  41^  21' 44,96"  wurde  als  Grundlage  für  das  metrische  System  ge- 
nommen. Dm  die  Abplattung  zu  erhalten,  wurde  dieser  Bogen  mit  der  peruanischen 
Gradmessung  kombiniert,  woraus  die  Abplattung  1 :  334  erhalten  wurde. 

Nun  wurde  der  Meridianqnadrant  berechnet  =  2  565  370  Modules  =  5  130  740 
Toistm,  und  da  eine  Toise  864  Par.  Linien  hat,  so  ist  hiernach: 

1  Meter  =  5-^^^J-JJ?^^^^    =  443,295  936  Par.  Linien, 

was  auf  443,296  abgerundet  wurde. 

Indem  man  umgekehrt  für  die  Delambre  sehe  Messung  das  Meter  =  443,296 
Par.  Linien  als  Einheit  annimmt,  hat  man: 

Meridianquadrant  =  10  000  000  Meter,  Abplattung  =  1 :  334. 

(Vorstehende  Zahlenangaben  finden  sich  in  dem  Werk:  Base  du  Systeme  mötrique 
III.  Band  S.  433,  S.  619—622.) 

Flg.  4. 

Erdmertdian-  Bestimmung  der  Meridian-Ellipse, 

!^x^  Nachdem  die  Abplattung  der  Erde  entschieden  war,  handelte 

^  CS  sich  nicht  mehr  bloss  wie  früher  um  eine  Unbekannte,  nämlich 

den  Halbmesser  der  Erdkugel,  sondern  um  xwei  Unbekannte,  etwa 

die  beiden  Halbachsen  a  und  h  der  Meridian -Ellipse  (Fig.  4.)  oder 


Digitized  by 


Google 


8  Einleitung.  §  1. 


statt  dessen  um  eine  Halbachse  a  und  dazu  die  Excentricität  e  =  1/  — ^ —  oder  den 

Meridianquadranten  Q  und  die  Abplattung  a  =  -^^-. 

Aus  der  grossen  Halbachse  a  und  der  Abplattung  a  berechnet  man,  wie  wir 
später  entwickeln  werden,  den  Meridianquadranten  Q  nach  der  Formel: 


,,      an  f^       a       a^\ 


Wenn  zwei  Gradmessungen  in  dem  bisher  gültigen  Sinne  vorliegen,  nämlich 
ein  Meridianbogen  und  die  beiden  geographischen  Breiten  der  Endpunkte  fflr  je  eine 
Gradmessung,  so  ist  es  mathematisch  betrachtet  eine  leichte  Aufgabe,  mit  genügender 
Näherung  eine  Ellipse  zu  bestimmen,  welche  diesen  zwei  Gradmessungen  genügt,  und 
wir  werden  später  z.  6.  die  Berechnung  der  oben  angegebenen  Gradmessungen  von 
Lappland  und  Peru  in  wenigen  Gleichungen  entwickeln  können. 

Als  man  aber  im  vorigen  Jahrhundert  anfing,  mehr  als  zwei  Gradmessungen 
zusammen  in  Rechnung  zu  nehmen,  stiess  man  auf  starke  Widersprüche,  welche  sich 
aus  den  unvermeidlichen  Messungsfehlem  kaum  erklären  Hessen  und  bald  den  Ge- 
danken nahe  legten,  dass  die  Erde  nicht  genau  ein  Umdrehungs-Ellipsoid  sei. 

Dennoch  ist  nun  ein  Zeitraum  von  wohl  100  Jahren  (etwa  von  1740 — 1840)  der 
Aufgabe  gewidmet,  eine  solche  Ausgleichung  der  zahlreichen  Gradmessungen  zu  er- 
zielen, dass  die  übrig  bleibenden  Widersprüche  in  den  Messungen  der  geographischen 
Breiten  in  ihrer  Gesamtheit  möglichst  klein  ausfallen. 

Insofern  fällt  die  Geschichte  der  Gradmessungs-Berechnungen  mit  der  Geschichte 
der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  zusammen,  welche  wir  in  unserem  ,1.  Bande 
Handb.  d.  Verm.,  4.  Aufl.  1895  (Einleitung)«  behandelt  haben. 

Die  erste  öffentliche  Mitteilung  über  die  Methode  der  kleinsten  Quadrate,  nämlich 
Legendre's  Abhandlung  ,snr  la  methode  des  moindres  carrds*,  welche  als  Anhang  der 
„Nouvelles  möthodes  pour  la  dötermination  des  orbites  des  comdtes*  im  Jahre  1806 
erschien,  enthält  zugleich  auch  die  erste  Ausgleichung  von  Gradmessungen  nach  dieser 
Methode.  Legendro  nimmt  5  geographische  Breiten  zwischen  Dünkirchen  (51^  2^  10,50") 
undMontjouy  (41^21' 44,80")  mit  den  4  dazwischen  liegenden  französischen  Meridian- 
bögen, und  macht  damit  eine  theoretisch  richtige  Ausgleichung,  welche  jedoch  den 
sehr  grossen  Abplattungswert  1 :  148  und  auch  einen  zu  kleinen  Meridianquadranten 
=  9  997  780  Meter  gab ;  doch  berührt  uns  hier  weniger  das  Erdberechnungs-Ergebnis 
als  das  theoretisch  richtige  dabei  angewendete  Verfahren. 

Die  nächste  Ausgleichung  dieser  Art  machte  Walbeck  im  Jahre  1819,  in  einer 
kleinen  Abhandlang:  „De  forma  et  magnitudine  telluris,  ex  dimensis  arcubus  meridiani, 
definiendis«  (Abo,  1819),  welche  lange  nur  aus  einem  Citate  von  Gauss  in  der  .Be- 
stimmung des  Breitenunterschiedes  zwischen  Göttingen  und  Altona«  1823,  S.  72  und 
S.  82  bekannt  gewesen,  vor  kurzem  in  Helsingfors  1891  neu  gediuckt  und  von  da 
auch  in  der  »Zeitschr.  f.  Verm.  1893«  S.  426—434  abgedruckt  worden  ist. 

Walbeck  hat  die  peruanische,  die  beiden  ostindischen,  die  französische,  englische 
und  die  neuere  lappländische  Gradmessung  der  Rechnung  unterworfen;  indessen  hat 
er  bei  jeder  einzelnen  Gradmessung  nur  den  ganzen  Bogen ,  oder  die  an  den  End- 
punkten  beobachteten  Polhöhen  in  Betracht  gezogen,  ohne  die  Zwischenpunkte  zu 
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berücksichtigen.    Das  Ergebnis  war  Abplattung  =  1 :  802,78  und  mittlerer  Meridian- 
grad =  57  009,76  Toisen,  dieses  giebt: 

Meridianqaadrant  =  10  000  268  Meter        Abplattung  =  1 :  302,78. 

Neun  Jahre  später,  1828,  haben  wir  eine  abermals  verbesserte  und  erweiterte 
Ausgleichung,  welche  Schmidt  in  Gottingen  auf  Gauss'  Veranlassung  machte,  wie  in 
der  ,  Bestimmung  des  Breitenunterschiedes  zwischen  Göttingen  und  Altena'  S.  82— 84 
Ton  Gauss  mitgeteilt  wird.  Schmidt  hat  die  an  den  Zwischenpunkten  beobachteten 
Polhohen  mit  berücksichtigt,  auch  die  hannoversche  Gradmessung  zugezogen,  so  dass 
er  die  peruanische,  erste  und  zweite  ostindische,  französische,  englische,  hannoversche 
und  schwedische  Gradmessung,  mit  zusammen  25  Polhohen  nach  dem  Grundsatze 
ausglich,  dass  die  Quadratsumme  der  übrigbleibenden  Polhohenfehler  ein  Minimum 
wird.  Das  Ergebnis  war:  Abplattung  1 :  (298,39  +  12,5)  und  mittlerer  Meridiangrad 
=  57  010,35  ±5  Toisen,  oder: 

Meridianquadrant  =  10  000  372  Meter        Abplattung  =  1 :  298,39 
±88  ±  12,50 

Der  mittlere  Polhöhenfehler  ist  ±3,18". 

Schmidt  hat  solche  Berechnungen  noch  weiter  fortgesetzt,  und  hievon  Mitteilung 
gemacht  in  dem  »Lehrbuch  der  mathematischen  und  physischen  Geographie  von  Dr. 
J.  C.  Eduard  Schmidt,  Privatdozent  auf  der  Universität  Göttingen.«  Erster  Teil  1829. 
Vorrede  Seite  IV— V.  und  Astr.  Nachr.  7.  Band  (1829)  Nr.  161.  S.  329-382. 

Die  letzte  Bestimmung  Schmidts  ist  vom  Jahr  1880,  und  giebt  (nach  Listing  (3)): 
Meridianquadrant  =  10  000  061  Meter        Abplattung  =  1 :  297,648. 

Der  Engländer  Airy  machte  im  Jahre  1830  eine  Bestimmung  aus  14  Breiten- 
gradmessungen mit  Hinzuziehung  einiger  gemessener  Längengrade.  Die  Ergebnisse 
sind  nach  «Ordnance  trigonometrical  survey  of  Great  Britain  and  Lreland,  London 
1858,  introduction«  Seite  XVI:  a  =  20  923,718  engl.  Fuss  und  b  =  20  853,810  engl. 
Fuss,  woraus  wir  berechnen: 

Meridianquadrant  =  10  001  012  Meter        Abplattung  =  1 :  299,325. 

Wir  kommen  nun  1837—1841  an  die  Besselsche  Ausgleichung  der  Gradmessungen, 
welche  auf  einer  sehr  gründlichen  Prüfung  und  Sichtung  des  bis  dahin  angesammelten 
Gradmessungsstoffes  beruht.    Bessel  benützte  die  folgenden  Messungen: 


Gradmc8«ung 

Mittelbreite 

Amplttude 

Zfthl  der  Polhöhen 

1.  Peruanische 

—  i<»3r 

30   7' 

2 

2.  erste  Ostindische 

12   32 

1    35 

2 

3.  zweite  Ostindische 

16     8 

15   58 

7 

4.  Französische 

44   51 

12   22 

7 

5.  Englische 

52     2 

2    50 

5 

6.  Hannoversche 

52   32 

2     1 

2 

7.  Dänische 

54     8 

1    32 

2 

8.  Preussische 

54   58 

1    30 

3 

9.  Bussische 

56     4 

8     2 

6 

.0.  Schwedische 

66   20 
Summen 

1    37 

2 

50«  34' 

38 
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Die  Einzelheiten  der  Messungen  und  der  Ausgleichung  (Quadratsumme  der  88 
Polhöhen-Verbesserungen)  sind  von  Bessel  mitgeteilt  in  einer  Abhandlung  in  den  astr. 
Nachr.  14.  Band  (1837)  Nr.  883,  S.  333—346.  Es  wurde  jedoch  eine  Neuberechnung 
nötig  wegen  Auffindung  eines  Fehlers  in  der  französischen  Gradmessung,  worüber 
Bessel  im  19.  Bande  der  astr.  Nachr.  (1842)  Nr.  438,  8.  97—116  berichtet.  Die 
Besselschen  End-Ergebnisse  sind  (2.  Dezember  1841): 

Meridianquadrant  =  10  000  855.76  Meter    ,    Abplattung  =  1 :  299,1528 
±498,23  ±4,667 

Diese  Besselschen  Erddimensionen  haben  rasch  allgemeinste  Anerkennung  und 
weiteste  Verbreitung  gefunden ;  sie  sind  namentlich  deswegen  wichtig,  weil  Hilfstafeln 
in  grosser  Zahl  und  Ausdehnung  ffir  praktische  Vermessungen  und  Berechnungen 
darauf  gegründet  sind. 

Mit  diesen  Mitteilungen  über  Berechnungen  sind  wir  der  Geschichte  der  Mess- 
ungen zum  Teil  vorausgeeilt. 

Ausser  den  schon  erwähnten  französischen  Arbeiten  haben  wir  in  diesem  Jahr- 
hundert folgende  Erdmessungen  zu  erwähnen: 

Die  dänische  Gradmessung  unter  Leitung  von  Schununcher  von  1816  an.  Zu 
einem  abgeschlossenen  Werke  gelangte  die  dänische  Gradmessung  in  jüngster  Zeit 
unter  Leitung  von  Andrä  durch  das  Werk:  Den  Danske  Gradmaaling,  1.  Band,  Kopen- 
hagen 1867,  2.  Band  1872,  3.  Band  1878,  4.  Band  1884,  vgl.  hiezu  unseren  I.  Band, 

4.  Aufl.  1895,  S.  487. 

Hieran  schloss  sich  die  hannoversche  Gradmessung  von  Gauss  1821 — 1823,  und 
bald  folgte  die  Gradmessung  in  Ostpreusscn  von  Bessel.  Über  diese  zwei  klassischen 
Werke  haben  wir  ebenfalls  schon   in   unserem  I.  Bande,  4.  Aufl.  1895,  S.  493  und 
.  499  das  Wichtigste  angegeben. 

Die  grösste  Ausdehnung  in  Europa  hat  die  russische  Gradmessung  von  Struve 
und  Tenner,  Der  erste  Teil  hievon  ist  behandelt  in  dem  Werk:  „Beschreibung  der 
von  der  Universität  Dorpat  veranstalteten  Breitengradmessung  in  den  Ostseeprovinzen 
Busslands,  ausgeführt  und  bearbeitet  in  den  Jahren  1821 — 1831  mit  Beihilfe  des 
Kapitän-Lieutenants  B.  W.  v.  Wrangel  und  Anderer,  von  P.  G.  W.  Struve,  Direktor 
der  Dorpater  Sternwarte.  Dorpat  1831  ,■  vgl.  auch  hiezu  unseren  Band  I,  4.  Aufl. 
1895,  S.  486. 

Von  russischer  Seite  sind  hier  auch  die  Arbeiten  des  Generals  v,  Schubert  zu 
erwähnen,  welcher  zuerst  den  Versuch  machte,  die  Erde  durch  ein  dretaxiges  Ellipsoid 
darzustellen,  und  auch  andere  Erdberechnungen  ausführte.  Weiteres  hierüber  giebt 
Listing  (11),  vgl.  das  Litterat ur- Verzeichnis  am  Schlüsse  dieses  Abschnitts  S.  14. 

Die  englischen  Messungen  begannen  im  Jahre  1783  unter  General  Roy,  Wir 
haben  hierüber  das  grosse  Werk:  «Ordnance  trigonometrical  survey  of  Great  Britain 
and  Ireland.  Account  of  the  observations  and  calculations  of  the  principal  triangulation 
and  of  the  figure,  dimensions  and  mean  specific  gravity  of  the  oarth  as  derived  from, 
etc.,  by  Captain  Alexander  Boss  Clarke  under  the  direction  of  Colonel  H.  James, 
Superintendent  of  the  Ordnance  survey.   London  1858,*   (vgl.  Band  I,  4.  Aufl.  1895, 

5.  484-486). 
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Auf  Seite  771  dieses  Werkes  wird  als  Ergebnis  einer  Ausgleichung  von  8  Grad- 
messungen mit  66  Breiten  mitgeteilt: 

a  =  20  926  348  &  =  20  855  233  engl.  Fuss, 

woraus  wir  berechnen: 

Meridianquadrant  =  10  001  983  Meter,        Abplattung  =  l :  294,261. 
Hier  sind  auch  die  britisch-ostindischen  Arbeiten  zu  erwähnen,  1790  begonnen 
Ton  Beuben  Burrow,  fortgesetzt  von  Dalby,  Lambton  Everest  bis  1847,  sowie  die  zweite 
Gradmessung  am  Kap  der  guten  Hoffnung  von  Maclear  1836 — 1848. 

Unter  den  englischen  Erdmessungsarbeiten  sind  namentlich  auch  die  zahlreichen 
Erd-Ellipsoid-Berechnungen  anzuführen ,  welche  Clarke  seit  1856  bis  in  die  neueste 
Zeit  aosgeffihrt  hat.  (Listing  (7) — (10).)  Wir  wollen  hievon  diejenigen  beiden  Be- 
stimmungen hierhersetzen,  welche  in  den  Verhandlungen  der  permanenten  Konferenz 
der  internationalen  Erdroessung  von  1887  angegeben  sind  in  Beilage  I,  Lotabweich- 
ungen, von  Helmert,  S.  5—6,  nämlich  mit  Zufügung  des  Meridianquadranten: 
Clarke  1866    a  =  20  926  062  6  =  20  855  121  engl.  Fuss 

Meridianquadrant  =  10  001  888  Meter,        Abplattung  =  1 :  294,978 

Clarke  1880    a  =  20  926  202  5  =  20  854  895  engl.  Fuss 

Meridianquadrant  =  10  001  871  Meter,        Abplattung  =  1 :  293,466. 

In  diesem  Zusammenhange  haben  wir  auch  die  nordamerikanischen  Messungen 
einzureihen,  deren  erste  Anfänge,  die  Mason-Dlxon sehe  Gradmessung  von  1764,  wir 
schon  oben  erwähnt  haben.  Die  Fortsetzung  der  nordamerikanischen  Messungen  in 
der  Neuzeit  sind  wissenschaftlich  und  praktisch  wichtig  und  interessant.  Das  Haupt- 
werk hierüber  ist: 

«Professional  papers  of  the  corps  of  engineers,  ü.  S.  Army,  Nr.  24.  Report 
upon  the  primary  triangolation  of  the  United  States  Lake  Survej,  by  Lieut.  CoL 
C.  B.  Comstock,  Corps  of  Engineers,  Brevet  Brigadier-General,  ü.  S.  A.,  aidet  by  the 
Assistents  on  the  survey.  Washington:  Government  printing  office.  1882."  (Vgl. 
,Zeitschr.  f.  Verm.«  1888,  S.  203—207  und  S.  385-395). 

Lotabweiehungen,  Cfeoid, 

Schon  die  ersten  Berechner  des  Erdellipsoids  hatten  erkannt,  dass  die  Wider- 
sprüche bei  solchen  Berechnungen  und  Ausgleichungen  nicht  durch  Messungsfehler 
allein  erklärt  werden  können,  dass  vielmehr  die  ideale  Erdfläche  überhaupt  nicht  genau 
die  Form  eines  Umdrehungs-Ellipsoides  hat.  Trotzdem  wurden  die  Berechnungen  lange 
in  der  Form  fortgeführt,  als  ob  es  sich  nur  um  unregelmässige  Messungsfehler  handelte. 
Insofern  jedoch  die  Widersprüche  der  Berechnungen  nicht  den  Messungen,  sondern 
den  Abweichungen  der  Erdform  von  dem  Ellipsoid  zuzuschreiben  sind,  nannte  man 
diese  Widersprüche  »Lotabweichungen*. 

Die  erste  EHarlegung  der  hiebei  vorkommenden  geodätisch-physikalischen  Be- 
griffe hat  Listing  gegeben  in  der  kleinen  Abhandlung :  „Über  unsere  jetzige  Kenntnis 
der  Gestalt  und  Grosse  der  Erde'  in  den  Nachrichten  von  der  K.  Ges.  d.  Wiss.  und 
der  G.  A.  Universität  zu  Göttingen,  5.  Febr.  1873.  Nr.  8.  S.  33-98.  (S.  41  Ein- 
führung des  ^Gedds*.) 

Man  hat  hiemach  drei  verschiedene  Flächen  zu  unterscheiden: 

1)  Die  Begrenzungsfläche  zwischen  den  starren  und  tropfbarflüssigen  Teilen  der 
Erde  einerseits  und  der  Atmosphäre  andererseits,   d.  h.  die  physische  Erdoberfläche. 
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2)  Die  Oberfläche  des  gesamten  Meeres  in  seinem  Gleichgewichtszustand,  also 
abgesehen  von  Flut  und  Ebbe  und  Wellenschlag;  unter  den  Kontinenten  denkt  man 
sich  diese  Fläche  erweitert  durch  ein  Netz  von  Kanälen,  welche  unter  sich  und  mit 
dem  freien  Meer  in  Verbindung  stehen.  Diese  Fläche,  welche,  dem  hydrostatischen 
Gesetz  der  ruhenden  Flüssigkeit  entsprechend,  alle  Lotlinien  (Richtung  der  Schwer- 
kraft) rechtwinklig  durchschneidet,  heisst  nach  Listing  das  Geoid. 

3)  Da  die  Abweichungen  des  Geoids  yon  einem  Umdrehungsellipsoid  im  Ver- 
gleich mit  den  Erddimensionen  selbst  klein  sind,  z.  B.  in  Deutschland  nach  den 
neuesten  Bestimmungen  von  Helmert  (1888)  nur  etwa  5 — 10  Meter,  kann  man  auf 
die  Bestimmung  eines  idealen  Erdellipsoids  ausgehen,  dessen  Umdrehungsaxe  mit  der 
wirklichen  Erdaxe  zusammenfällt,  dessen  Lage  im  übrigen  jedoch  verschieden  definiert 
werden  kann.    Listing  setzt  hiefür  fest: 

erstens,  es  soU  das  Ellipsoid  mit  dem  Geoid  gleiches  Volumen  haben, 
zweitens,  es  soll  die  Summe  der  Beträge  von  Erhöhungen  und  Vertiefungen 
zwischen  dem  Geoid  und  dem  Ellipsoid  ein  Minimum  sein. 
Hiemach  berechnet  Listing  ein  „typisches  Ellipsoid*'  mit  folgenden  Dimensionen 
(Listing  (20)): 

a  =  6  877  365*        6  =  6  355  298« 
Meridianquadrant  Q  =  10  000  218'"        Abplattung  =  1 :  289,00 

3 

Mittlerer  Halbmesser  jB  =  V««2>  =  6  370  000". 

PendeWeohachtungen, 
Wie  schon  im  vorigen  Jahrhundert  das  Pendel  Richers  zur  ersten  Aufklärung 
über  die  Abplattung  beigetragen  hatte,  so  sind  heute  noch  die  Pendelbeobachtungen 
ein  wichtiges  Hilfsmittel  der  Erdmessung. 

Eine  Bestimmung  der  Abplattung  der  Erde  aus  Pendelbeobachtungen  hat  Helmert 
ausgeführt  in  dem  Werke:  „Die  mathem.  und  phys.  Theorien  der  höheren  Geodäsie, 
11.  Band,  Leipzig  1884".  Auf  S.  215—241  dieses  Werkes  wird  aus  einer  Reduktion 
und  Ausgleichung  von  122  Pendellängen  die  Abplattung  der  Erde  abgeleitet: 

a-b  _  1 

a  "299,26  ±1,26 
Im  Anschluss  hieran  mOge  auch  die  Annahme  von  Helmert  für  ein  Referenz- 
EUipsoid  zu  Lotabweichungs-Berechnungen  hier  hergesetzt  werden,  nämlich  nach  den 
„Verhandlungen  der  Konferenz  der  perm.  Kommiss.  d.  Internat.  Erdm.  von  1887, 
Berlin  1888,  Beilage  I  Lotabweichungen"  S.  7,  ein  Ellipsoid,  dessen  lineare  Dimen- 
sionen (nach  verschiedenen  Erwägungen)  unter  Festhaltung  des  Bessel  sehen  (ge- 
näherten) Abplattungswertes  aus  der  französisch -englisch -russischen  Breitengradmess- 
ung hervorgehen: 

a  =  6  378  153-        ft  =  6  356  832« 
Meridianquadrant  =  10  002  041        Abplattung  =  1 :  299,149. 

Internationale  Erdmessung, 
Der  Mitarbeiter  Bessels  an  der  Gradmessung  in  Ostpreussen,  Baeyer,  hat  das 
grosse  Verdienst  der  Begründung  der  internationalen  Erdmessung.    (J,  J.  Baeyer, 
geb.  1794,  gest  1885,  vgl.  ,Zeitschr.  f.  Venu.  1885,  S.  369—372,  und  Vierteljahrsschr, 
d.  astr.  Ges.  1886,  S.  2—13«). 
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Im  Jahre  1862  veröffentlichte  General  Baeyer  den  ersten  , General-Bericht  über 
den  Stand  der  mitteleorop&ischen  Gradmessung*  mit  Teilnahme  von  15  Staaten. 

Im  Herbst  1864  fand  die  »erste  allgemeine  Konferenz  der  Bevollmächtigten  zur 
mitteleuropäischen  Gradmessung*^  in  Berlin  statt,  dabei  wurde  als  erstes  Organ  der 
Vereinigung  eine  »permanente  Kommission"  bestellt,  welche  von  da  an  jährlich  einmal 
tagte,  während  die  allgemeine  Konferenz  nur  von  3  zu  8  Jahren  zusammentritt. 

In  demselben  Jahre  1864  erfolgte  auch  die  Schaffung  des  Centralbureaus  der 
mitteleuropäischen  Gradmessung. 

Auf  der  allgemeinen  Konferenz  von  1867  wurde  die  »mitteleuropäische  Grad- 
messung* zur  »europäischen  Gradmessung*  erweitert. 

Am  10.  September  1885  starb  General  Baeyer ;  sein  Nachfolger  wurde  Professor 
Helmert. 

Im  folgenden  Jahre  1886  fand  die  VIJI.  allgemeine  Konferenz  in  Berlin  statt, 
wobei  die  »europäische  Gradmessung*  zur  »internationalen  Erdmessung*  erweitert,  und 
die  Vereinigung  im  ganzen  reorganisiert  wurde.  Eine  abermalige  Neuberatung  und 
Organisation  der  internationalen  Erdmessung  erfolgte  auf  der  XI.  allgemeinen  Kon- 
ferenz in  Berlin,  1895.    (»Zeitschr.  f.  Verm.  1895,*  S.  569—586  und  625—630.) 

Die  Geschichte  der  internationalen  Erdmessung  ist  im  wesentlichen  enthalten 
in  den  seit  1863  nahezu  jährlich  erschienenen  »Generalberichten*  und  »Verhandlungen 
der  allgemeinen  Konferenzen*  u.  s.  w.  der  Gradroessung  bzw.  Erdmessung. 


Verschiedene  Ergehnisse  der  Erdmessung  und  Erdbcrechnnng, 

Jalir  Bezeichnung  Meridian-  Abplattung 

Quadrant 
Meter 

1617  Snelüus 9  660  000  l:oo 

1719  Musschenbroek 10  004  000  l:oo 

1720  Cassini 10  044  000  l:(-66) 

1740—1803    Peruanische  und  verbesserte  Lapplän- 
dische Gradmessung 10  000  157  1 :  310 

1792-1806    Delambre,   Annahme   für  das   Meter- 

mass 10  000  000  1:334 

1819  Walbeck 10  000  266  1:802,76 

1830  Schmidt 10  000  061  1:297,648 

1830  Airy 10  001012  1:299,325 

1841  Bessel 10  000  856  1:299,153 

1866  Clarke 10  001888  1:294,978 

1872  Listing  (typisches  Ellipsoid) .    .    .    .  10  000  218  1:289,000 

1880  Clarke 10  001871  1:293,466 

1884  Helmert  (Pendel-Beobachtungen)    .    .  .    .  1 :  299,26 

1887  Helmert  (Referenz- EUipsoid) .    .    .    .  10  002041  1:299,15 
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Litteratur  zur  Geschichte  der  Erdmessungen. 

1617.  Sndlius.  Eratosthenes  Batavas,  de  terrae  ambltua  vera  quantitate,  u.  b.  w.  Lugdunl  Bata- 
vorum,  1617  (L  Teil  Altertnm,  Eratostheues,  Posidoniua  u.  8.  w.,  II.  Teil  niederländische 
Triangnlierung). 

1729.  MuMcJtenbroek.  Diasertatio  de  magnitudine  terrae,  als  Teil  (S.  357—420)  des  allgemeinen 
Werkes :  Petrl  van  Huaschenbroek  physlcae  experlmentales  et  geometrieae  n.  a.  w.  Lugdunl 
Batavorum  1729. 

1806.  Delambre.    Base  du  Systeme  m^trlque  I.  Discours  pr^llminalre. 

1827.  GehUrs  physikalisches  Wörterbuch,  dritter  Band,  Erds,  S.  825—940. 

1829.  Schmidt.    Lehrbuch  der  matb.  und  physischen  Geographie.    Oöttingen  1829. 

1849.  Enck$.    Ober  die  Dimensionen  des  Erdkörpers.    Berl.  Astr.  Jahrb.  für  1852,  8.  818  u.  ff. 

1860.  Po9ch.    Geschichte  und  System  der  Breitengradmessungen.    Freysing  1860. 

1861.  Bagyer.  Über  die  Grösse  und  Figur  der  Erde.  Eine  Denkschrift  zur  Begründung  einer  mit* 
teleuropäischen  Gradmessung.    Berlin  1861. 

1868.  Fischer.    Untersuchungen  über  die  Gestalt  der  Erde.    Darmstadt  1868. 

1869.  Wolf.  Handbuch  der  Mathematik.  Physik,  Geodäsie  und  Astronomie.  Zürich  1869.  2.  Band 
S.  125—146.    (Lltteraturausgaben.) 

1878.  Mädhr.  Geschichte  der  Himmelskunde.  Braunschweig  1872,  I.  Band,  S.  89,  S.  142  und  ff. 
(Litteraturangaben.) 

1878.  Listing.  Über  unsere  jetzige  Kenntnis  der  Gestalt  und  Grösse  der  Erde.  Nachrichten  von 
der  K.  Gesellschaft  der  Wissenschaften  und  der  Georg- Augusts- Cniversitit  ans  dem  Jahr 
1873.    Göttingen  1873,  S.  88-98. 

1878.  Listing.  Neue  geometrische  und  dynamische  Konstanten  des  Erdkörpers.  Ans  den  Nach- 
richten der  K.  Ges.  der  Wiss.    Göttingen  1878. 

1880.  Clarke.  Geodesy  by  Colonel  A.  B.  Clarke,  C.  B.  royal  engineers ;  F.  B.  8. :  u.  s.  w.  Oxford 
at  tbe  Clarendon  press.  1880. 

1880—1884.  Helmtrt.  Die  mathematischen  und  physikalischen  Theorien  der  höheren  Geodäsie.  Ein- 
leitung und  I.  Teil,  die  mathematischen  Theorien.  Leipzig  1880.  II.  Teil,  die  physikalischen 
Theorien.    Leipzig  1884. 

1885—1888.  Westphal.  Basisapparate  und  Basismessnngen  (mit  Angaben  über  die  älteren  Grad- 
messungen).   Zeitschrift  für  Instrumentenkunde,  1885  und  1SS8. 
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Kapitel  I. 

Triangulierung  erster  Ordnung. 

§  2.    Aufsuchung  und  Auswahl  der  Dreieckspnnkte. 

In  dem  zu  yermessenden  Gebiete  werden  solche  hervorragende  Punkte  aufge- 
sucht, zwischen  welchen  zusammengesehen  werden  kann,  auf  welchen  feste  Beobacht- 
nngsplätze  eingerichtet  werden  können,  und  welche  günstige  Dreiecksverbindungen 
geben.  Die  Entfernungen  solcher  Punkte  nimmt  man  etwa  20*^  bis  50*»,  nötigenfalls 
auch  noch  erheblich  grösser. 

Zur  Aufsuchung  von  Triangulierungs-Punkten  muss  man  das  Land  bereisen, 
namentlich  alle  hoch  gelegenen  Punkte,  hohe  Berge,  Eirchtfirme  u.  s.  w.  besteigen  und 
jedenfalls  alles  was  man  sieht,  durch  flüchtige  Winkelmessung,  oder  auch  nur  durch 
Eompasspeilung,  vorläufig  bestimmen. 

In  früheren  Zeiten  mass  man  wohl  auch  sofort  endgültige  Winkel ;  so  berichtete 
2.  B.  Bohnenher ger  über  seine  erste  Triangulierung  von  Württemberg,  von  1797 :  »Eine 
vorläufige  Bereisung  des  Landes  wurde  nicht  vorgenommen,  um  die  schicklichsten 
Punkte  zu  den  Hauptdreiecken  aufzusuchen,  daher  wurden  an  jedem  Standpunkte  alle 
Winkel  zwischen  Punkten  genommen,  von  denen  man  eine  zur  Fortsetzung  der  Arbeit 
günstige  Lage  erwarten  konnte.  Erst  am  Ende  der  Reise  war  ich  im  stände,  die 
Hauptdreiecke  heraus  zu  suchen,  deren  Winkel  nachher  bei  der  Kleinaufnahme  nach- 
gemessen und  durch  Vervielfältigung  genauer  bestimmt  wurden." 

Dieses  Verfahren  ist  heute  nicht  mehr  am  Platz  aus  zahlreichen  Gründen :  Zu- 
nächst ist  im  allgemeinen  zu  bemerken,  dass  Württemberg  ein  Hügelland  ist,  in 
welchem  das  Aufsuchen  der  Punkte  am  leichtesten  ist,  dann  sind  aber  seit  1797  die 
Ansprüche  an  die  Genauigkeit  und  an  die  günstige  Form  der  Dreiecke  so  sehr  ge- 
stiegen, dass  das,  was  damals  Bohnenberger  als  endgültige  Triangulierung  lieferte, 
lieute  kaum  als  erschöpfende  Rekognoszierung  gelten  würde  (ohne  dass  damit  Bohnen- 
bergers  Arbeit  von  1797  in  ihrer  damaligen  Bedeutung  beeinträchtigt  würde). 

Was  günstige  Dreiecksverbindungen  sind,  die  man  aufsuchen  soll,  das  lässt  sich 
allgemein  schwer  sagen,  zumal  die  Anschauungen  hierüber  verschieden  sind ;  jedenfalls 
ist  ein  Netz  von  nahezu  gleichseitigen  Dreiecken  gut. 

Indem  weitere  Betrachtungen  hierüber  auf  später  verschoben  werden,  bringen 
wir  hier  einen  Auszug  einer  sehr  wertvollen  Abhandlung,  welche  im  Jahre  1887 
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für  die  „Zeitschrift  fQr  Yermessungswesen*'  von  einem  sehr  erfahrenen  Beamten  der 
Landesaufnahme  geschrieben  wnrde,  und  deren  Abdruck  vom  Verfasser  der  Abhandlung 
uns  besonders  gestattet  wurde. 

Technlsoher  Betrieb  der  Feldarbeiten  der  TriangnUtion  erster  Ordnung  bei  der  trigono- 
metrischen Abteilung  der  preuMischen  Landesanfbahme ,  von  Vermeseungtdirigent  Er  funk.  ,Zeit- 
■chrift  für  VermeMungsweten"  1887,  8.  877—883  and  8.  421— i87. 


7.    Die  Erkundung  im  allgemeinen. 

Schon  vor  der  Bereisung  des  Gebietes,  auf  welchem  eine  Triangulierung  vor- 
bereitet werden  soll,  sind  gewisse  Vorarbeiten  zu  machen,  welche  gewohnlich  in  dem 
der  Feld-Rekognoszierung  vorhergehenden  Winter  ausgeföhrt  werden.  Diese  Vorarbeiten 
sind  im  wesentlichen  folgende: 

1)  ICartenstudien. 

Hier  kommt  hauptsächlich  die  topographische  Spezialkarte  von  Mittel-Europa 
im  Massstabe  1:200  000  (früher  Beymannsche  Karte  genannt)  in  Betracht.  Xu  diese 
werden  alle  Punkte  und  Seiten  der  bereits  fertigen  Triangulierung,  an  welche  ange- 
schlossen werden  muss,  eingetragen.  Nur  für  die  Erkundung  von  Grundlinien  und 
BasisvergrOsserungsnetzen  können  Karten  in  grosserem  Massstabe  nötig  werden. 
Sehr  wichtig  sind  IIöheniMen  der  Karte,  sind  solche  nicht  genügend  vorhanden,  so 
wird  es  sich  empfehlen,  nach  weiteren  Hilfsmitteln,  nach  Spezialkarten,  geographischen 
Handbüchern  und  ähnlichen  Publikationen  die  Hohenangaben  der  Karte  möglichst  zu 
vervollständigen. 

2)  Sttulium  der  Vorgänge. 

Fast  immer  handelt  es  sich  um  Gebiete»  welche  in  früherer  Zeit  schon  mehr- 
fach als  Operationsfeld  für  grossere  Triangulationen  gedient  haben.  Die  Landesauf 
nähme  ist  in  der  bevorzugten  Lage,  von  diesen  Vermessungen  zum  grOssten  Teil  noch 
die  Originalakten,  Protokolle,  Tagebücher,  Rechnungen  und  eine  grosse  Zahl  von 
Skizzen  und  Übersichtsblättem  der  verschiedensten  Dreiecks-Konfigurationen  zu  be- 
sitzen. Dieses  ganze  ältere  Material  wird,  so  weit  es  für  das  Arbeitsgebiet  in  Betracht 
kommt,  gründlich  durchforscht,  alles,  was  wertvoll  oder  von  Interesse  erscheint,  heraus- 
gezogen und  einem  besonderen  Tagebuche  einverleibt. 

Auf  Grund  dieser  Studien  und  mit  ihnen  fortschreitend,  werden  sich  ganz  von 
selbst  Projekte  über  vorhandene  und  wünschenswerte  Dreiecks-Konfigurationen  bilden, 
welche  in  vorläufigen  Übcrsichtsdarstellungen  zum  Ausdruck  gebracht,  und  deren  Punkte, 
soweit  sie  älteren  Triangulationen  angehören,  durch  vorläufige  rohe  Rechnungen  be- 
stimmt werden.  Dies  geschieht  in  dem  bei  der  trigonometrischen  Abteilung  eingeführten 
ebenen  rechtwinkligen  Coordinatensystem,  und  —  da  es  hierbei  auf  einige  Meter  nichir 
ankommt  —  mit  4-  oder  5  stelligen  Logarithmen. 

Die  Abscissenaxe  dieses  Systems  ist  der  81.  Längengrad,  und  die  Coordinaten 
werden  in  diesem  System  einheitlich  in  ganz  Preussen  gezählt. 

Alle  Rechnungsergebnisse  werden  in  übersichtlicher  Form,  nötigenfalls  durch 
Haudrisse  erläutert,  in  das  Tagebuch  eingetragen.  Dieses  Buch  nimmt  femer  Notizen 
auf  über  Kommunikationen ,  Quartier- Verhältnisse ,  Beschaffung  von  Fuhrwerk ,  Bau- 
holz u.  s.  w. 
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3)  Ausrüstung  zu  den  Feldarbeiten, 

Jedes  Mitglied  der  trigonometrischen  Abteilung,  welches  während  des  Sommers 
mit  Feldarbeiten  betraut  wird,  erhält  die  nötige  Zahl  von  ^Offenen  Ordres*.  Es  sind 
dies  EollektiT-Erlasse  der  beteiligten  Ministerien  an  die  LandesbehOrden,  ausgestellt 
fftr  den  Chef  der  trigonometrischen  Abteilung  bzw.  die  diesem  unterstellten  Offiziere 
und  Beamten,  wodurch  dieselben  legitimiert  werden  und  ihnen  vorkommenden  Falles 
die  Unterstützung  der  Behörden  gesichert  wird. 

Zur  weiteren  Ausrüstung  des  Dirigenten  geboren: 

ein  kleines  Üniversal-Instrument  von  1,5*»  Gewicht,*) 
ein  kleiner  Messtisch  mit  Stativ  und  Dosenlibelle, 
ein  grosses  Handfernrohr, 
ein  Aneroidbarometer, 

Massstäbe,  Bandmass,  ein  Lot,  Transporteur;  — 

femer  das  gesammelte  Material  an  Karten,  Büchern  und  Manuskripten, 
Schreibmaterial,  Formulare  und  Vorschriften. 
Die  zur  Sektion  gehörigen  Trigonometer  sind  im  wesentlichen  ebenso  ausge- 
rüstet, führen  aber  ein  erheblich  grosseres  Winkelmess-Instrument  mit  sich. 
Ausserdem  treten  noch  hinzu: 
ein  bis  zwei  kleinere  Femrohre, 
einige  Heliotrope, 

ein  Stativ  zur  Aufstellung  des  Üniversal-Instruments, 
ferner  Werkzeuge  und  Gerätschaften,  welche  für  den  Signalbau  erforderlich 
sind,  dazu   geboren  Werkzeuge   des  Zimmermanns  und  des  Tischlers, 
Seil-  und  Tauwerk,  Flaschenzüge  u.  s.  w. 
Näheres  darüber  wird  sich  beim  Signalbau  (§  3.)  ergeben. 

IL  Die  Arbeiten  im  Felde  behufs  Auswahl  der  Punkte,  oder  die  eigentliche 

Erkundung, 

Der  Zweck  der  Erkundung  besteht  darin,  die  Konfiguration  einer  neuen  Drei- 
eckskette oder  eines  neuen  Dreiecksnetzes  festzustellen  und  anzugeben,  welche  bau- 
lichen Einrichtungen  auf  jedem  Punkte  getroffen  werden  müssen,  um  die  Konfiguration 
zu  ermöglichen.  So  einfach  diese  Angabe  klingt,  so  schwierig  ist  sie.  Sie  verlangt 
besondere  körperliche  und  geistige  Eigenschaften  des  Erkundenden  und  bürdet 
ihm  zugleich  eine  erhebliche  persönliche  Verantwortlichkeit  auf,  da  sich  Vorschriften, 
wie  die  Arbeit  auszuführen  ist,  allgemein  gar  nicht  geben  lassen.  Es  ist  zunächst 
alles  seiner  Initiative  und  seinem  Ermessen  anheimgegeben. 

Als  Gmndsatz  ist  festzuhalten,  dass  die  Erkundung  eine  in  sich  selbständige 
Arbeit  ist,  welche  die  Grundlage  für  die  ganze  spätere  Triangulation  bildet,  dass 
Fehler  und  Unterlassungssünden,  welche  etwa  hierbei  vorkommen,  später  gar  nicht 
mehr  gut  zu  machen  sind. 


*)  Nach  unserer  Ansicht  können  noch  mit  Vorteil  gebraucht  werden:  Ein 
Kompass  zum  Aufsetzen  auf  das  kleine  Üniversal-Instrument,  jedenfalls  ein  Taschen- 
Kompass ;  femer  ein  Spiegel  Sextant  oder  kleiner  Reflexionskreis  zum  Winkelmessen 
auf  hohen  Türmen,  auf  Umschaugerüsten  u.  s.  w.,  überall,  wo  kein  fester  Instrumenten- 
stand zu  gewinnen  ist.  Das  Messen  mit  dem  Sextanten  in  freier  Hand  muss  aber 
wohl  geübt  sein,  vgl.  Jordan,  Grandzüge  der  astr.  Zeit-  und  Orts-Bestimmung,  1885,  §  40. 

Jordan,  HftDdb.  d.  VermessuDgsknnde.    4.  Aufl.    III.  Bd.  2 
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In  Bezug  auf  dieses  Thema  sei  hierbei  auf  die  verdienstvolle  Arbeit  von  Gaede, 
, Beiträge  zur  Kenntnis  von  Gauss'  praktisch-geodätischen  Arbeiten' ,  «Zeitschrift  fOr 
Vermessungswesen*,  Jahrgang  1885,  S.  136  u.  ff.  verwiesen. 

Die  Erkundung  eines  Dreieckssystems,  sei  es  nun  Kette  oder  Netz,  muss  als 
eine  einheitliche  Arbeit  für  das  ganze  System  aufgefasst  werden.  Sie  darf  nicht  eher 
abgeschlossen  werden,  als  bis  das  ganze  Arbeitsfeld  gründlich  durchforscht  ist,  und 
bis  alle  möglichen  brauchbaren  Konfigurationen  festgestellt  sind.  Bei  einer  Kette^ 
fQr  welche  an  beiden  Enden  feste  Anschlussseiten  gegeben  sind,  ist  man  nach  der 
Mitte  zu  unabhängiger,  hat  grosseren  Spielraum;  doch  ist  nicht  zu  vergessen,  dass 
jeder  dieser  Punkte  bei  späteren  Arbeiten  wiederum  Auschlusspunkt  für  eine  andere 
Kette  oder  für  ein  Netz  werden  kann. 

Schwieriger  ist  die  Erkundung  eines  Nettes,  für  welches  rundum  ein  ganzes 
Polygon  von  festen  Anschlussseiten  gegeben  ist.  Man  kann  von  fast  keinem  Punkte, 
wenn  er  zunächst  auch  noch  so  brauchbar  erscheint,  von  vornherein  sagen,  dass  er 
wirklich  endgültig  brauchbar  ist.  Selbstverständlich  giebt  es  einzelne  Punkte,  die 
vermöge  ihrer  dominierenden  Lage  gar  nicht  zu  umgehen  sind,  wie  z.  B.  den  Brocken, 
Inselsberg,  Feldberg  im  Taunus,  Melibokus  u.  s.  w.  Solche  Punkte  sind  aber  Ausnahmen. 

Die  Erkundung  wird  für  gewöhnlich  auf  den  gegebenen  Anschlusspunkten  be- 
ginnen, ferner  diejenigen  Punkte  umfassen,  welche  man  durch  die  Vorstudien  als 
frühere  Punkte  kennen  gelernt  hat,  und  endlich  auf  alle  Punkte  sich  erstrecken,  welche 
während  der  Arbeiten  im  Felde  sich  sonst  noch  als  vielleicht  geeignet  herausstellen. 
Die  Erkundung  ist  eine  sehr  mühsame,  zeitraubende  und  aufregende  Arbeit,  welche 
an  die  körperliche  und  geistige  Ausdauer  hohe  Anforderungen  stellt. 

Die  angeführten  Schwierigkeiten  beziehen  sich  zunächst  nur  auf  Norddeutsch- 
land. In  südlicheren  Ländern  von  günstigerer  Bodengestaltung,  mit  geringerer  Be- 
waldung und  klarerer  Luft  (z.  B.  Süddeutschland,  Frankreich,  Spanien,  Italien)  werden 
sie  kaum,  oder  doch  nicht  in  dem  Masse  vorhanden  sein. 

Die  Erkundung  auf  einem  Punkte  gestaltet  sich  folge ndermassen :  Bevor  man 
sich  auf  ihn  begiebt,  empfiehlt  es  sich,  alles,  was  man  über  ihn  schon  festgestellt 
hat,  nochmals  zu  rekapitulieren  und  etwa  fehlende  rechnerische  Vorarbeiten  zu  er- 
gänzen. Auf  ihm  angekommen,  hat  man  den  ganzen  Horizont  gründlich  zu  durchforschen. 
Zu  dem  Ende  stellt  man  den  Messtisch  und  darauf  das  kleine  Universal-Instrument 
auf  und  lässt  den  ganzen  Umkreis  langsam  durch  das  Fernrohr  wandern.  Alle  her- 
vorragenden Punkte  stellt  man  ein,  liest  die  Winkel  ab  und  schreibt  sie  auf.  Hierzu 
gehören  trigonometrische  Signale,  Türme,  Windmühlen,  femer  hervorragende  Berg- 
kuppen, markierte  Baumgruppen,  Punkte,  wo  etwa  näherer  Horizont  aufhört  und 
fernerer  anfängt,  die  Grenzen  von  Gebirgszügen,  Wäldern  u.  dorgl.  Dabei  dient  das 
Instrument  zur  Messung  der  Winkel,  dagegen  zur  näheren  Untersuchung  der  Objekte 
das  stärkere  Handfemrohr.  Die  Entfernungen  werden  geschätzt.  Die  Resultate  mit 
erläuternden  Bemerkungen  werden  graphisch  in  einer  Skizze  auf  starkem  Zeichenpapier 
zur  Darstellung  gebracht.  Solche  Skizze  nennt  man  bei  der  Abteilung  y^Spinne*,  Im 
Quartier  findet  die  Verarbeitung,  Sichtung  und  ordnungsmässige  Eintragung  des  ge- 
wonnenen Materials  unter  Zuhilfenahme  von  Karte,  Zirkel  und  Transporteur  statt. 
Dies  muss  stets  sofort  erfolgen,  damit  weitere  Entschlüsse  gefasst  und  Vorbereitungen 
für  den  folgenden  Tag  getroffen  werden  können. 

Es  wird  häufig  der  Fall  eintreten,  dass  man  auf  dem  in  Aussicht  genommenen 
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Punkte  zu  ebener  Erde  keinen  Rundblick  bat,  wenn  an  der  betreffenden  Stelle  Wald 
Torhanden  ist,  oder  wenn  die  Gegend  in  hober  Kultur  steht  und  anderweite  Hinder- 
nisse bietet,  Gehöfte,  Gärten  u.  s.  w.  Dann  muss  man  zunächst  einen  möglichst  hohen 
Standpunkt  zu  gewinnen  suchen,  indem  man  B&ume  erklettert,  Windmühlen,  Türme 
besteigt.  In  Ermanglung  Yon  solchen  kann  man  sich  mitunter  dadurch  helfen,  dass 
man  eine  Leiter,  wie  man  sie  in  jedem  Dorfe  findet,  senkrecht  aufrichten  lässt  (Fig.  1.). 

Pig.  1. 
VorUuflge  Anfstellnng  von  Leitern. 


Den  nötigen  Halt  giebt  man  ihr  dadurch,  dass  man  sie  mit  dem  unteren  Ende  in  die 
Erde  gräbt  und  das  obere  durch  Seile  halten  lässt ;  eine  zweite  und  dritte  Leiter  kann 
daran  in  die  Hohe  geschoben  und  ähnlich  festgestellt  werden.  Man  kommt  auf  diese 
Weise  leicht  10 — 15"  hoch.  Es  ist  dies  jedoch  alles  nur  eine  vorläufige  Massregel, 
welche  die  Auswahl  des  zweckmässigsten  Platzes  erleichtem  soll 

Zur  Ausführung  der  wirklichen  Erkundung,  also  zur  Feststellung,  ob  die 
gewünschten  Richtungen  vorhanden,  und  in  welcher  Hohe  sie  zu  haben  sind,  wird 
dann  die  Errichtung  eines  Ütnsehau-Gerüstes  (Fig.  2.  S.  20)  notwendig.  Man  wird 
das  Gerüst  immer  einige  Meter  hoher  bauen  lassen,  als  man  voraussichtlich  ge- 
brauchen wird. 
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^*«-  2-  Ein    solches    Umschau-Gerüst    ist 

üm8ch.n.Gerü8t  j^.^j^^  .^  ^.^  ^^^^  getrieben.    Vier  Stän- 

der,  welche  bei  grösserer  Höhe  aus  star- 
ken Stangen  zusammengesetzt  werden, 
geben  das  Gerippe  und  werden  durch 
mehrere  horizontale  Kränze  zusammenge- 
halten. Jede  Wand  dieses  Gerüstes  er- 
halt durch  Kreuzverbindungen  (Verschwert- 
ungen)  den  nötigen  Halt.  Oben  wird  ein 
Fussboden  gelegt,  ein  Geländer  gezogen 
und  ein  roher  Tisch  oder  ein  Brett  als 
Leuchtstand  angebracht.  Auf  die  Ständer 
wird  eventuell  eine  Pyramidenspitze  von 
schwarz  angestrichenen  Brettern  aufge- 
setzt, um  das  Gerüst  von  den  umliegen- 
den Punkten  leichter  aufzufinden,  und  um 
es  auch  als  Zielpunkt  benutzen  zu  können. 
—  Man  kann  rechnen,  dass  durchschnitt- 
lich in  einem  Tage  10*  gebaut  werden, 
und  dass  das  Meter  ungefähr  4 — 5  Mark 
kostet.  Wird  später  der  Punkt  endgültig 
gewählt,  so  kann  das  Holz  des  Gerüstes 
beim  Bau  des  Signals  verwendet  werden. 
Bei  der  Erkundung  des  Weser- 
netzes im  Sommer  1883  sind  von  dem 
Vermessungsdirigenten  Hauptmann  Gaede 
über  zwanzig  Umschau-Gerüste  leichtester 
Konstruktion  bis  zu  32"  Höhe  mit  bestem 
Erfolge  benützt  worden. 

Eine  weitere  wichtige  Gattung  von 
Punkten  bilden  Türme  und  ähnliche  Bau- 
werke. Sie  bieten  im  allgemeinen  den  Vor- 
teil, dass  sie  meist  die  Umgegend  erheblich 
überragen,  haben  aber  den  Nachteil,  dass 
sie  besondere  und  oft  recht  schwierige  Ein- 
richtungen behufs  Ausführung  der  Beob- 
achtungen erfordern,  und  dass  zu  ihrer 
Benützung  die  Erlaubnis  der  Behörden  und 
Besitzer  erwirkt  werden  muss.  —  Es  giebt 
aber  Gegenden,  wo  sie  durchaus  nicht  zu 
umgehen  sind,  wie  z.  B.  in  dem  stark  angebauten  Flachlande  des  nordwestlichen 
Deutschlands.  In  der  hannoverschen  Kette  und  im  Wesemetz  mussten  deshalb,  ent- 
sprechend dem  Vorgange  von  Gauss,  unverhältnismässig  viele  Türme  zu  Punkten  I. 
Ordnung  gemacht  werden. 

Für  die  vorläufige  Erkundung  auf  Türmen  wird  es  zunächst  genügen,  eine 
flüchtige  Einrichtung  zu  treffen,  dass  das  kleine  Instrument  aufgestellt,  vielleicht  auch 
ein  Heliotrop  angebracht  werden  kann. 
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Erdkrümmung  und  Strahlenbrechung.  Man  kann  manchmal  dorch  üöhenwin- 
kelmessnng  entscheiden,  ob  eine  wünschenswerte  Richtung  überhaupt  möglich  ist. 
(Die  nötigen  Theorien  hiezn,  mit  Erdkrflmmung  und  Strahlenbrechung,  haben  wir  in 
unserem  IL  ßande,  «Handb.  d.  Verm."  4.  Aufl.  1893,  Kap.  XL  behandelt). 


Flg.  a. 

DurchhftQ  «Ines  Waldes. 
Massstab  1:1200000. 


Durchhau  von  Wäldern, 

Die  Fälle,  dass  einzelne  Bäume  hindern  und  gefällt  oder  wenigstens  ausgeästet 
werden  müssen,  kommen  häufig  vor.  Von  diesen  ist  hier  nicht  die  ttede,  da  sie  wenig 
Schwierigkeiten  bieten.  Anders  liegt  der  Fall,  wenn  eine  Richtung  längere  Wald- 
strecken durchschneidet.  Solche  grössere  Durchhaue  sind  als  äusserstes  Gewaltmittel 
zu  betracbten  und  nur  durch  die  höchste  Not  gerechtfertigt,  da  sie  erhebliche  Ein- 
griffe in  private  Rechte  darstellen,  viele,  oft  recht  unerquickliche  Verhandlungen 
mit  den  Besitzern  erfordern  und  endlich  grosse  Kosten  an  Zeit  und  Geld  verursachen. 
Nichtsdestoweniger  wird  man  sich  doch  mitunter  dazu  entschliessen  müssen,  wenn  nur 
dadurch  eine  wesentliche  Verbesserung  der  Dreiecksformen  gewonnen  werden  kann. 

Ein  solcher  Fall  trat  bei- 
spielsweise im  Sommer  1888  bei 
Erkundung  des  Wesemetzes  mit 
der  Richtung  Bremen-Brake  ein. 

Diese  Richtung  war  der  ein- 
zige Strahl,  welcher  zur  Vollstän- 
digkeit des  Polygons  um  Bremen 
noch  fehlte;  ihre  Herstellung  er- 
schien für  die  ganze  Konfiguration 
Ton  grossem  Werte.  Die  Ortlichen 
Verhältnisse  lagen  folgendennassen: 
Von  Brake  aus  schlössen,  etwa  16*" 
entfernt,  in  der  Richtung  nach 
Bremen  bewaldete  Berge  den  Hori- 
zont. Auch  von  Bremen  aus  er- 
schien hochgelegener  Wald,  etwa 
14^  entfernt,   als   Abschluss  des 

Gesichtskreises  gegen   Brake.    Es  ^^_ 

lag  somit  ziemlich  in  der  Mitte  der  Twlstringen 

S5*"  langen  Richtung  als  Hindernis  ein  etwa  5**  breites  Waldgebiet,  über  welches 
hinaus  auch  die  Turmspitzen  gegenseitig  nicht  sichtbar  waren.  Eine  Ortliche  Er- 
kundung der  Hindemisse  ergab,  dass  eine  Reihe  parallel  streichender,  ziemlich  be- 
deutender Höhenzüge  die  projektierte  Verbindung  der  beiden  Türme  von  Bremen  und 
Brake  annähernd  senkrecht  durchschnitt,  und  dass  die  ganze  Gegend  mit  vielen  ein- 
zelnen Waldparzellen  bedeckt  war,  welche  besonders  auf  den  Kämmen  der  Berge  sehr 
hohe  Bäume,  Eichen  und  Buchen  von  30—40*"  Hohe,  enthielten. 

Nun  musste  zunächst  durch  besondere  schärfere  Messung  und  Rechnung  die 
Richtung  in  horizontaler  Beziehung  mit  einer  Genauigkeit  von  10—20"  festgelegt 
werden.  In  vertikaler  Beziehung  wurden  die  Hohen  in  der  Gegend  der  Hindemisse 
teils  aus  älteren  Daten,  teils  durch  besondere  Messungen  festgestellt  Es  ergab  sich 
daraus  mit  Sicherheit,  dass  nicht  etwa  die  Berge  selbst,  sondern  nur  die  Bäume  das 
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Hindernis  bildeten.  Nunmehr  wurde  zur  Markierung  und  Freilegung  der  Richtung 
geschritten. 

Das  aUgemeine  Verfahren  bei  solcher  Arbeit  ist  ira  Prinzip  einfach,  in  der 
Ausführung  jedoch  mitunter  recht  schwierig  und  zeitraubend.  Man  richtet  auf  beiden 
Endpunkten  Beobachtungsstände  ein  und  bringt  in  dem  Hindernis  einige  Flaggen 
auf  den  höchsten  Bäumen  an,  so  dass  sie  schon  möglichst  in  der  Richtung  liegen. 
Um  sie  nicht  mit  einander  zu  yerwechseln,  müssen  sie  durch  verschiedene  Farben  oder 
dergl.  kenntlich  sein.  Die  Winkel  nach  den  Flaggen  werden  gemessen,  und  aus  ihnen 
unter  Zuhilfenahme  der  angenähert  festgestellten,  etwa  aus  der  Karte  entnommenen 
Entfernungen  die  seitlichen  Verschiebungen  berechnet,  welche  nOtig  sind,  um  die  Flaggen 
in  die  Richtung  zu  bringen.  (Vgl  hiezu  den  Abschnitt  ^Abstecken  von  langen  Ge- 
raden* in  unserem  II.  Bande  »Handb.  d.  Venu.*  4.  Aufl.,  1893,  §  199). 

Bei  dem  Durchhau  Bremen-Brake  sind  rund  1620  Mark  an  Entschädigungen 
gezahlt  worden. 

Orösse  der  Dreiecksseiten.  Rein  theoretisch  lässt  sich  über  die  Vorzüge  oder 
Kachteile  kürzerer  oder  längerer  Dreiecksseiten  wenig  sagen;  so  einfache  allgemeine 
Gesetze,  wie  sie  z.  B.  über  die  Zielweiten  bei  Polygonzügen,  bei  Nivellierung  u.  s.  w. 
bestehen,  giebt  es  für  Triangulierung  nicht.  (Vergl.  hiezu  die  späteren  §  18.  und  §  19.) 

Lange  Seiten  haben  den  Vorteil,  dass  man  rasch  weiter  kommt,  und  wenn  man 
einmal  eine  lange  Seite  aus  einer  kurzen  Basis  abgeleitet  hat,  dann  ist  es  auch  für 
die  rein  theoretische  Genauigkeit  besser,  mit  grossen  Dreiecken  fortzufahren,  sowohl 
in  Hinsicht  auf  Azimutübertragung  als  auch  in  Hinsicht  auf  Längenübertragung ;  lange 
Sichten  sind  aber  schwieriger  und  seltener  zu  messen,  und  werden  daher  verhältnis- 
mässig, d.  h.  mit  Rücksicht  auf  die  aufgewendete  Zeit  und  Mühe  ungenauer  als  kurze. 

Die  Erfahrung  hat  dazu  geführt,  im  Mittel  nur  etwa  20 — 50^  Seitenlänge  zu 
nehmen,  jedoch  wenn  besondere  Gründe  vorlagen,  ist  man  auch  schon  bis  zu  100**, 
200*  und  noch  weiter  gegangen. 

Einige  besonders  lange  Dreiecksseiten  stellen  wir  im  folgenden  zusammen: 

Dreiecksaelte  Meter  Bogen 

Trunz-Galtgarben  (Preussen,  Bessel) 79  644  0**43' 

Brocken-Inselsberg  (Hannover,  Gauss) 105  977  0°57' 

Eamiensberg.£[nibiskow  (Afrika,  Maclear)  .    .         ..     128  028  1^   9' 

Campvey-Desierto  (Frankreich) 160  903  1^27 

Slieve  Donard-Sca  Fell  (England,  Ord.  trig.  survey  S.  434)    178  932  1 «» 36' 

Ararat-Godarebi  (Kaukasus,  Struve) 202  384  1°49' 

MulhacenFilhaoussen  (Mittelländ.  Meer,  Ibanez).    .    .    269  926  2^26' 

Nach  Helmert  math.  u.  ph.  Th.  d.  höheren  Geodäsie  I.  S.  70  sind  in  Vorder- 
indien von  den  Engländern  nach  dem  Himalaya  Sichten  bis  zu  840^  genommen 
worden. 

Von  der  vorerwähnten  trigonometrischen  Überspannung  des  mittelländischen 
Meeres  geben  wir  in  Fig.  4.  S.  28  eine  Darstellung  mit  eingeschriebenen  Längen, 
Höhen  und  Winkeln.  Das  Unternehmen  wurde  im  Herbst  1879  von  Ibanez  und  Perrier 
ausgeführt 

Zur  Signalisierung  reichte  Heliotropenlicht  nicht  aus,  es  wurde  deshalb  elek- 
trisches Licht  mit  Nachtbeobachtung  angewendet. 
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(Weiteres  hierüber  geben  die  Verhandl.  d.  6.  Konf.  d.  Eur.  Gr.,  General-Bericht 
für  1880,  S.  44—57;  vgl.  auch  zwei  Berichte  in  der  „Zeitschr.  f.  Verm.",  Pattenhausen 
1881,  S.  247—257  und  Fenner  1882,  S.  303—308.) 

Flg.  4. 

Trlaognlierung  über  das  mlttelländlscbe  Meer  zwischen  Spanien  und  Algier,  1879. 

MasssUb  1  :  4  500000. 


Fithaoussen 


§  3.    Ffeilerbau  und  Signalbau. 

Nachdem  die  Triangulierungspunkte  ausgewählt  sind,  hat  man  Einrichtungen 
zu  treffen,  erstens  zum  festen  Aufstellen  des  Theodolits  auf  jedem  Punkte  und  zweitens 
zum  gegenseitigen  Sichtbarmachen  der  Punkte  für  die  Winkelmessung. 

Diese  Einrichtungen  sind  verschieden,  je  nachdem  man  es  mit  einem  Punkte 
auf  dem  natürlichen  Erdboden,  z.  B.  auf  dem  Gipfel  eines  Berges,  oder  mit  einem 
Punkte  auf  einem  Turme  oder  ähnlichem  Bauwerke  zu  thun  hat. 

Zur  Sichtbarmachung  dient  heutzutage  fast  ausschliesslich  das  Heliotrop,  von 
welchem  später  in  §  4.  die  Rede  sein  wird.  Die  Einrichtung  der  Heliotropstände 
erfolgt  gemeinsam  mit  dem  Bau  der  Tbeodolitstände. 

Zu  ebener  Erde  nahm  man  früher  als  Theodolitstände  allgemein  hölzerne  Stative; 
indessen  in  neuerer  Zeit  erbaut  man  für  Messungen  erster  Ordnung  steinerne  Pfeiler, 

Nach  Mitteilung  von  Vermessungs-Dirigent  Erfurth  (vgl.  das  Citat  technischer 
Betrieb  u.  s.  w.  S.  16)  hat  die  trigonometrische  Abteilung  der  Landesaufnahme  hiefür 
folgende  Einrichtungen: 

,£in  Beobachtungspfeiler  der  trigonometrischen  Abteilung  der  Landesaufnahme 
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besteht  entweder  aus  einem  einzigen  behanenen  Stein,  lang  genug,  um  ihm  den  nötigen 
Halt  im  Erdboden  zu  geben,  oder,  da  solche  Monolithe  schwer  zu  haben  und  teuer 
sind,  ans  mehreren  behanenen  Bruchsteinen  von  ganzem  Querschnitt,  welche  mit  Zement 
gemauert  und  lagen  weise  durch  Dübel  oder  durch  eine  oder  zwei  durchgehende  Eisen- 
stangen fest  verbunden  werden.  Aus  Ziegelsteinen  aufgeroauerte  Pfeiler  sind  möglichst 
zu  vermeiden,  da  sie  bei  wechsebidem  Wetter,  namentlich  durch  Regen  und  Frost, 
baldiger  Zerstörung  anheimfallen,  auch  mutwilligen  Beschädigungen  mehr  ausgesetzt 
sind.  Um  den  Pfeiler  wird  eine  vierseitige  Pyramide  errichtet;  die  Spitze  derselben 
wird  mit  Brettern  bekleidet  und  schwarz  angestrichen.  Ausserdem  wird  ein  Fussboden 
von  Brettern  gelegt,  um  bei  windigem  Wetter  das  Aufwirbeln  von  Sand  und  Staub 
möglichst  zu  verhindern.* 

Über  Pfeilerbau  und  Punktversicherungen,  teils  auf  dem  natürlichen  Erdboden, 
teils  auf  Türmen,  können  wir  einige  Erfahrungen  mitteilen  von  den  10  «Oradmessungs- 
pfeilem",  welche  vom  Verfasser  1869 — 1873  erbaut  wurden.  —  Wir  benützten  dabei 
auch  die  von  Nagel  im  Qeneralbericht  d.  Europ.  Gradm.  für  1864,  S.  39-40  mit- 
geteilten Erfahrungen. 

Die  badischen  Pfeiler  mit  ihren  Versicherungen  wurden  zugleich  an  die  vor- 
züglichen Punktfestlegungcn  der  badischen  Landes-Triangulierung  angeschlossen. 

Ein  Beispiel  für  beides  ist  in  Fig.  1  a.  und  Fig.  1  b.  gegeben. 


Trigonometrisdier  Punlt  Handel  (Schwär zwaldj. 


Fig.  1  a. 

P  =  Pfeiler.    B  =  Pyramide. 

MABSsUb  1  :  500. 


Fig.  Ib. 

BeobachtQDgspfeiler. 

Massstab  1  :  60. 


\        M 


ö  10 

Die  Bezeichnung  eines  Punktes  der  (alten)  badischen  Laudes-Triangulierung 
wurde  etwa  im  Jahr  1820  durch  eine  von  Felsstücken  aufgebaute  vierseitige  abgekürzte 
Pyramide  B  bewerkstelligt.    Der  trigonometrische  Punkt  ist  auf  der  Mitte  der  Pyramide 
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darch  ein  eingehauenes  +  bezeichnet.  Ferner  worden  noch  vier  solche  Zeichen  auf  der 
Pyramide  angebracht,  nnd  ausserdem  der  Dreieckspunkt  gegen  8  benachbarte  Gemarkungs- 
Grenzsteine  durch  unmittelbare  Messung  von  11  Entfernungen  und  14  Winkeln  fest- 
gelegt (letzteres  ist  in  unserer  Fig.  1  a.  nicht  angedeutet). 

Im  Jahr  1870  fand  ich  die  Lage  der  50  Jahre  alten  Versicherungspunkte  noch 
auf  wenige  Centimeter  übereinstimmend  mit  den  früheren  Messungen;  jedoch  wurde 
die  Pyramide  nun  verlassen  und  ein  neuer  Punkt  P  auf  einem  Pfeiler  mit  einem  2* 
tiefen  Fundament  hergerichtet,  wie  die  Einzelzeichnung  Fig.  1  b.  zeigt,  und  femer 
wurden  4  Versicherungsquader  S  W  N  0  auf  Fundamentquadem  versenkt. 

In  dem  Fandamentquader  des  Pfeilers  bei  M  und  in  jedem  der  4  anderen  Quader 
ist  ein  Messingcylinder  in  Blei  eingegossen,  und  ein  sechster  Oylinder  P  lotrecht  über 
M  ist  oben  auf  dem  Pfeiler  eingegossen,  um  die  Theodolitmitte  zur  Winkelmessung 
zu  bezeichnen. 

unten  ist  auch  ein  Glascylinder  G  eingesenkt,  ein  Schriftstück  enthaltend,  das 
der  Nachwelt  die  Bedeutung  der  ganzen  Anlage  übermitteln  soll. 

Die  4  Versicherungspunkte  wurden  nicht  willkürlich,  sondern  nach  Nordj  Ost, 
Südt  West  eingewiesen,  was  leicht  auf  etwa  V  genau  gemacht  werden  konnte  mit 
Hilfe  der  alten  badischen  Landes-Triangulierung  (trigonometrische  Richtungswinkel  mit 
Bücksicht  auf  Meridian-Konvergenz). 

Nachdem  somit  die  5  unteren  Punkte  auf  ihren  Fundamentquadern  in  den  Bau- 
groben  festlagen,  wurden  ihre  Abstände  gemessen: 

JI£JV  =  6,059«  NO  =8,579" 

MO  =6,075  OS   =8,427 

3f  5=5,840  fiffF  =  8,465 

M»K=  6,125  WN=Sß20 

Man  hat  dabei  4  Hypotenusenproben,  welche  innerhalb  weniger  Millimeter 
stimmen  sollen. 

Um  nun  nach  dem  Aufbau  des  Pfeilers  selbst  den  Punkt  P  genao  lotrecht  über 
M  zo  bringen,  verfohren  wir  so:  Während  der  Theodolit  centrisch  über  M  stand  ond 
die  4  Azimote  0°,  90**,  180°,  270°  eingewiesen  worden,  musste  mindestens  ein  ferner 
Punkt  H  mit  angezielt  werden,  der  durch  sein  berechnetes  Azimut  jene  4  Einweis- 
Azimute  lieferte.  Nach  dem  Aufbau  des  Pfeilers  wurde  der  Theodolit  vorläufig  auf- 
gestellt, mit  Hilfe  des  fernen  Punktes  H  orientiert  und  die  4  nahen  Punkte  wieder 
angezielt  Wegen  der  Excentricität  der  vorläufigen  Thcodolitstellung  wurden  nun  nicht 
wieder  genau  0°,  90°,  180°,  270°  erhalten,  sondern  kleine  Abweichungen,  welche  aber 
mit  Zuziehung  der  4  Entfernungen  vollends  zur  genauen  Centrierung  führten. 

Vor  und  nach  der  Pfeileraofstellung  wurden  alle  Punkte  nivelliert. 

Das  Endergebnis  drückt  sich  in  folgenden  Coordinaten  und  Höhen  aus,  im 
badischen  System  -+-  x  nach  Süden,  -4-  y  nach  Westen,  h  ungefähr  um  2*  zu  gross 
im  Vergleich  mit  Höhen  über  N.  N, 


Pnnkt 

y 

X 

h 

Pyramide,  Kreuz 

4- 

-h  33  403,830'- 

H-  158  255,280" 

1247,010' 

Pfeiler  oben 

P 

-h  33  421,215 

-1-158  271,909 

1244,360 

,      unten 

M 

1» 

D 

1242,986 

Versicherung 

N 

-H  33  421,180 

-4-  158  205,850 

1243,216 

« 

0 

H- 33  415  140 

-f- 158  271,944 

1242,993 

B 

s 

-4-  33  421,249 

-h  158  277,749 

1242,711 

1» 

w 

-4-  33  427,340 

-^  158  271,878 

1242,861 
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Wir  haben  diese  Zahlen  beispielshalber  hier  hergesetzt,  weil  solche  oder  ent- 
sprechend genaue  Angaben,  mit  Zeichnungen,  den  amtlichen  Triangulierungs-VerOffent- 
lichnngen  beigegeben  werden  sollen. 

Ober  SigncUbau  im  besonderen  haben  wir  die  wertvollsten  Mitteilungen  in  der 
Abhandlung  von  Erfuriht  welche  wir  schon  auf  8.  16  citiert  haben  bei  dem  Abdruck 
des  ersten  Teiles. 

Folgendes  ist  ein  Auszug  aus  dem  zweiten  Teil  von  Erfurth: 

Der  Signalbau  muss  den  Winkelmessungen  mindestens  ein  Jahr  voraus  sein. 
Es  wird  schon  im  Laufe  des  Winters,  sobald  die  Projekte  festgestellt  sind,  Auftrag 
erteilt,  welche  Signale  im  folgenden  Sommer  gebaut  werden  sollen,  damit  das  nötige 
Holz  noch  im  Winter  geschlagen  werden  kann.  Denn  die  Bäume  müssen  vor  dem 
Einschiessen  des  Saftes  gefällt  werden. 

Der  Signalbau  umfasst  die  Herstellung  aller  Einrichtungen^  welche  erforderlich 
sind,  um  auf  den  endgültig  bestimmten  Punkten  Beobachtungen  machen,  sowie  auch 
dieselben  von  anderen  Punkten  aus  als  Zielpunkte  benützen  zu  können.  Für  gewöhnlich 
dient  der  Stand  des  Theodolits,  der  Beobachtungsstand,  zugleich  auch  als  Stand  für 
den  einzustellenden  Heliotropen,  als  Leuchtstand.  Es  kommt  jedoch  nicht  selten  vor, 
dass  für  schwierige  Bichtungen  noch  besondere  Leuchtstände  in  grosserer  Hohe  ein- 
gerichtet werden  müssen.  Bei  Winkelmessungen  erster  Ordnung  wird  zwar  in  der 
Eegel  nur  auf  Heliotrope  eingestellt,  nichtsdestoweniger  erhält  aber  jedes  auf  dem 
Erdboden  erbaute  Signal  eine  schwarze  Spitze,  welche  hauptsächlich  für  die  Messungen 
der  niederen  Ordnungen  als  Ein stellungs- Zielpunkt  dient. 

Signale  mit  erhöhten  Beobachtungs-  und  Leuchtständen  werden  bei  der  trigono- 
metrischen Abteilung  aus  Holz  bis  zu  ungefähr  25""  Beobachtungshohe  und  30"  Leucht- 
hohe noch  mit  solcher  Festigkeit  gebaut,  dass  auch  bei  ziemlichem  Winde  die  Beob- 
achtungen mit  vollster  Genauigkeit  und  Zuverlässigkeit  gemacht  werden  können.  Es 
ist  dies  dadurch  möglich,  dass  die  Beamten,  welche  die  Signalbauten  ausführen,  seit 
Jahren  in  diesen  Arbeiten  thätig  sind  und  reiche  Erfahrungen  unter  den  verschiedensten 
Verhältnissen  gesammelt  haben. 

Bei  jedem  solchen  Signal  sind  zwei  vollständig  von  einander  unabhängige  und 
für  sieh  isolierte  Bauten  zu  unterscheiden:  der  Beobachtungspfeiler  als  Stand  für  das 
Instrument,  und  das  den  Pfeiler  umgebende  Gerüst  für  die  Beobachter.  Die  Pfeiler 
sind  entweder  Standpfeiler  oder  Hängepfeiler. 

Standpfeiler  werden  bei  grosseren  Beobachtungshohen  errichtet,  ein  Beispiel 
giebt  die  nachfolgende  Fig.  4  S.  29. 

Hängepfeüer  werden  seitwärts  durch  Streben  getragen  und  reichen  in  der  Mitte 
nicht  bis  zum  Erdboden  herab,  sondern  lassen  in  der  Mitte  so  viel  freien  Raum,  dass 
der  Beobachtungspunkt  von  oben  herunter  gelotet  und  centrisch  festgelegt  werden 
kann  (was  bei  Stand^feilem  nicht  möglich  ist).  Aus  diesem  Grunde  werden  in  neuerer 
Zeit  bei  der  trigonometrischen  Abteilung  fast  nur  noch  Hängepfeiler  gebaut,  z.  B. 
Steuerndieb  in  Band  II,  4.  Aufl.  1895,  S.  256. 

Ein  gutes  Beispiel  eines  Hängepfeilers  werden  wir  später  auch  in  §  12.  als  End- 
pfeiler der  Gottinger  Basismessung  kennen  lernen. 

Zur  Verbindung  von  Pfeiler  und  Streben  dienen  durchgehende  eiserne  Schrauben- 
bolzen.   Zur  Befestigung  der  unteren  Stammenden  in  der  Erde  werden  hölzerne  Anker 
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Flg.  2. 
Krinze  uod  Schwerter. 


Flg.  8. 
Kreuze  und  Quirle. 


angebracht;  bei  leichtem  Boden  werden  ausserdem  Steinbrocken  in  die  Locher  geschüttet, 
schichtweise  mit  Wasser  eingeschlemmt  and  festgerammt. 

Das  ganze  System  von  Pfeiler 
and  Streben  mass  nun  noch  gegen 
Winddruck,  Durchbiegen  und  Verziehen 
besonders  gesteift  werden.  Dies  ge- 
schieht 

1)  durch  Verbindungen  zwischen 
zwei  nebeneinander  liegenden 
Streben,  sogen.  Erftnze  und 
Schwerter,  Fig.  2., 

2)  durch  Verbindungen  zwischen 
Pfeiler  und  Streben,  Kreuze 
und  Quirle,  Fig.  3. 

Ein  Kranz  besteht  aus  vier 
Hölzern,  welche  in  gleicher  Höhe  über 
dem  Erdboden  von  Strebe  zu  Strebe 
gefiLhrt  werden. 

Schwerter  sind  diagonale  Ver- 
bindungen in  den  durch  die  Kränze 
entstandenen  Paralleltrapezen.  Bei  sehr 
hohen  Signalen  können  fflr  die  unterste 
Verschwertung  noch  besondere  Hilfs- 
stützen und  ünterzüge  nötig  werden, 
welche  immer  in  den  Erdboden  zu 
fahren  sind. 

Kreuze  sind  Hölzer,  welche  je  zwei  gegenüberliegende  Streben  unter  sich  und 
mit  dem  Pfeiler  Terbinden.  Quirle  werden  zwischen  Pfeiler  und  je  einer  Strebe  gesetzt; 
sie  müssen  die  letztere  möglichst  rechtwinklig  treffen. 

Das  BeohachtungS'Oerüst, 
Um  den  Pfeiler  wird  das  Beobachtungs-Oerüst  unabhängig  so  errichtet,  dass 
dasselbe  nirgends  mit  dem  Pfeilerbau  in  Berührung  kommt.  Es  besteht  aus  vier 
St&ndem,  welche  nicht  senkrecht,  sondern  nach  oben  zu  mit  einer  Neigung  von  un- 
gefähr 1 :  15  nach  innen  gestellt  werden.  Die  Feststellung  der  Ständer  erfolgt  wie 
beim  Pfeilerbau  durch  Kränze  und  Schwerter;  doch  können  diese  selten  so  regelmässig 
angebracht  sein,  sondern  müssen  den  Verhältnissen  angepasst  werden,  da  die  völlige 
Isolierung  beider  Bausyteme  von  einander  streng  gewahrt  werden  muss.  In  Höhen  von 
5—8**  werden  Fussböden  gelegt,  zu  denen  man  auf  Leitern  emporsteigt.  Der  oberste 
Fussboden  bildet  den  Beobachtungsraum  in  quadratischer  Form  von  2,3—2,5"'  Seite. 
Die  Höhe  des  Beobachtungs-Punktes  über  dem  obersten  Fussboden  beträgt  1,12 — 1,16". 
Zum  Schutze  wird  ein  Qeländer  aus  starken  Latten  gezogen.  Zwei  Meter  über  dem 
Fussboden  läuft  um  alle  4  Gerttstständer  ein  horizontaler  Kranz  von  Latten  zum  An- 
bringen Yon  Leinwandplanen,  welche  später  beim  Beobachten  zum  Schutze  des  Instru- 
ments gegen  Sonne  und  Wind  ausgespannt  werden.  Bei  der  ersten  Anlage  des  Ge- 
rüstes muss  schon  darauf  geachtet  werden,  dass  vom  Beobachtungspunkt  aus  gesehen 
keine  der  zu  messenden  Richtungen  durch  einen  Ständer  verdeckt  wird.    Jede  dieser 
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letzteren  mass  mindestens  5^  daran  vorbeistreichen.  Auf  die  Ständer  wird  eine  vier- 
seitige Pyramide  aufgesetzt,  deren  Spitze  mit  Brettern  bekleidet  und  geschwärzt  wird ; 
die  Spitze  liegt  in  der  Regel  4—5"  über  der  Beobachtungsplatte.  Wird  fflr  einzelne 
Richtnngen  ein  erhöhter  Lenchtstand  notwendig,  so  mass  das  Gerüst  entsprechend 
hoher  and  solider  gebaat  werden.  Die  Leachtplatte,  welche  dieselbe  Grosse  hat  wie 
die  Beobachtangsplatte,  wird  gewöhnlich  aaf  der  Pyramidenspitze  befestigt. 

Da  die  Signale  der  ersten  Ordnung  aaf  eine  längere  Reihe  von  Jahren  bis  zur 
Beendigung  aller  Vermessungsarbeiten  stehen  bleiben  müssen,  so  werden  diejenigen 
Holzteile,  welche  dem  Verderben  am  meisten  ausgesetzt  sind,  d.  h.  die  in  oder  nahe 
dem  Erdboden  befindlichen  Stammenden,  zum  Schutze  gegen  Fäalnis  und  Insektenfrass 
imprägniert.  Die  Imprägnierung  erfolgt  durch  Anstrich  der  betreffenden  Holzteile  und 
ausserdem  durch  Einguss  in  das  Innere  der  Holzer.  Der  dazu  verwendete  Stoff  be- 
steht aus  Chlorzink,  kaltem  Wasser  und  Karbolsäure. 

Zur  besseren  Erläuterung  des  bisher  über  den  Bau  erhöhter  Signale  Gesagten 
wird  nachstehend  auf  S.  29  die  Zeichnung  eines  solchen  gegeben.  Auch  sei  noch  hin- 
zugefügt, dass  die  Gesamtkosten  in  runden  Summen  betragen  haben: 

für  das  Signal  Wopse 1300  Mark 

„      „        „       Brüttendorf 1190      „ 

,      ,        „       Wittekind 1740      , 

Ein  Pyramiden-Signal  von  31**  Hohe,  auf  Steuemdieb  bei  Hannover,  haben  wir 
bereits  in  unserem  U.  Bande,  «Handb.  d.  Verm.*  4.  Aufl.  1893,  S.  256  gegeben,  nebst 
anderen  Angaben  über  Pfeilerbau  u.  s.  w.,  welche  auch  hier  hergehörig  sind. 

Kleinere  Signale  von  4 — lO*  Beobachtungshohe  kosten  ungefähr  150—500  M., 
von  10—20'"  Beobachtungshohe  500—1000  M.  Die  Kosten  können  durch  Ortliche  Ver- 
hältnisse, höhere  Preise  für  Fuhrwerk  und  Arbeitskräfte,  sowie  namentlich  durch 
etwaigen  weiten  Transport  des  Holzes  sehr  verschieden  ausfallen.  Was  die  erforder- 
liche Bauzeit  für  ein  höheres  Signal  anbetrifft,  so  kann  man  bis  zu  20"  Beobachtungs- 
hohe ungefähr  1  Tag  für  1  Meter  rechnen,  für  jedes  Meter  über  diese  Hohe  hinaus 
2  Tage. 

Die  Einrichtung  von  Türmen  und  ähnlichen  Bauwerken  zu  Beobachtungszwecken 
bietet  häufig  besondere  Schwierigkeiten.  Es  lassen  sich  für  diese  Arbeit  keine  allge- 
meinen Regeln  geben,  da  dieselbe  von  der  Bauart  des  Turmes  abhängig  ist.  Als 
Grundbedingung  ist  festzuhalten,  dass  für  das  Instrument  ein  besonderer,  möglichst 
fester  und  isolierter  Stand,  und  für  den  Beobachter  ausreichender  und  gesicherter  Raum 
geschaffen  werden  rouss.  Dabei  ist  stets  auf  möglichste  Schonung  des  Turmes  Rück- 
sicht zu  nehmen  und  Vorkehrung  zu  treffen,  dass  durch  die  zu  machenden  Öffnungen 
nicht  Regen  und  Schnee  eindringen  kann,  damit  eine  Beschädigung  des  Turmes  ver- 
hindert wird. 

In  dem  nördlichen  Teil  der  hannoverschen  Kette  und  des  Wesernetzes  haben 
fast  durchweg  Kirchtürme  und  Leuchttürme  zu  Beobachtungs-Stationen  eingerichtet 
werden  müssen,  und  trotz  der  verschiedenen  und  mitunter  recht  mangelhaften  Bauart 
der  Türme  ist  es  doch  gelungen,  die  Einrichtungen  so  zu  treffen,  dass  die  Beobacht- 
ungen mit  genügender  Sicherheit  gemacht  werden  konnten.  Es  trat  hierbei  nicht 
selten  der  Fall  ein,  dass,  um  den  Horizont  rundum  zu  beherrschen  und  alle  Richtungen 
einstellen  zu  können,  sogar  zwei  Beobachtungsstände  auf  einem  Tunne  gebaut  werden 
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Flg.  4. 

Signal  Wittekiod  der  trigonometrischen  Abteihing  der  Landesaufnahme^ 

gebaut  1885  von  Trlgonometer  Otto. 


TheiidulitsUiid   18.25"   über 


ü 
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mnssten,  wie  s.  B.  bei  den  Kirchtürmen  von  Brake  nnd  Westerstede  and  bei  dem 
Leachttorm  von  NenwOTk. 

Am  einfachsten  gestaltet  sich  der  Ban^  wenn  um  den  Turm  in  der  erforderlichen 
Höhe  ein  Rundgang  aus  Mauerwerk  führt.  In  diesem  Falle  wird  ein  Pfeiler  aufge- 
mauert, und  für  den  Beobachter  ein  Stand  geschaffen,  indem  Balken  aus  dem  Innern 
des  Turmes  herausgestreckt  werden.  —  Wenn  ein  Rundgang  nicht  Torhanden  ist,  son- 
dern auf  die  Mauern  des  Turmes  sich  das  Dach  ohne  Absatz  aufbaut,  so  muss  letzteres 
geöffnet  werden.  Der  Pfeiler  wird  wieder  auf  Mauerwerk  errichtet  und  der  Beobacht- 
ungsstand von  innen  heraus  balkonartig  konstruiert.  Es  kann  hierbei  nötig  werden, 
die  Pfeiler  zu  grösserer  Höhe  aufzumauern.  So  hat  beispielsweise  der  Kirchturm  von 
Wangeroog  einen  gemauerten  Pfeiler  von  4*,  deijenige  von  Wildeshausen  sogar  einen 
solchen  von  5"  Höhe  erhalten.  Um  dem  Pfeiler  dann  den  nötigen  Halt  zu  geben, 
wird  eine  Eisenbahnschiene  oder  starke  Eisenstange  mit  eingemauert;  auch  werden 
besondere  Verstrebungen  angebracht  Die  Oberfläche  des  Pfeilers  muss  1,10  bis  1,16* 
über  dem  Fussboden  des  Beobachtungsstandes  liegen. 

Hat  der  Turm  eine  genügend  geraumige  Laterne,  so  pflegt  man  einen  Pfeiler 
von  Holz  zu  verwenden  und  denselben  wie  den  hängenden  Pfeiler  eines  erhöhten  Sig- 
nals mit  Streben  zu  versehen,  welche  sich  auf  das  tiefer  liegende  Mauerwerk  aufsetzen. 
Diese  Einrichtung  ist  z.  B.  bei  dem  Kirchturme  von  Cloppenburg  getroffen  worden. 
Auf  dem  Ruinenturm  der  Landskrone  im  südlichen  Elsass  wurde  der  Fussboden  der 
sehr  geräumigen  freien  Plattform  durchbrochen  und  ein  gemauerter  Pfeiler  auf  die 
tiefer  gelegenen  Gewölbedecken  aufgesetzt,  darüber  eine  vollständige  Signalpjramide 
gebaut. 

Der  Kirchturm  von  Brake  hat  zwei  Pfeiler  auf  dem  Mauerwerk  des  Turmes 
erhalten;  die  beiden  Beobachtungsstände  mussten  hängend  konstruiert  werden,  wozu 
starke  Balken  als  Träger  aus  den  höher  gelegenen  Luken  herausgestreckt  wurden, 
dieses  ist  in  Fig.  5.  S.  31  dargestellt. 

Dieselbe  zeigt  zugleich  die  Anbringung  mehrerer  Leuchtstände  in  der  Spitze 
des  Turmes. 

Diese  Einrichtung  des  Turmes  von  Brake  mit  zwei  Ständen  hat  rund  520  Mark 
gekostet.  Bei  der  Einrichtung  des  Kirchturmes  von  Twistringen  sind  beispielsweise 
fElr  Kupferschmiede-  und  Dachdecker- Arbeiten  besondere  Kosten  im  Betrage  von  380  M. 
entstanden.  Weiteres  über  Turm- Stationen  ist  schon  in  unserem  IL  Bande  «Handb. 
d.  Verm.«  4.  Aufl.  1893,  §  84.  und  §  85.  mitgeteilt. 

Von  den  Signalen  werden  genaue  Zeichnungen  und  von  den  Türmen  photogra- 
phische Aufnahmen  gemacht.  Zu  dem  letzteren  Zwecke  besitzt  die  trigonometrische 
Abteilung  einen  leicht  transportablen  photographischen  Apparat.  Die  aufgenommenen 
Platten  werden,  gegen  die  Einwirkung  des  Lichts  geschützt,  nach  Berlin  gesandt  und 
dort  entwickelt 

Nach  dem  Wiedereintreffen  in  Berlin  wird  durch  die  Erkundungs-Sektion 
auf  Grund  des  Erkundungs-Berichtes  des  Dirigenten  und  der  beim  Signalbau  ge- 
machten Annahmen  und  Notizen  für  jeden  trigonometrischen  Punkt  I.  Ordnung  ein 
sogenannter  Stammbogen  angelegt.  Derselbe  enthält  die  Beschreibung  der  Örtlichkeit, 
die  topographische  Lage,  Historisches  über  ältere  Triangulationen,  Angaben  über  bis- 
herige Messungen  der  Abteilung,  bauliche  Einrichtungen,  Centrierungen,  allgemeine 
Bemerkungen  über  Festigkeit  schwierige  Richtungen,  endlich  Notizen  über  Quartier, 
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bezahlte  Entschädigungen,  Abmachungen  wegen  des  Stehenbleibens  bezw.  des  Abbruches 
der  Signale  und  Beobachtungsstände  etc.  Der  Stammbogen  ist  sozusagen  das  curri- 
culam  vitae  des  Punktes.  Jeder  später  folgende  Beobachter  hat  für  die  nötige  Ver- 
Yollständigung  Sorge  zu  tragen. 

Flg.  6. 

Kirchturm  vod  Brake 

mit  zwei  Theodolits täoden  und  mehreren  hohen  Leiichtständen. 


Drehen  der  Bedbachtungs- Pfeiler, 

Bei  hohen  Türmen  und  Gerüsten  beobachtet  man  die  für  Winkelmessungcn 
missliche  Erscheinung  des  Drehens^  infolge  ungleichförmiger  Erwärmung  durch  die 
Sonne.  Vollständig  fest  stehen  auch  steinerne  Türme  nicht,  indessen  wird  das  Drehen 
hauptsächlich  bei  hölzernen  Gerüsten  gefunden. 

Eine  eingehende  Untersuchung  dieser  Sache  mit  vielen  Beobachtungen  bei  der 
mecklenburgischen  Triangulierung  wurde  von  Faseher  in  den  astronom.  Nachrichten, 
«3.  Band  (1865)  Nr.  1492—1493  mitgeteilt. 


Digitized  by 


Google 


32  Das  Heliotrop.  §  4. 

Es  fanden  sich  bei  einem  11  Meter  hohen  Pfeiler  auf  der  Station  Karbow, 
welcher  äusserst  haltbar  aus  vierkantig  beschlagenen  Balken  konstruiert,  und  vom 
Standpunkt  des  Beobachters  völlig  unabhängig  gestellt  im  Juli  1857  erbaut  worden 
war,  bei  der  Beobachtung  im  Juni  1858  starke  Drehungen,  die  einen  ziemlich  regel- 
mässigen Tagesverlauf  zeigten,  Morgens  —  2',  Mittags  (V,  Abends  H-  2'.  (Astr.  Nachr. 
1492,  S.  56.) 

Das  Drehen  der  Beobachtungs-Pfeiler  wirkt  offenbar  am  schlimmsten,  wenn 
man  lange  Sätze  nimmt;  durch  Hingang  und  Rückgang  wird  das  Drehen  zum  Teil 
unschädlich  gemacht  Am  besten  ist  es  in  dieser  Hinsicht,  immer  nur  evei  Zielpunkte 
in  einen  Satz  zusammen  zu  nehmen,  d.  h.  reine  „Winkel '-Messungen  zu  machen. 

§  4.    Das  Heliotrop. 

Während  bei  kürzeren  Entfernungen  die  Zielpunkte  durch  Baken  mit  Fahnen, 
durch  kleine  Pyramiden,  durch  Zieltafeln  u.  dgl.  genügend  bezeichnet  werden  können, 
ist  bei  grösseren  Entfernungen  die  Sichtbarmachung  der  Dreieckspunkte  oft  eine  sehr 
schwierige  Sache.  Früher  dienten  bei  grossen  Entfernungen  hauptsächlich  Kirchtürme 
und  besonders  erbaute  grosse  hölzerne  Pyramiden  als  Zielpunkte.  In  Frankreich  und 
England  wurden  auch  künstliche  Licbtsignale  bei  Nacht  als  Zielpunkte  genommen 
(auf  welche  man  neuerdings  wieder  teilweise  zurflckkommt). 

Im  Jahr  1821  hat  Gauss  das  Heliotrop  erfunden,  welches  seit  jener  Zeit  haupt- 
sächlich zur  Anzielung  von  Hauptdreieckspunkten  benützt  worden  ist. 

F*«'  !•  Die  Wirkungsweise  des  Heliotrops  ist 

wirtungsweiee  dee  Heliotrop«.  ^.^j^^^j,  ^^  erklären  (Fig.  1.).  Wenn  von  einem 

S'    ^  Punkte  A  (Heliotrop)  nach  einem  entfernten 

/y      ^  Punkte    T  (Theodolit)    ein    Signal    gegeben 

//y'  werden  soll,  so  stellt  man  in  A  einen  ebenen 

,^/y''  Spiegel  BB^  80  auf,  dass  durch  ihn  die  Sonnen- 

/^y'^  strahlen  SA  nach  T  geworfen  werden.   Dieses 

/o''  ist  bekanntlich  nach  dem  Refiexionsgesetze 

TD  /^'  ^  der  Fall,  wenn  die  Ebene  des  Spiegels  recht- 

\jr  ^.  winklig  ist  anf  der  Ebene   8  AT  und  wenn 

^Yy.»«-.-.-.--::::::"^^^^^  T      die    Winkel    SAB    und    TAB    einander 

V  jf"        gleich  sind. 

D»  Da  die  Sonne  einen  scheinbaren  Durch- 

messer S' AS'  von  etwa  Vg®  hat,  so  sendet 
der  Heliotropenspiegel  BB'  einen  Lichtkegel  VA  T"  von  ebenfalls  etwa  1/2**  Öffnung 
aus,  und  ein  entfernter  Punkt  T  bekommt  Licht,  wenn  er  nur  wenigstens  innerhalb 
dieses  Strahlenkegels  föUt,  ohne  gerade  von  der  Axe  A  T  des  Kegels  getroffen  zu 
werden. 

Dieser  Umstand  ist  fQr  die  Anwendung  des  Heliotrops  in  zweifacher  Beziehung 
günstig;  erstens  ist  infolge  hievon  bei  der  Einstellung  des  Instruments  keine  grosse 
Genauigkeit  erforderlich,  und  zweitens  kann  eine  Einstellung  während  der  Dauer  von 
nahezu  1  Minute  beibehalten  werden,  obgleich  sich  während  dieser  Zeit  die  Sonne  um 
einen  merkbaren  Bogen  bewegt  (1  Zeitminute  entspricht  einer  Sonnenbewegung  von 
15').  Das  fortgesetzte  Einstellen  des  Heliotrops,  entsprechend  der  Sonnenbewegung, 
kann  zwar  durch  mechanische  Mittel   (Heliostat)  erzielt  werden,  doch  hat  man  bei 
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TriangalieniDgen  bis  jetzt  im  aUgem einen  das  fortgesetzte  Richten  durch  einen  Gehilfen 
Torgezogen,  weil  ein  solcher  Gehilfe  zur  Bedienung  des  Instruments  ans  anderen  Gründen 
ohnehin  notwendig  ist. 

Nach  dieser  allgemeinen  Darlegung  wollen  wir  auf  die  Beschreibung  verschie- 
dener Heliotrope  im  einzelnen  eingehen,  und  zwar  wollen  wir,  aus  geschichtlicher 
Rücksicht  mit  einem  Werkzeuge  beginnen,  welches  jetzt  kaum  noch  gebraucht  wird: 


L  Da»  Sextanten-Heliotrop  von  Gauss  (^  Vice-Heliotrop*). 

Dasselbe  wird  zuerst  von  Gauss  in  einem  Briefe  an  Schumacher  in  den  astr. 
Nachr.  1.  Band,  S.  106  (Februar  1822)  kurz  erwähnt.  Weiteres  hierüber  geben  die 
Mitteilungen  von  Hauptmann  Gäde  in  der  „Zeitschr.  f.  Vcrra.*  1885,  S.  125. 

Hiemach  fiel  die  Erfindung  des  Sextanten-Heliotrops  in  die  Zeit  der  Ausführung 
des  eigentlichen  Gauss  sehen  (Spiegelkreuz-)  Heliotrops,  das  wir  nachher  (S.  34—35) 
beschreiben. 

Gauss  schreibt  (vgl.  .Zeitschr.  f.  Verm.*  1885,  S.  125):  „Noch  vor  dessen  (des 
eigentlichen  Heliotrops)  Vollendung  war  ich  auf  die  Idee  gekommen,  einen  blossen 
Spiegelsextanten  zu  einer  Art  Yice-Heliotrop  einzurichten^  freilich  viel  unvollkommener, 
als  jenes  Instrument  selbst,  aber  doch  bei  geschickter  Behandlung  gleichfalls  brauchbar.*' 

Flg.  2.    Sextant.  Fig.  3     Sextanten -Heliotrop. 


Die  Theorie  dieses  , Vice- Heliotrops"  erklärt  sich  an  Fig.  2.  und  Fig.  3.,  bei 
welchen  wir  die  Sextantentheorie  selbst  als  bekannt  voraussetzen  (vgl.  Jordan,  Grund- 
züge der  astronomischen  Zeit-  und  Orts-Bestimmung,  Berlin  1886,  S.  155  und  S.  175). 

In  Fig.  2.  ist  {S)  die  Sonne  und  A  der  Zielpunkt,  welcher  Licht  erhalten  soll, 
Fig.  2.  zeigt  also  diejenige  Sextanten  Stellung,  welche  zur  Messung  des  Winkels  a 
zwischen  A  und  {S)  erforderlich  ist.  Der  Sextant  wird  hiebei  auf  einem  festen  Stativ 
gebraucht,  und  nachdem  die  Einstellung  Fig.  2.  gemacht  ist,  wird  die  Alhidade  um 
den  doppelten  Schärfungswinkel,  d.  h.  um  2  j^  vorwärts  gedreht  (Fig.  3.),  worauf  man 
erwarten  darf,  dass  das  am  grossen  Spiegel  S  reflektierte  Sonnenbild  {S')  nun  in  die 
Richtung  iß')  parallel  8A  geworfen  wird. 

Um  dieses  nach  Fig.  2.  und  Fig.  3.  einzusehen,  hat  man  sich  des  allgemeinen 
Sextanten-Reflexions-Gesetzes  zu  erinnern,  dass  eine  Spiegeldrehung  (oder  Alhidaden- 
drehung)  um  den  Winkel  ß  an  dem  reflektierten  Strahl  sS,  bzw.  «(S)  eine  Drehung 
um  den  doppelten  Betrag  von  j5,  also  um  2ß,  erzeugt,  oder  es  wird  in  Fig.  3.  der 
Winkel  5  «(5')  =  2/3,  wie  auch  daselbst  eingeschrieben  ist,  und  damit  wird  s(S') 
parallel  F  A,  was  mau  haben  will. 

Jordan,  Handb.  d.  Yermessnngslrande.    4.  Anfl.    III.  Bd.  8 
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Flg.  4. 
GrandsAtK  des  Gauu  sehen  Heliotrops. 


Flg.  5. 

Ansicht  des  Gauss  sehen  Heliotrops. 

(Massstab  etwa  1  :  8). 


IL  Das  SpiegeUareuZ' Heliotrop  von  Gauss. 

Dieses  ist  das  Instmment,  welches  von  Gauss  im  Jahr  1821  erfanden  wnrde. 
Eine  Beschreibung  desselben  wurde  von  Gauss  im  5.  Bande  der  astr.  Nachrichten, 
8.  329—334  (Februar  1827)  nebst  Zeichnungen  gegeben. 

In  Pig.  4.  haben  wir  den  Grund- 
satz und  in  Fig.  5.  die  äussere  Ansicht 
des  Gauss  sehen  Heliotrops.  Wir  haben 
zwei  ebene,  rechtwinklig  gekreuzte 
Spiegel  BB'  und  CC,  welche  vor 
einem  Femrohr  F  so  angebracht  sind, 
dass  die  gemeinsame  Spiegelaze  AA' 
rechtwinklig  zur  Femrohraxe  ist,  und 
sich  in  Fig.  4.  als  ein  Punkt  A  zeigt. 
Ein  Ton  der  Sonne  S  herkommender 
Lichtstrahl  SA  wird  nun  von  dem 
einen  grösseren  Spiegel  B  B'  vorwärts 
nach  T  reflektiert,  und  von  dem 
zweiten  kleineren  Spiegel  CC  rück- 
wärts nach  F  in  das  Femrohr;  und 
wegen  der  rechtwinkligen  Kreuzung 
beider  Spiegel  ist  T  A  F  eine  un- 
gebrochene Gerade. 

Die  technische  Ausführung  des 
Gauss  sehen  Heliotrops  zeigt  Fig.  5., 
wobei  im  wesentlichen  dieselben  Buch- 
staben-Bezeichnungen wie  in  Fig.  4. 
angewendet  sind.  Der  grosse  Spiegel 
BB'  erscheint  in  Fig.  5.  in  2  Teile 
-Ö  und  B'  zerlegt,  deren  Ebenen  je- 
doch zusammen  fallen.  Der  Spiegelapparat  wird  mit  dem  Femrohr  verbunden,  und 
das  Femrohr  muss  dann  um  seine  Axe  drehbar  sein. 

Die  Anwendung  besteht  in  Folgendem :  Man  richtet  das  Femrohr  für  sich  allein 
nach  dem  entfernten  Punkt  T,  welcher  Licht  erhalten  soll,  und  zwar  hat  man  hiebei 
den  kleinen  Spiegel  C  parallel  der  Femrohraxe  zu  stellen,  so  dass  er  zwar  einen  Teil 
des  Objektivs  verdeckt,  aber  immer  noch  genügend  Licht  auf  dasselbe  fallen  lässt. 
Von  da  an  bleibt  das  Femrohr  in  seiner  Richtung  unverändert,  und  es  wird  vor  das 
Okular  desselben  eine  Sonnenblendung  vorgeschoben.  Nun  stellt  man  zuerst  die  Spie- 
gelaxe A  A'  rechtwinklig  zu  der  Ebene  SAT  von  Fig.  4. ,  und  zwar  beurteilt  man 
dieses  darnach,  dass  eine  Scheibe  E  (Fig.  5.),  welche  auf  der  Axe  AA'  rechtwinklig 
aufgesteckt  ist,  keinen  Flächenschatten  wirft,  sondern  im  Sonnenschatten  als  Linie 
erscheint  Sobald  nämlich  eine  zu  A  A!  rechtwinklige  Ebene  keinen  Schatten  mehr 
wirft,  kann  man  durch  Drehen  der  Spiegel  um  die  Axe  A  A'  ein  Sonnenbild  im  Fem- 
rohr zum  Vorschein  bringen,  und  das  Heliotrop  ist  dann  gerichtet. 

Was  die  Prüfung  und  Berichtigung  des  Apparates  betrifft,  so  hat  Gauss  selbst 
im  5.  Band  d.  astr.  Nachr.  S.  329—334  dieselbe  sehr  ausführlich  behandelt  und  zwar 
mit  Unterscheidung  von  folgenden  8  Forderangen: 
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1.  2.  Die  Absehlinie  des  Fernrohrs  soll  mit  der  Drehaxe  des  Fernrohrs  zasammen> 
fidlen  (oder  wenn  das  Femrohr  fest  und  der  Spiegelapparat  um  das  Femrohr 
drehbar  ist,  soll  die  Absehlinie  des  Fernrohrs  mit  der  Drehaxe  des  Spiegel- 
apparate Zusammenfallen). 
3.  Die  Drehaxe  A  A*  (Fig.  5.)  der  Spi^el  soll  rechtwinklig  zur  Femrohr> 
axe  sein. 
4.  5. 6.  Die  Ebenen  der  Spiegel  sollen  parallel  dieser  Drehaxe  A  A*  sein. 

7.  Die  beiden  Bestandteile  B  und  B*  (Fig.  5.)  des  grossen  Spiegels  sollen 
parallel  sein. 

8.  Die  Ebene  des  grossen  Spiegels  und  die  Ebene  des  kleinen  Spiegels  sollen 
rechtwinklig  zn  einander  sein. 

Die  Aosfühmng  wird  so  gemacht: 
1.2.  Centrierang  des  Fernrohrs  wie  bei  einem  Nivellier-Instrument. 
X  A  A!  rechtwinklig  zur  Femrohr- Axe,  wird  von  Ganss  mit  Hilfe  einer  ange> 

hängten  Libelle  gemacht,  woranf  wir  hier  nicht  weiter  eingehen. 
4.  5.  6. 7.  Kann  nötigenfalls  rein  änsserlich,  durch  angelegte  Lineale  nnd  rechte  Winkel 

untersucht  werden. 
8.  Die  Hauptforderang,  ob  die  beiden  Spiegel  gegenseitig  rechtwinklig  sind, 

kann  man  dadurch  erfflllen,  dass  man  die  beiden  Spiegel  zusammen  wie  ein 

Spiegelkreuz  oder  Prismenkreuz  beim  Feldmessen  behandelt  (vgl.  Band  II. 

4.  Aufl.  1895,  S.  35  und  S.  38). 

Zu  der  Heliotrop-Prüfung  schrieb  Mechaniker  Meyerstein  im  Januar  1876  im 
87.  Band,  Nr.  2080,  der  astr.  Nachrichten  folgendes: 

,Dle  Methode,  welche  Gauss  zur  Berichtigung  des  für  die  Geodäsie  so  wichtigen 
Instrumentes  im  5.  Bande  der  astr.  Nachr.  angegel^n  hat,  lässt  bekanntlich  im  Resul- 
tate nichts  zu  wünschen  übrig.  Soll  aber  dieses  Resultat  erzielt  werden,  so  ist  es  nur 
durch  eine  so  grosse  Sorgfalt  möglich,  mit  welcher  Gauss  diese  Berichtigung  vornahm, 
welche  aber  einen  sehr  bedeutenden  Zeitaufwand  erfordert.  Diese  letzte  Bemerkung 
hat  der  selige  Gauss  mir  gegenüber,  indem  ich  ihm  bei  der  Berichtigung  der  Helio- 
trope sehr  häufig  assistierte,  oft  gemacht.*  Mejerstein  giebt  dann  eine  andere  Prüfungs- 
methode  mit  einem  Hilfsfemrohr,  das,  mit  beleuchtetem  Fadenkreuz,  auf  das  Heliotropen- 
Femrohr  eingerichtet  wird. 

Es  ist  hiezu  auch  über  einige  Bemerkungen  zu  berichten,  welche  von  Helmert 
in  dem  Berichte  über  die  wissenschaftlichen  Apparate  auf  der  Londoner  intemationalen 
Ausstellung  1876,  Berlin  1878,  S.  165  ff.  zu  dem  Gauss  sehen  uud  zu  anderen  Helio- 
tropen gemacht  hat.  Für  das  G^usssche  Heliotrop  findet  Helmert  den  Einstellfehler 
z/  =  2  VT^^t-^,  wenn  f  die  Neigung  der  Spiegelaxe  in  der  Ebene  der  Femrohraxe 
und  b  der  Fehler  in  der  Rechtwinkligkeit  der  beiden  Spiegel  ist;  es  wirkt  also  auch 
f  als  Grosse  erster  Ordnung. 

Da  das  Gauss  sehe  Heliotrop  nur  noch  historisches  Interesse  hat,  und  in  der 
Anwendung  namentlich  durch  das  Bertram  sehe  Heliotrop  ersetzt  ist  (s.  u.  S.  37  und  38) 
schliessen  wir  damit  ab. 

lll.  Das  Heliotrop  von  Sieinheü, 

Auch  dieses,  zuerst  in  Schumachers  astr.  Jahrbuch  1844,  S.  13  beschriebene 
Instrumentchen  ist  praktisch  kaum  von  Bedeutung,  doch  lohnt  die  sinnreiche  Einrichtung 
wohl  eine  kurze  Beschreibung: 

Der  Spiegel  B B'  hat  in  der  Mitte  bei  A  eine  unbelegte  Stelle,  so  dass  die 
von  S  herkommenden  Sonnenstrahlen  durchgehen,  und  auf  eine  hinter  dem  Spiegel 
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angebrachte  SammeUinse  L  fallen  können.  Diese  Linse  L  erzeugt  ein  Sonnenbild  in  CV 
inrelches  durch  eine  matte  Fläche  aufgefangen  wird.  Das  Sonnenbild  in  C  sendet  seiner- 
seits wieder  Strahlen  zurftck  nach  der  Linse  L,  welche  von  da  wieder  parallel  aus- 
treten, auf  die  unbelegte  Eückseite  des  Spiegels  in  A  fallen,  und  nach  0  zurdckge- 
worfen  werden.  Lifolgedessen  sieht  das  Auge  0  ein  mattes  Sonnenbild  in  der 
Richtung  A  T.  Die  nach  0  gelangenden  Sonnenstrahlen  machen  hiemach  folgenden  Weg : 
S ALC,  dann  zurdck  C L  A  und  reflektiert  nach  0. 

Fig.  6.  Flg.  7. 

Grundsatz  de«  SteinheU  sehen  Heliotrops,  Ansicht  des  SteinheÜ  sehen  Heliotrop«. 

8=  Sonne,  T  =  Zielpunkt.  (MssssUb  ungefähr  1 :2.) 


Andererseits  werden  die  von  iS  auf  den  belegten  Teil  der  Spiegelfläche  B  B' 
fallenden  Strahlen  in  der  Richtung  A  T  vorwärts  reflektiert ,  und  daraus  giebt  sich 
folgende  Anwendung: 

Das  Instrument  wird  unter  BenGtzung  eines  Qelenkes  bei  C  Fig.  7.  so  gestellt,  dass 
die  Linse  L  durch  die  unbelegte  Stelle  bei  A  Sonnenlicht  erhält.  Dann  zielt  das 
Auge  0  hinter  dem  Spiegel  durch  die  Öfifnung  A  nach  dem  Zielpunkt  T,  welcher 
Licht  erhalten  soll,  und  der  Spiegel  wird  teils  im  Kugelgelenk  C,  teils  um  seine 
durch  A  gehende  Axe  so  gedreht,  dass  in  der  Richtung  .^  7  das  oben  erwähnte  matte 
Sonnenbild  erscheint. 

IV,  Das  Heliotrop  von  Bertram. 

Diese  einfache  Vorrichtung,  welche  keine  Prüfung  und  Berichtigung  braucht, 
und  ohne  Femrohr  von  jedem  Gehilfen  bedient  werden  kann,  ist  zur  Zeit  die  am 
meisten  gebrauchte. 

Das  Instmment  wird  zuerst  von  Bessel  in  der  «Gradmessung  in  Ostpreussen* 
S.  65  erwähnt  mit  den  Worten:  «Die  benützten  Heliotrope  waren  teils  von  der  Ein- 
richtung, welche  der  Erfinder  (Cktuss)  dieser  unschätzbaren  Methode  ihnen  gegeben  hat, 
teils  waren  sie  von  einer  sehr  leicht  ausfahrbaren  Konstruktion,  welche  von  Herrn 
Ingenieur-Geographen  Bertram  herrührt.*  Die  erste  Beschreibung  und  Zeichnung  dieses 
Bertramschen  Heliotrops  findet  sich  in   General  Baeyers  «Küstenvermessung*  S.  52 
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bis  53  und  Tafel  HL  (Über  den  Urheber  der  Erfindung  wurde  eine  Erörterung  ge- 
führt von  Nagel  bzw.  Baeyer,  „Zeitschr.  f.  Verm."  1878,  S.  34  und  von  Bertram  selbst 
S.  193.) 

Wir  geben  im  Nachfolgenden  zwei  Zeichnungen   des  Bertramschen  Heliotrops. 

Flg.  8. 

Bertram  Bcbes  Heliotrop,  altere  Anordnung. 

Maisstab  1:5. 


Die  Konstruktion  des  Bertram  sehen  Heliotrops  beruht  auf  dem  einfachen  Grund- 
gedanken, dass  ein  entfernter  Punkt  Z  dann  Licht  durch  einen  Spiegel  H  erhält, 
wenn  ein  Zwischenpunkt  E,  welcher  sich  auf  der  Ziellinie  HZ  befindet,  von  der  Licht- 
linie getrofifen  wird. 

In  Fig.  8.  ist  G^  (r  der  Spiegel,  welcher,  wie  immer,  so  gestellt  wird,  dass  seine 
Ebene  rechtwinklig  ist  auf  der  Leuchtebene  S  HZ,  wobei  S  die  Sonne,  H  die  Spiegel- 
mitte und  Z  der  entfernte  Punkt  ist,  welcher  Licht  erhalten  soll,  und  dass  die  Strahlen 
SH  und  HZ  gleiche  Winkel  mit  der  Spiegelebene  machen. 

Der  Spiegel  6^6^  hat  in  der  Mitte  ein  kleines  Loch  H,  welches  zwei  Zwecken 
dient,  wie  wir  nachher  sehen  werden. 

Der  Holzrahmen  AA,  waf  welchem  rechts  der  beschriebene  Spiegel  drehbar  an- 
gebracht ist,  trägt  auf  der  anderen  Seite  links,  durch  Vermittlung  der  Säule  Z>,  ein 
kleines  Bohr  E  in  gleicher  Hohe  mit  der  Spiegelmitte  H,  Im  Innern  dieses  Rohres 
ist  ein  Fadenkreuz  E  angebracht,  welches  in  Verbindung  mit  dem  Okularloche  H  des 
Spiegels  als  Diopter  zum  Anzielen  eines  entfernten  Punktes  Z  dient. 

Nachdem  dieses  geschehen  ist,  wird  links  am  Ende  der  Bohre  E  eine  Klappe 
F,  welche  vorher  geOflEnet  (in  der  Lage  F*)  war,  vor  die  Öffnung  gebracht,  und  nun 
muss  der  Spiegel  G  so  gestellt  werden,  dass  sein  Licht  auf  die  Innenseite  der  ge- 
nannten Klappe  F  Wlt ,  und  genauer  noch  so ,  dass  die  Klappe  im  allgemeinen  hell 
ist,  in  der  Mitte  aber  einen  dunkeln  Fleck  zeigt,  herrührend  von  dem  nicht  reflektie- 
renden Loche  H  in  der  Spiegelmitte. 

Das  Loch  H  in  der  Spiegelmitte  dient  also  zwei  verschiedenen  Zwecken :  erstens 
ist  es  Oknlar  beim  Zielen  längs  der  Geraden  H  E,  und  zweitens  dient  es  zur  Bezeich- 
nung der  lAc\i\mitte.  Die  Bewegung  des  Spiegels  wird  in  horizontalem  und  vertikalem 
Sinn  bei  K,  X,  üf,  N  gehandhabt. 

Die  zwei  Schrauben  C  und  B  dienen  zum  Centrieren  und  zum  Einstellen  nach 
der  Höhe.    (Altere  Konstruktion  Fig.  8.) 
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Hilfsspiegel  (Q  Fig.  9.). 

Wenn  die  SonDenstrahlen  sehr  schief 
auf  einen  Heliotropenspiegel  auffallen,  wel- 
cher nach  dem  entfernten  Punkte  Licht  sen- 
den soll,  so  wird  dieses  Licht  sehr  schwach 
(es  ist  üherhanpt  immer  nnr  die  Projektion 
der  Spiegelfläche  anf  eine  Ebene  rechtwinklig 
zur  Strahlenrichtong  als  wirksam  zu  betrach- 
ten). In  diesem  FaUe  hilft  man  sich  dadurch, 
dass  man  das  Sonnenlicht  znerst  mittelst 
eines  günstig  gestellten  Hilfisspiegels  (G  Fig.  9.) 
auffängt  und  durch  dessen  Vermittlung  dem 
eigentlichen  Heliotropenspiegel  zuführt  Das- 
selbe ist  notwendig,  wenn  der  Heliotropen- 
spiegel im  Schatten,  z.  B.  im  Innern  eines 
Turmes,  steht. 

Fig.  9.  giebt  eine  Darstellung  des 
Bertramschen  Heliotropes  in  neuerer  An- 
ordnung, wie  sie  zur  Zeit  bei  der  trigonomet- 
rischen Abteilung  der  Landesaufnahme  im 
Gebrauch  ist. 

A  Holzrahmen,  52*^  lang,  10«*  breit, 
B  Leuchtspiegel,  8,2^  lang,  8,2^  breit, 
G  Hilfsspiegel  bei  ungünstiger  Son- 
nenstellung U.  S.  W.,  8.  O.), 
R   Yorsteck-Rahmen    für   das    grüne 
Glas   h"    (selten   gebraucht,    vgl. 
Gitterblenden  S.  40), 
C  ObjektiYdiopter  mit  Fadenkreuz  d 
und  Leuchtröhre  e  (in  der  Neben- 
figur rechts  ist  e  aufgeschlagen), 
f  Axenschraube    zum    unmittelbaren 

Oentrieren  über  Holz, 
h,  Hchenstellschraube, 
D  Leuchtaxe  mit  Schlüssel  E  zum 
schärferen  Centrieren  statt  f 
(unterhalb  D  kommt  die  hier 
nicht  mehr  dargestellte  «Leucht- 
schraube**). 


F.  Das  Heliotrop  von  Reite, 

Dieses  ist  im  wesentlichen  auf  dasselbe  Prinzip  gegründet  wie  das  Bertram  sehe, 
es  wird  aber  im  Gegensatz  zu  letzterem  in  Verbindung  mit  einem  Fernrohr  gebraucht. 

Das  Instrument  besteht  im  wesentlichen  in  einer  Verbindung  von  zwei  Spiegeln 
mit  einem  Femrohre.  Der  grosse  Spiegel  A  lässt  sich  in  jede  beliebige  Lage  bringen 
und  reflektiert  das  Sonnenlicht  nach  dem  entfernten  Zielpunkt.  Bei  a  ist  die  Folie 
des  Spiegels  A  abgenommen,  der  kleine  Spiegel  B  ist  rechtwinklig  zur  Fernrohraxe, 
h  und  c  sind  die  Richteschrauben  zur  Erzielung  dieser  rechtwinkligen  Lage. 

In  Fig.  11.  (s.  S.  39)  sind  die  beiden  Spiegel  A  und  B  gezeichnet  nebst  dem 
Ring  i?,  welcher  durch  Vermittlung  von  3  Schrauben  Si  8^  S^  zur  Befestigung  des 
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Apparates  an  der  ObjektivfassaDg  eines  Femrohrs  dient.    Der  grosse  Spiegel  A  ist 
in  Fig.  11.  parallel  der  Femrohraxe  gestellt  (wie  er  beim  Gebrauch  nicht  steht). 


Fig.  10. 
Grundsatz  des  Reitz  sehen  Heliotrops. 


Em  zu  Anfang  angezielter,  also  in  der  ^*^  ^'' 

r,  1.  ,.  ,      T»     » X       i-ii^T...  Ansiclit  des  Beltz  sehen  HeUotrops. 

Femrohraxe  hegender  Punkt  erhält  Licht  von 
dem  grossen  Spiegel  A^  wenn  im  Fernrohr 
(nach  Vorschieben  eines  Blendglases)  ein  Son- 
nenbild  gesehen  wird,  das  durch  den  kleinen 
Spiegel  B  ins  Femrohr  zurückgeworfen  wird. 
Die  Sonnenstrahlen,  welche  nach  dem  ent- 
fernten Punkt  gesendet  werden,  machen  also 
den  Weg  von  der  Sonne  zum  grossen  Spiegel 
A^  und  von  da  an  dem  kleinen  Spiegel  B 
vorbei  zu  dem  Zielpunkt ;  ein  Teil  der  Strah- 
len aber,  welche  von  dem  grossen  Spiegel  A 
ausgehen,  trifft  den  kleinen  Spiegel  By  und  wird  von  diesem  zurück  ins  Fernrohr  ge- 
bracht. 

Wenn  der  Apparat  richtig  wirken  soll,  so  muss  die  Ebene  des  kleinen  Spiegels 
B  rechtwinklig  zur  Femrohraxe  sein.  Zur  Prüfung  und  Berichtigung  giebt  Rtiiz 
folgendes  Verfahren  an: 

Man  richtet  das  Fernrohr  auf  einen  nahen  (etwa  10"  entfernten)  Gegenstand, 
and  dreht  den  grossen  Spiegel  A  so,  dass  das  Sonnenbild  sichtbarlich  auf  denselben 
Gegenstand  fällt.  Man  stellt  dann  das  Okular  auf  unendliche  Entfernung  ein.  Sieht 
man  nun,  nachdem  ein  Sonnenglas  vorgeschoben,  in  das  Femrohr,  so  lässt  sich  durch 
Drehung  der  Richteschrauben  &  und  t  das  Sonnenbild,  welches  von  B  reflektiert  wird, 
in  das  Gesichtsfeld  des  Femrohres  bringen.  Geschieht  dies,  so  sieht  man  zugleich  im 
Gesichtsfelde  auch  das  von  B  reflektierte  Spiegelbild  des  Fadenkreuzes,  welches 
nun  durch  die  Schrauben  h  und  c  zur  Deckung  mit  dem  Fadenkreuz  selbst  gebracht 
wird. 

Die  Thatsache,  dass  man  am  Fadenkreuz  des  Fernrohrs  ein  Bild  dieses  Faden- 
kreuzes selbst  wahrnimmt,  erklärt  sich  dadurch,  dass  bei  der  Einstellung  des  Fernrohrs 
auf  Unendlich,  die  vom  Fadenkreuz  nach  dem  Objektiv  gehenden  Strahlen  nach  der 
Brechung  parallel  austreten,  und  nach  der  Beflexion  durch  den  kleinen  Spiegel  B  auf 
ihrem  eigenen  Wege  wieder  zurückkehren.  Zugleich  wird  durch  eben  diesen  kleinen 
Spiegel  B  so  viel  Licht  auf  das  Fadenkreuz  geworfen,  dass  die  beschriebene  Bild- 
erzeugung überhaupt  wahrnehmbar  wird. 

Ein  ähnliches  Instrument  >viirde  von  Reitz  beschrieben  in  der  «Zeitschr.  f.  InBtrumenten- 
kunde*.  1881, 8.  838—840.  In  derselben  Zeitschrift  1888,  S.  265-268  giebt  Reitz  auch  die  Beschreibung 
nnd  Zeichnung  eines  .Perihellotrops",  welches  rings  umher  zeitweise  Jedem  Punkte  des  Horizontes 
einen  Blitz  reflektierten  Sonnenlichtes  zusendet. 
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VL  Amfrikanisches  Heliotrop. 


Fig.  12. 
Amerlkanisohes  Heliotrop. 


Zum  Schluss  geben  wir 
noch  in  Fig.  12.  die  Zeichnung 
eines  amerikanischen  Heliotrops 
nach  der  Beschreibang  and  Zeich- 
nung des  Werkes :  »The  final  re- 
Bolts  of  the  triangalation  of  the 
New-York  State  survey  n.  s.  w. 
Albany  1887«  &  127. 

Wie  Fig.  12.  zeigt,  besteht 
das  Instrument  aus  einem  Fern- 
rohr 0  F  mit  angesetztem  Spie- 
gel 8  und  2  Bingen  A  und  B,  Der 
Spiegel  soll  sein  Licht  in  der 
Axe  der  beiden  Binge  fortsenden 
und  dabei  muss  der  Schatten  des 
Ringes  A  den  Ring  B  decken. 
Ob  das  Ghinze  richtig  wirkt, 
wird  untersucht  durch  Leuchten  nach  einem  nahm  Zielpunkte,  indem  beobachtet  wird, 
ob  der  Punkt  richtig  Licht  erhält.  Dieses  Instrument  wird  namentlich  zu  Er- 
kundungszwecken angewendet. 


Heliotropen-  Telegraphie. 

Durch  Auf-  und  Zudecken  des  Spiegels  und  Verabredung  der  Aufeinanderfolge 
der  dadurch  erzeugten  Lichtblitze  wird  eine  einfache  Telegraphie  erzielt,  welche  zur 
Verständigung  zwischen  dem  Winkelbeobachter  und  dem  Heliotropisten  sehr  wich- 
tig ist. 

Regulierung  der  Lichtstärke. 

Da  das  Heliotropenlicht  unter  verschiedenen  Umständen  sehr  verschieden  stark 
ist,  muss  man  ein  Mittel  haben,  nacli  Bedarf  das  Licht  zu  verstärken  oder  namentlich 
zu  schwächen.  Die  Verstärkung  des  Lichtes  kann  durch  Anwendung  eines  grösseren 
Spiegels  oder  durch  günstigere  Stellung  eines  Hilfsspiegels  erzielt  werden.  Die  Ver- 
kleinerung des  Lichtes  machte  man  früher  auch  am  Heliotrope  selbst  durch  teilweises 
Decken  des  Spiegels,  oder  durch  Vorsetzen  farbiger  Gläser  u.  s.  w.  Das  hat  aber 
namentlich  den  Obelstand,  dass  die  Lichtänderung  vom  Theodolite  aus  umständlich 
durch  Heliotropen-Telegraphie  befohlen  werden  muss. 

In  neuerer  Zeit  ist  ein  viel  einfacheres  und  besseres  Mittel  der  Lichtschwächung 
im  Gebrauch,  welches  am  Theodolit  selbst  gehandhabt  wird,  nämlich  das  Vorsetzen 
von  Oitterblenden,  bestehend  aas  mehreren  Lagen  eines  losen  Gewebes,  wie  Flortuch, 
Musselin  u.  s.  w.  (farbige  Gläser  dürfen  vor  jiem  Theodolit  nicht  angewendet  werden 
wegen  der  Gefahr  der  Lichtablenkung).  Professor  Bruns  berichtet  hierüber  in  der 
«Zeitschr.  f.  Instrumentenkunde*  1883,  S.  808  mit  der  Bemerkung,  dass  dieses  Mittel 
schon  vor  einem  halben  Jahrhundert  in  der  astronomischen  Praxis  Anwendung  ge- 
funden hat. 
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Dauer  der  Hdiotrop-Lichter. 

Die  Winkelmessnng  nach  Heliotrop-Lichtern  ist  nur  während  eines  beschränkten 
Teiles  eines  Tages  möglich,  etwa  von  3  Uhr  Nachmittags  bis  Sonnen-Untergang,  aus- 
nahmsweise auch  unmittelbar  nach  Sonnen-Aufgang.  Vormittags  und  unmittelbar  nach 
Mittag  ist  die  Messung  auf  weite  Entfernung  nicht  möglich  wegen  des  Schwirrens 
and  der  Unruhe  der  Bilder. 

Da  auch  in  der  gflnstigen  Tageszeit  noch  viele  Zeit  verloren  geht  wegen 
mangelnden  Sonnenscheins,  so  ist  die  Winkelmessung  nach  Heliotrop-Licht  eine  lang- 
wierige Arbeit  Nach  einer  von  der  Landesaufnahme  angestellten  Yergleichung 
(»Zeitschr.  f.  Verm.*  1879,  S.  111)  ist  die  mittlere  Leistung  fftr  1  Tag  und  1  In- 
strument nur  etwa  zwischen  12  und  17  Einstellungen  (in  je  zwei  Lagen). 

NachUBeöbaehiungen, 

Man  ist  in  neuerer  Zelt  wieder  teilweise  von  der  SigntlitieniDg  doroh  Heliotrope  zur  An- 
wmdang  DäohtUcber'  Lampensignale  zurückgekommen.  Im  Generslberioht  d.  Eur.  Qr.  f.  1875, 
S.  140—150  wird  von  Perrler  eine  .Etüde  compsrative  des  observations  de  jonr  et  de  nuif  mit- 
geteilt, welche  den  Nacht-Beobachtungen  den  Vorzug  giebt. 

Die  elektrische  Naoht-Slgnalislerung  zwischen  Spanien  und  Algier  haben  wir  bereits  auf 
Seite  22—23  erwähnt 

Eine  Abhandlung:  ,Dle  Winkelmessungen  bei  Tage  und  belNachf*  von  W.  Werner  Ist  in  der 
.Zeitschr.  tui  Instrumentenknnde*  1888,  S.  225—287  erschienen. 

§•  5.    Anordnung  der  Winkelmessnng, 

Die  Winkelmessung,  das  wichtigste  Element  der  Triangulierong,  ist  in  ihrer 
Anordnung  durch  zwei  wesentlich  verschiedene  Umstände  bedingt,  erstens  durch  die 
mechanischen  und  optischen  Verhältnisse  des  Messens  selbst,  und  zweitens  durch  die 
Aosgleichnng. 

In  geschichtlicher  Beziehung  hat  sich  die  Winkelmessung  für  Triangulierung 
etwa  so  entwickelt: 

Schon  vor  der  Anwendung  des  Fernrohrs  konnte  man  an  geteilten  Kreisen  von 
grossem  Halbmesser  Winkel  auf  etwa  1'  genau  messen  {SnelliiM  1615,  vgl.  unsere 
Einleitung  S.  5),  bald  stieg  die  Genauigkeit  so,  dass  man  einzelne  Sekunden  in  Rech- 
nung nahm. 

Das  im  vorigen  Jahrhundert  von  Tobias  Mayer  in  Gottingen  erfundene  und 
von  den  Franzosen  weiter  entwickelte  Verfahren  der  Repetitions-Messung  mit  Nonien- 
ablesung  galt  bis  zur  Mitte  dieses  Jahrhunderts  im  allgemeinen  als  das  beste  und  die 
Genauigkeit  stieg  auf  1".  /^ 

Das  Wesentlichste  über  Repetitions-Messung  haben  wir  schon  in  unserem 
n.  Bande  «Handb.  d.  Verm."  4.  Aufl.  1893  §  72  mitgeteilt,  zugleich  sei  über  die 
hannoverschen  Repetitions-Messungen  von  Gauss  verwiesen  auf  Gäde,  „Zeitschr.  f. 
Verro.*  1885,  S.  121  und  205  und  „Zeitschr.  f.  Verm.«  1882,  S.  431.  Über  den  älteren 
•cercle  r^p^iteur*,  vgL  Jordan,  Grundzüge  der  astr.  Zeit-  und  Ortsbestimmung,  Berlin 
1885,  S.  219  und  S.  206.  Eine  neuere  gründliche  Arbeit  hiezu  ist:  Über  das  Mit- 
schleppen des  Limbus  und  verwandte  Fehler  bei  Repetitionstheodoliten,  von  Friebe, 
.Zeitschr.  f.  Verm.*  1894,  S.  333—348. 

Struve  und  Bessel  gingen  etwa  1820—1830  zur  »Richtungs-Messung*  über, 
welche  später  mit  Mikroskop-Ablesung  (etwa  seit  1840,  vgl.  Küsten- Vermessung  S.  51) 
weiteste  Verbreitung  fand.    Man  nahm  möglichst  viele  Sichten  in  einen  Satz  zusammen 
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and  wiederholte  die  Sätze  mit  verstelltem  Limbos.  In  neuester  Zeit  ist  die  reine 
yWinkelmessimg*  (mit  nnr  ztcei  Sichten  in  einem  Satze)  mit  Vorteil  angewendet 
worden. 

Nach  dieser  allgemeinen  Übersicht  wollen  wir  einzelne  Verhältnisse  näher  be- 
trachten: 

Riehtungs-Messungen . 

Die  Messung  von  möglichst  vollen  Sätzen,  wie  man  sie  im  einzelnen  Falle 
bekommen  kann,  wurde  von  Bessel  bei  der  Gradmessung  in  Ostpreussen  angewendet 
und  seitdem  Jahrzehnte  lang  fortgesetzt.    Bessel  schreibt  (Gr.  in  Ostpr.  S.  69): 

»Wenn  man  immer  aXU  auf  einem  Dreieckspunkt  zu  beobachtende  Richtungen 
hätte  einstellen  können,  so  würde  das  Resultat  aller  daselbst  gemachten  Beobachtungen 
ganz  einfach  das  Mittel  aus  allen  Ablesungen  jeder  Richtung  gewesen  sein.  Dieses 
war  aber  sehr  selten  möglich;  man  musste  sich  auf  die  Beobachtung  derjenigen  Punkte 
beschränken,  welche  gerade  sichtbar  waren  und  nicht  zu  unruhig  erschienen*. 

Für  die  Messungen  selbst  scheint  nun  ein  solches  Anpassen  an  die  umstände 
das  beste,  allein  die  Ausgleichungen  werden  dadurch  ungemein  verwickelt.  « 

Wir  können  heute  davon  absehen,  dass  es  mehrerer  Jahrzehnte  bedurft  hat, 
bis  die  formelle  Theorie  der  Ausgleichung  von  Triangulierungen  mit  solchen  unvoll- 
ständigen Satzbeobachtungen  fertig  gestellt,  und  unbestritten  anerkannt  war  (Bessel, 
Hansen,  Andrä  u.  A.  1884 — 1870,  man  vgl.  unseren  I.  Band  ,Handb.  d.  Verm.* 
4.  AufL  1895,  Kap.  II,  zusammenhängende  Entwicklung  aller  hierher  gehörenden 
Theorien).  Aber  auch  wenn  diese  Theorien  nun  vorliegen  und  die  ganze  Ziffemmenge 
mit  den  Co€fficienten  [aaj,  [aj3]  u.  s.  w.  berechnet  ist,  ist  sie  doch  in  sich  kaum 
konsequent  zu  nennen,  weil  die  mittleren  Fehler  nach  der  Ausgleichung  immer  grosser 
ausfallen,  als  vor  der  Ausgleichung,  wozu  noch  andere  Übelstände  kommen. 

NtdL-Marke. 

Um  die  vorerwähnten  Richtungs-Messungen  etwas  geschmeidiger  und  von  zu- 
fälligen Umständen  unabhängiger  zu  machen,  hat  man  in  jeden  Satz  einen  naheliegenden 
Zielpunkt,  welcher  gar  nicht  zu  der  Triangulierung  selbst  gebort,  aufgenommen. 

Über  dieses  Mittel  wurde  zuerst  von  Struve  (astr.  Nachr.  2.  Band,  1824,  S.  435) 
berichtet.  Die  Nullpunktsmarke  wurde  von  Struve  in  500  bis  1000*  Entfernung 
gesetzt;  sie  bestand  aus  einem  vertikalen  Rechteck  von  10"  Breite  und  20"  Hohe 
mit  weisser  Farbe  auf  schwarzem  Grunde  angelegt;  da  der  Vertikalfaden  des  Femrohrs 
6"  deckte,  so  blieb  links  und  rechts  von  dem  Rechteck  ein  Streifen  von  2"  Breite  übrig. 

Die  ausgedehnteste  Anwendung  fand  dieses  Mittel  der  Nullmarke  bei  den 
Triangulierungen  des  geodätischen  Instituts,  etwa  1870—1880,  namentlich  bei  dem 
«Rheinischen  Dreiecksnetz*;  es  hat  sich  aber  gefunden,  „dass  die  Beobachtungen  der 
Nullmarke  auf  den  Stationen  des  Rheinischen  Dreiecksnetzes  erheblich  schlechter  sind, 
als  die  der  übrigen  Objekte.    (»Zeitschr.  f.  Verm.*  1879,  S.  149.) 

Ein  Teil  dieser  Nullmarkenfehler  mag  jedenfalls  darin  liegen,  dass  die  Null- 
marken nicht  immer  in  genügend  gleicher  Hohe  mit  dem  Theodolit  angebracht  werden 
konnten;  wenn  indessen  eine  Nullmarke  unter  einem  starken  Neigungswinkel  erscheint, 
so  sollte  man  den  Horizontal -Axenfehler  (t  Umg  h  Band  H,  4.  Aufl.  1893,  S.  203) 
hiefür  in  Rechnung  bringen. 
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Winkdmessungen  in  allen  Kamhinationen, 

Dieses  Mittel,  welches  schon  von  Gauss  und  Gerling  als  Ideal  gepriesen  wurde, 
ist  von  General  Schreiber  etwa  seit  1871  angewendet  worden  und  bildet  jetzt  den 
Grundton  der  Haupttriangulierungen  der  Landesaufoahme. 

Die  Theorie  hiezu  haben  wir  bereits  in  unserem  I.  Bande,  gHandb.  d.  Yerro.'' 
4.  Aufl.  1895,  §  77  behandelt,  auch  alle  Citate  hiezu  gegeben. 

Hiernach  sind  die  Vorteile  der  Winkelmessung  in  allen  Kombinationen  doppelt: 
Erstens  werden  die  Messungen  selbst  so  genau  als  möglich,  durch  Beschränkung  auf 
kürzeste  Dauer  (nur  ttoei  Zielpunkte)  des  einzelnen  Satzes;  zweitens  aber  werden 
dadurch  alle  Gewichts-CoSfficienten  [aa],  [aff\  u.  s.  w.  gleich  Null,  und  die  Netz- 
ausgleichung,  welche  bei  unvollständigen  zerstreuten  Sätzen  eine  unerfreuliche  starre 
Masse  bildet,  wird  nun,  bei  Wahrung  aller  formellen  Strenge,  so  flbersichtlich  und 
geschmeidig,  wie  wenn  man  es  mit  unabhängigen  Richtungs-Messungen  zu  thun  hätte. 

$  6.    Schraubenfehler  und  Teilangsfehler. 

Das  Wichtigste  über  das  Schrauben-Mikroskop  haben  wir  schon  in  unserem 
IL  Bande,  4.  Aufl.  1893,  §  68.  mitgeteilt,  d.  h.  alles  das,  was  man  unbedingt  wissen 
muss,  um  mit  einem  Mikroskop-Theodolit  messen  zu  können.  Auch  ist  da  noch  an  die 
weiteren  Ausführungen  zu  erinnern,  welche  im  11.  Band,  3.  Aufl.  1888,  S.  150 — 151 
und  S.  218 — ^214  gegeben  waren. 

Nach  diesem  wollen  wir  noch  die  Fehleruntersuchung  der  Schrauben  behandeln. 
lAan  hat  zu  fragen,  ob  die  Schrauben  der  Mikroskope  durchaus  gleichförmige 
Verschiebungen  der  Fäden  erzeugen,  oder  im  einzelnen: 

1)  ob  die  verschiedenen  Schraubengänge  alle  gleich  sind  (fortschreitende  Fehler), 

2)  ob  in  der  einzelnen  Umdrehung  die  Drehungswinkel  den  Faden  Verschiebungen 
proportional  sind  (periodische  Fehler). 

Die  erste  Frage,  fortschreitende  Fehler  betreffend,  kann  man  dadurch  beant- 
worten, dass  man  ein  und  denselben  Teilwert  des  Kreises  an  verschiedenen  Stellen 
der  Schraube  miaat.  Die  Untersuchung  wird  bei  den  wenigen  Umdrehungen,  welche 
bei  Theodolit-Mikroskopen  gewöhnlich  nur  gebraucht  werden,  selten  merkliche  Fehler 
ergeben,  und  ist  jedenfalls  nicht  schwierig.  (Eine  sehr  feine  Untersuchung  dieser  Art 
findet  man  in  «Travaux  et  m^moires  du  bureau  international  des  poids  et  mesures, 
Tome  V,  Paris  1886,  S.  47—60,  erreurs  progressives  d'une  vis  micromötrique.*) 

Dagegen  sind  die  periodischen  Fehler^  welche  von  unsicherer  Führung  der 
Schrauben  u.  s.  w.  herrühren,  oft  bedeutend  und  müssen  stets  untersucht  werden. 

Man  braucht  dazu  ein  Intervall,  welches  nicht  einer  ganzen  Umdrehung  oder 
einem  Vielfachen  einer  Umdrehung  entspricht,  sondern  am  besten  einen  runden  Bruchteil, 
z.  B.  ein  Viertel,  ein  Fünftel  oder  dergl.  einer  Umdrehung  giebt 

Die  Theodolitkreise  haben  meist  keine  Teilstriche  für  solche  Zwecke,  und  es 
wäre  zu  wünschen,  dass  die  Mechaniker  bei  Herstellung  der  Teilungen  darauf  Rücksicht 
nähmen,  indem  an  irgend  welcher  Stelle  einige  Hilfsstriche  in  Abständen  von  1',  2\ 
3',  4'  u.  s.  w.  angebracht  würden. 

Statt  eines  EUiBstriches  auf  der  Teilung  kann  man  auch  einen  'Rilfsfaden  (bzw. 
Doppelfaden)   im  Gesichtsfelde  des  Mikroskopes  anwenden,  indem   dann  der  Haupt- 
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Faden  und  der  Hilfe- Faden  (bzw.  die  beiden  Faden-Mitten)  nacheinander  auf  denselben 
Strich  der  Teilung  eingestellt  werden. 

Manchmal  kann  man  auch  irgend  ein  nicht  zur  Teilung  selbst  gehöriges  Zeichen 
auf  dem  Teilkreise  als  Hilfsstrich  benützen;  z.  B.  giebt  Beinhertz  in  der  „Zeitschr. 
f.  Yermessungswesen*,  1887,  S.  549,  an,  dass  er  den  Mittelstrich  der  Ziffer  1  als 
Hilfsstrich  genommen  habe.  Ahnlich  haben  wir  bei  dem  nachfolgenden  Beispiel  die 
Ziffer  2  benützt,  welche  im  Gesichtsfeld  erschien,  indem  auf  das  rechts  unten  an  2 
befindliche  vertikale  Abstossstrichchen  eingestellt  wurde. 

Der  Abstand  dieses  Hilfsstriches  von  dem  nächsten  Teilstriche  war  rund  i  =  V, 

und  die   Mikroskop-Trommel  hat  5'   auf  einer  Umdrehung.    Nun  wurde  das  Hilfs- 

interyall  i  auf  der  Schraube  5mal  gemessen,  indem  nach  jeder  Messung  die  Alhidade 

wieder   um   i  zurückgedreht   wurde.    Das  Qanze  wurde   mehrfach   hin   und   zurück 

wiederholt,  doch  geben  wir  hier  nur  die  MittelzMen  8  mit  ihren  Differenzen  »,  woran 

sich  auch  die  leichtverständliche  Berechnung  anschliesst. 

Schrauben-  Differenzen  Yerbesserongen  Sohrauben- 

ablesungen  ablesnng  rund 

H  i  Iq  —  i  =  V  //s  8 

0'    0,00"  0,00"  0' 

r  6,15"  — 1,06" 

r  6,15"  —1,06"  r 

r  8,75"  —  3,66" 

2'  14,90"  —  4,72"  2^ 

r  3,95"  -h  1,14" 

3'  18,85"  —  3,58"  8' 

r  3,75"  -+-  1,34" 

4'  22.60"  —  2,24"  4' 

r  2.85"  .+-  2,24" 

5' 25,45" 0,00"  5' 

Mittel  io  =  1'  5,09"  0,00" 

Die  Trommelteilung  geht  von  10"  zu  10",  einzelne  Sekunden  werden  geschätzt, 
(Doppelsekunden  sind  nicht  angewendet),  die  Dezimalen  bis  auf  0,05"  bei  den  Ab- 
lesungen s  sind  nur  durch  Wiederholungen  und  Mittelbildung  entstanden.  Das  Mittel 
•o  nehmen  wir  nun  als  richtig  an  (obgleich  «  =  5'  25"  statt  5'  0"  am  Schlüsse  ab- 
gelesen ist),  berechnen  die  Differenzen  Iq  —  i  —  v,  deren  Summe  =  0  sein  muss,  und 
dann  die  Verbesserungen  ^i  s  als  Summen  der  v,  indem  das  erste  8  =  0,00"  gesetzt 
wird,  dann  0,00  — 1,06  =  1,06,  1,06  —  3,36  =  4,72  u.  s.  w. 

Nach  dem  Ergebnis  dieser  Untersuchung  ist  also  jede  Schrauben- Ablesung  in 
der  Gegend  von  2'  um  4,7"  zu  vermindern  u.  s.  w. 

Wenn  die  Verbesserungen  J  s  so  gross  werden,  wie  in  diesem  Beispiel,  so  ist 
es  bedenklich,  sie  zu  vernachlässigen;  eine  Korrektions-Tabelle  anzulegen  und  alle  Ab- 
lesungen darnach  zu  verbessern,  wäre  sehr  mühsam,  vielleicht  kann  man  den  Grund 
der  Ungleichheit  in  der  mechanischen  Lagerung  der  Schraube  u.  s.  w.  finden  und 
verbessern,  oder  man  muss  schlechte  Schrauben  entfernen  uni  durch  bessere  ersetzen 
lassen. 

Es  ist  hier  zu  eitleren: 

Westphal,  Übersicht  über  die  Ergebnisse  der  bisherigen  Untersuchungen  von 
Mikrometer-Schrauben,   „Zeitschr.  f.  Instrumentenkunde«,  1881,  S.  149,  229,  250,  397. 
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Einige  Beispiele  hiefQr  giebt  anch  die  erwähnte  Abhandlung  von  Reinhertz  in 
der  gZeitschr.  f.  Venn.*  1887,  S.  545—558,  mit  der  Anordnung,  die  periodischen 
Schlaubenfehler  durch  planmässige  Anwendung  verschiedener  Trommelstellungen  zu 
eliminieren,  was  gleichzeitig  mit  der  Verteilung  der  Richtungen  auf  verschiedene 
Ereislagen  geschehen  kann. 

Wir  wollen  beispielshalber  annehmen,  man  wolle  mit  unserem  Instrumente, 
dessen  Tronmiel  5'  =  800"  Umdrehung  hat,  eine  Richtungs-Messung  in  8  Ereislagen 
machen;  dann  muss  man  nach  jedem  Satze  die  Trommelstellung  um  800"  :  8  =  87,5" 
ändern,  oder  man  bekommt  für  die  8  Ereislagen  folgende  Anfangs-Ablesungen: 

1.  0*»   0'    0"  6.      90*»   2'  30"  N 

2.  22*»  80' 88"  6.    1120  38'    8"  I  ,„v 

3.  450   1'15"  7.     135<>   3' 45"  |  ^^^ 

4.  67^  31' 52"  8.    157°  34' 22"  ' 

Stellt  man  diese  Anfangs-Ablesungen  ein,  so  werden  auch  aUe  anderen  Ab- 
lesungen je  um  37,5"  verschoben,  und  damit  die  periodischen  Schraubenfehler  mit 
derselben  Wahrscheinlichkeit  eliminiert,  wie  man  das  bei  den  Ereisteilungs-Fehlem 
durch  die  planmässigen  Ereisverstellungen  erwartet. 

Ausgleichung  der  periodischen  Schrauhenfehler. 

Bei  unserem  vorstehenden  Beispiele  ist  die  ganze  Berechnung  in  der  kleinen 
Tabelle  (1)  enthalten,  und  man  kann  nötigenfalls  die  erhaltenen  ds  auch  noch  gra- 
phisch ausgleichen. 

Jedenfalls  bietet  aber  auch  die  rechnerische  Ausgleichung  (welche  in  dieser 
Form  von  Bessel  eingeführt  wurde)  viele  Vorteile ;  wir  wollen  eine  solche  als  Beispiel 
hier  vornehmen.  Dieses  Beispiel  bezieht  sich  nicht  auf  einen  Theodolit,  sondern  auf 
den  Repsoldschen  Eomparator  der  E.  Normal- Aichungs-Eommission,  und  wurde  von 
uns  im  April  1881  erhalten. 

Dieses  Beispiel  kann  indessen  auch  die  Schraubenfehler-Ausgleichung  für  Theo- 
dolit-Messungen veranschaulichen. 

In    Fig.  1.   soll  t  das  Intervall   einer  Teilung  bedeuten,  f^>  i- 

welche  durch  ein  Schrauben- Mikroskop  gemessen   wird.    K  sei  Schrauben-Mikrortop. 

der  optische  Mittelpunkt  des  Mikroskop-Objektives,  und  s  sei  der     ^ — ^^ 

Schraubenwert,  den   man  durch  Einstellen  auf  den   linken  und  \    j 

rechten  Strich  des  Intervalls  t  findet.  ! 

Hat  die  Schraube  keine  Fehler,  so  wird  man   immer  den-  ^ 

selben  Wert  3  erhalten,  welche  Teüe  der  Schraube  auch  benützt  ! 

werden  (abgesehen  von  den  unregelmässigen  Einstellfehlem),  wenn  t 

dagegen  die  Schraube  selbst  Fehler  enthält,  so  werden  die  Werte 
s  verschieden  ausfallen.  ^ 

Wir  bezeichnen  allgemein  eine  Schrauben-Ablesung  mit  S  _^ 

und  wir  nehmen  an,  die  zu  8  gehörige  Schrauben- Verbesserung  "t' 

lasse  sich  durch  folgende  Gleichung  darstellen: 

^8  =  q>(S)  =  r  sin  (A-h  S)  =  r  sin  A  cos  S-^r  cos  A  sin  S  (8) 

Setzt  man  hier  r  sin  A  =  a  und  r  cos  A  =  ß 

oder  tang  A  =    -^-    ,     r  =  -: — 7  =  — -—  (4) 

^  ß      *  sin  A      cos  A  ^^ 

80  kann  man  (3)  auch  in  diese  Form  schreiben: 

J  S  =  cp  (S)  =  acos  S -h  ß sin  S  (5) 
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Zur  Bestimmimg  der  Konstanten  a  and  ß  wird  nnn  die  Messung  Ton  t,  ent- 
sprechend Fig.  1.,  an  Terschiedenen  Stellen  der  Schranbe  vorgaKHnmen«  so  dass  ver- 
schiedene Werte  s  entstehen. 

Wenn  8  die  Anfangsstellong  einer  solchen  Messung,  folglich  iS  +  s  die  End- 
stellung ist,  so  hat  man  fQr  die  Anfangsstellung  die  Gleichung  (5)  und  f&r  die  End- 
stellung die  zugehörige  Gleichung: 

<p(8'h8)  =  aco8(8'h8)'hßsin{S-hs)  (6) 

Wenn  man  aus  (5)  und  (6)  die  Differenz  bildet,  so  erhält  man: 

<p(8'h8)--q^{8)  =  --2a8in(^S'h~]sin^-h2ßco8U-h~^ 

8  8 

Wir  setzen:  — 2asm-5-=a;,-i-2/!Jsin-^  =  y  (7) 

und  5  -h  Y  =  (T  (8) 

folglich  ist  die  Verbesserung  für  den  Schraubenwert  s: 

(f,{S-h  8)  —  (p  (S)  =  X  8in  (T -h  y  C08  o  (9) 

Es  sollen  4  symmetrisch  gelegene  Beobachtungen  von  s  gemacht  werden  mit 
den  Ergebnissen  S|,  «2»  ^s«  ^4  ^^^  ^  setzen: 

''X+i^  +  *»+*4^,^  (10) 

Dieses  ist  auch,  wie  wir  nachher  sehen  werden,  der  wahrscheinlichste  Wert 
von  8  überhaupt,  indessen  wollen  wir  vorl&ufig  (um  die  Zahl  der  Unbekannten  sicher 
zu  stellen)  den  wahrscheinlichsten  Wert  =  sq  -H  ^  setzen,  und  haben  daher  durch 
Vergleichung  mit  (9),  nun  die  Fehlergleichung: 

V  ==  (8  -h  X  sma  -h  y  C08  <j)  —  {so  -h  ^) 

Wir  setzen  wie  gewöhnlich  %  — 8  =  1  und  haben  dann  in  4facher  Anwendung: 

—  Vi  =1  —  X  8in  Gl  ^  y  C08  Gl -h  li 
— 1?2  =  I  —  X8ino2  —  y  CO«  a2  -+-  ?2 

—  t?8  =  ^  —  a:  «n  (Ts  —  y  CO«  aa  -t-  ^3 

—  u^  =  I  —  X  sin  a^  —  y  00«  a4  4-  ^4 
Wenn  nun  aber  die  4  Beobachtungen  symmetrisch  liegen,  d.  h.  wenn  die  4  Werte 

(T|,  0^2,  o^g,  (T4  nach  (8)  je  um  90**  gegen  einander  verschoben  sind,  so  wird  die  Aus- 
gleichung dieser  4  Fehlergleichungen  sehr  einfach,  wie  wir  schon  an  einem  ähnlichen 
Beispiel  in  Band  IL  4.  Aufl.  g  70.  gesehen  haben,  die  Ausgleichung  des  Systems  (11) 
giebt  nämlich  in  diesem  Falle: 

1  =  0  x  =  ^—^-^  y  =  ^—^  (12) 

und  die  Quadratsumrae  der  übrig  bleibenden  Fehler  wird: 

r        1  r.r.  [l  Sin  cf         [l  COS  G]^ 

Rechnet  man  ausserdem  die  einzelnen  v  und  v^  aus,  so  erhält  man  in  ihrer 
Summe  eine  Rechenprobe. 

Der  mittlere  Fehler  einer  Bestimmung  von  «  wird,  weil  3  Unbekannte  ^,  x,  y 
vorhanden  sind: 
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Aas  X  und  y  kann  man  nach  (12)  und  (7)  auch  a  und  ß  herstellen,  nämlich: 


Usina]           ^          \lcosa\ 
=  —  ^ ^  ^  =  -H  ^ 


a  =  -^ -/  ^  =  +^ ^  (15) 

4«n^  4«n2 

und  nach  (4)  kann  man  auch  die  ursprfinglichen  Unbekannten  A  und  r  wieder  herstellen : 

U^gy,=-Z2^    ,    r=    -P'*"^^     =     +P^'^^  (16) 

'-  \8m-^'8inA        Ann-fyCOsA 

Bei  unseren  Messungen  am  Bepsold  sehen  Eomparator  (Mikroskop  I.  rechts,  mit 
25&cher  YergrOsserung)  war  ungef&hr  8  =  4,6239  Umdrehungen,  (und  zwar  herrflhrend 
Ton  der  Beobachtung  eines  Intervalls  =  0,2  Pariser  Linien  =  0,4511658*",  also  1  Um- 
drehung =  97,57M  oder  rund  1  Umdrehung  =  0,1""  =  100^). 

Da  jedoch  hier  die  ganzen  Umdrehungen  nicht  in  Betracht  kommen,  rechnen 
wir  mit  dem  Wert  8  =  0,6289  Umdrehungen  oder : 

8  =  0,6239  Umdrehungen  =  0,6289  X  360^  =  224*»  36'  (17) 

Es  wurde  immer  mit  0,00  angefangen,  folglich  sind  nun  die  Werte  (t: 

(Ti  =  2  =  112*»  18'  (Tz  =  ~-\-  90<>  =  202O 18' 

(73  =  Y  -h  ISO«  =  292«  18'  (74  =  2  -H  270*»  =  22°  18' 

Ein  Messungsversuch  am  Mikroskop  I.  (rechts)  gab  folgendes: 

1)  «,  =  0,6254  I,  =  — 15  «i«  =    225 

82  =  0,6311  ^  =  —  72  y  =  5184 

«8  =  0,6232  ^  =  -h    7  l^^=     49 

«4  =  0,6158  /4  =  -t-  81  ^4»  =  6561 

Mittel    ^^,623"9  [if^Vl  [11]^  12019  (18) 

soll  =  0 

Da  s  =  1  rund  =  100.",  also  »|  nahezu  =  62,54A*  ist,  sind  die  l  hier  rund  in 
Einheiten  von  100^  oder  0,1""  gezählt,  oder  rund  li  =  0,15^. 

Nun  rechnet  man: 

nach  (12):                       x  =  -h  18,85            y  =  -h  74,955  .(12*) 

nach  (13):                 [v  v]  =  12  019  —  710,6  —  11236,5  =  71,9  (13*) 

nach  (15):                      a  =  — 10,187          ß  == -h  40,507  (14*) 

nach  (16) :                         A  =  345*»  53'           r  =  41,768  (16*) 

Man  hat  also  nun  nach  (3)  die  Eorrektionsformel : 

/IS=^  41,768  sin  (345*>  53'  -h  S)  (19) 

Wenn  man  hier  für  5  die  4  Anfangswerte  0*»,  90°,  180°,  270°  und  dann  die 

m: 
(20) 


4  Endwerte  s  =  224°  86',  90° 

-4-«,  180° 

-h  «,  270° 

4-«  einsetzt. 

so  bekommt 

für  die  Anfangswerte 

—  10,2 

-1-40,5 

-hl0,2 

-40,5 

„      ,    Endwerte 

—  21,2 

—  36,0 

H-21,2 

-h36,0 

Differenzen  ^  S: 

-11,0 

-76,5 

-hll,0 

-h76,5 

Beobachtungen  (18),  l: 

—  15 

-72 

-h    7 

-+-81 

übrig  bleibende  Fehler  v: 

-r-     4,0 

-    4,5 

-h   4,0 

-  4,5 
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Die  Quadratsumme  dieser  4  Werte  ist  [v  v]  =  72,5,  was  mit  (13*)  hinreichend 
stimmt.  Nach  dieser  Bestätigung  rechnen  wir  den  mittleren  Fehler  einer  Messung 
nach  (14): 

m  =  1/72,5  =  ±  8,5  (nahezu  =  0,085M)  (21) 

Nach  der  Formel  (19)  kann  man  nun  eine  Eorrektionstafel  für  das  betreffende 
Mikroskop  berechnen,  deren  4  Hauptwerte  schon  in  (20)  enthalten  sind.  Indessen 
reduziert  man  nun  alles  auf  den  Anfiang,  da  es  sich  doch  immer  nur  um  Schrauben- 
JDifferenMen  handelt.    So  bekommt  man  (Mikroskop  I,  rechts): 


Scbrmnben- 

Terbetserung 

Ablesungen 

ntcb  (20)       1       reduziert 

0,0000-0 

— 10-2      1             0-0 

0,2500-0 

-h40-5 

-^50-7 

0,5000-0 

-hlO-2 

-h20-4 

0.7500-0 

—  40-5 

-30-3 

1,0000-0 

—  19-2 

0-0      j 

(22) 


In  gleicher  Webe  wurde  auch  das  andere  Mikroskop  behandelt  und  dann  für 
beide  Mikroskope  ausführliche  Eorrektionstafeln  berechnet.  Die  später  in  §  9.  mit- 
zuteilenden Mikroskop-Ableeungen  sind  nach  diesen  Reduktions- Tabellen  reduziert 

Ein  tebr  feines  Beiipiel  tolcber  Bestimmung  und  Aasgleiobnng  perlodlsober  Sobraubenfebler 
Ist  mitgeteilt  in  dem  Werke:  «trsvauz  et  mömoires  du  bureau  Intemstional  des  poids  et  mesures, 
tome  II,  Paris  1888,  Seite  0  lOi— G  118".  Es  wurden  drei  HUfsstriobe  I,  II,  Ili  in  Abstinden  von 
20^  und  zwei  F&den  I  und  2  im  Abstände  von  SO^u  angewendet.    Damit  wurde  gemessen: 

1)  Faden-Abstand    1—2    =  8QM  an  einem  beliebigen  Strlcb, 

2)  Strich- Abstand    1— II    =  20^  nüt  demselben  Faden, 

3)  .  .         11-111  =  20^    „ 

4)  ,  ,  I-in  =  40M     . 

Alles  dieses  wurde  in  den  verschiedensten  Trommelstelinngen  sehr  oft  wiederiiolt. 

Ein  weiteres  Citat  hiezu  ist: 

Müller.  Untersuchungen  über  litkrometersohrauben  mit  besonderer  Anwendung  auf  da« 
Fadenmikrometer  des  neunzöUigen  Äquatoreals  der  Berliner  Sternwarte.    Berlin,  Dümmler. 

KreisteüungsfMer. 

Zu  den  kurzen  Angaben  über  Teilungsfehler  diametraler  Striche  und  Bestimm- 
ung von  Teilungsfehlem  durch  Repetition,  die  schon  in  unserem  II.  Bande  4.  Aufl.  1893, 
S.  217—218  enthalten  sind,  können  wir  hier  noch  einiges  weiteres,  was  hierüber  ver- 
öffentlicht worden  ist,  berichten: 

Qeneral  Schreiber  bat  in  der  Abhandlung  .Richtungs-Beobachtungen  und  Winkel- 
beobachtungen* (.Zeitschr.  t  Vernu*  1879.  S.  118  u.  ff.)  Teilungs-Üntersuchungen 
mitgeteilt.    Er  sagt: 

Nach  den  Erüetbrungeo,  die  sich  auf  die  Untersuchung  verschiedener  aus  unseren 
ersten  Werkstätten  hervorgegangener  Teilungen  stützen,  ist  der  unregelmässige  Teil- 
ungsfehler ein  sehr  bedeutender  Teil  des  Gesamtfehlers  einer  unter  günstigen  Beob> 
achtungen  gemachten  Beobachtung.  Es  fsuid  sich  im  Mittel  aus  16  Instrumenten  der 
Firmen  Pistor  und  Martins,  Repsold  u.  Söhne,  J.  Wanschaff,  C.  Bamberg  folgendes: 

Mittlerer  Gresamtfehler  einer  beobachteten  Richtung "^  =  ±  0.78" 

Mittlerer  unregelmässiger  Teilungsfehler  einer  beobachteten  Richtung  r'  =  ±^  0,50" 
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Diese  Werte  sind  aus  wirklichen  trigonometrischen  Gebrauchsmessungen  berechnet, 
und  der  regelmässige  Teil  des  Teilungsfehlers  ist  durch  einen  8  gliedrigen  periodischen 
Ausdruck  von  '€  abgesondert  worden  („Zeitschr.  f.  Verm.«  1879,  S.  120). 


Femer  ist  von  General  Schreiber  hier  zu  citieren:  »Untersuchung  von  Kreis- 
teilungen mit  zwei  und  vier  Mikroskopen''  (, Zeitschrift  für  Instrumentenkunde*,  1886, 
S.  1—5,  S.  46-55,  S.  93—104.) 

Die  Untersuchungen  sind  angestellt  mit  einem  Instrument,  welches  1879  be- 
sonders zu  diesem  Zwecke  von  J.  Wanschaff  konstruiert  wurde,  dasselbe  ist  beschrieben 
und  abgebildet  in  dem  ,  Berichte  fiber  die  wissenschaftlichen  Instrumente  auf  der  Ber- 
liner Gewerbe-Ausstellung  im  Jahre  1879*,  herausgegeben  von  Löwenherz,  1880,  S.  74 
bis  76,  und  in  der  »Zeitschr.  f.  Instrumenten  künde"  1881,  S.  67,  womach  unsere  Fig.  2. 
als  Kopie  gemacht  wurde. 

Fig.  2. 

Krol8tetlung8*UnterBacher 

nach  Angabe  von  General  Schreiber  konstruiert  von  Mechaniker  Wauachaff. 

(Massstab  etwa  1 : 7,5,  Kreladurchmesser  =  42  cm.) 


Fl  F^  F^  F4    Lampenbeleucht- 
ungen für  die  Mikroskope. 


S  S  fester  Eahmen  mit  den  Mi- 
kroskopen M^  und  M2. 


T  T  drehbarer  Rahmen  mit  den 
Mikroskopen  M^  nnd  M4.       j^^ 

D  Fühlhebel. 

E  E  Unterlagsschrauben. 

B  beweglicher  Kreis. 
A  fester  Kreis. 


Jordan,  Handb.  d.  Vermeflsnngaknnde.    4.  Aufl.    III.  Bd. 
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Das  Instrument  hat  unten  einen  unbeweglichen  Kreis  A  und  damit  fest  Ter- 
bunden  eine  Schiene  S  S  mit  zwei  Mikroskopen  Mi  und  M^. 

Eine  zweite  Schiene  T  T  mit  iwei  Mikroskopen  Jtfg  und  M^  ist  drehbar  gegen 
den  ünterlagskreis  Ä,  so  dass  die  Schienen  SS  und  TT  unter  jedem  Winkel  gegen 
einander  gestellt  werden  können. 

Auf  den  beweglichen  Kreis  B  kann  ein  zu  untersuchender  Teilkreis  mit  den 
Unterlagsschrauben  FF  aufgeschraubt  werden,  und  ob  der  Kreis  sich  dann  beim  Um- 
drehen Ton  B  richtig  in  einer  Ebene  dreht,  kann  mit  dem  Fühlhebel  D  untersucht 
werden. 

Die  4  Mikroskope  üf |  M2  M^  M4  werden  nicht  mit  Tageslicht ,  sondern  mit 
künstlicher  Lampenbeleuchtung  Fi  F^  Fg  F4  abgelesen. 

Noch  eine  Eigentümlichkeit  ist  zu  erwähnen :  Man  kann  zwar  die  zwei  Schienen 
S  S  und  T  T,  und  damit  auch  die  Mikroskop-Ebenen  üf]  M^  nnd  M^  M^  beliebig 
gegen  einander  drehen,  doch  wäre  es  nicht  möglich,  den  Winkel  zwischen  Mi  M^  und 
Jtfg  M^  auch  =  Null  zu  machen ,  wegen  der  Dicke  der  Mikroskope ,  wenn  nicht  be- 
sondere Vorsorge  getroffen  wäre,  darin  bestehend,  dass  zwar  die  Mikroskope  Mi  und 
M2  rechtwinklig  zur  Kreisebene  B  gerichtet  sind,  die  beiden  anderen  Mikroskope  M^ 
und  M4  aber  ein  wenig  schief  gestellt  werden  kOnneo,  so  dass  man  z.  6.  mit  Mi  und 
M^  denselben  Strich  einer  Kreisteilung  einstellen  kann. 

Eine  ähnliche  Anordnung  mit  MeMungerelhen  eeit  1872,  hat  Nagel  in  Dresden  mitgeteilt  in 
der  Zeitschrift  .Cixillngenieor",  88.  Bsnd,  1887»  8.  Heft.  Es  Ist  an  einem  Bepsold  sehen  Theodolit 
mit  gewöhnlichen  Mikroskopen,  noch  ein  beweglicher  Hilft-hrm  mit  zwei  diametralen  Mikroskopen 
angebracht,  der  in  4  Stellungen  gegen  den  Haupt-Arm  zur  Teilungs-Untersuohung  benützt  wurde. 

Hiezu  gebort  auch: 

Schmidt.  Bestimmung  der  Teilungsfehler  am  Pistor  sehen  Meridiankreise  der  Berliner  Stern- 
warte.   Berlin,  Dümmler. 

Broch.  Über  die  Etalonnierung  der  Unterabteilungen  eines  Stabes,  die  Bestimmung  der 
progressiven  Fehler  einer  MIkrometersohraube.  Trar.  et  m^m.  du  bureau  intern,  des  poids  et 
mesures.    6«  1886,  S.  1.    Bespr.  in  d.  BeibL  zu  d.  Annalen  d.  Physik  u.  Ohemie  1887,  S.  487. 

Änderung  von  Teilstrichen.  Bei  dieser  Gelegenheit  mag  auch  erwähnt  werden, 
dass  man  bei  den  feinsten  metronomischen  Untersuchungen  an  Strichmassen  Andeut- 
ungen gefunden  hat,  dass  die  Teilstriche  sich  mit  der  Zeit  ändern.  Diese  zunächst 
unglaublich  klingende  Behauptung  kann  aber  begründet  sein,  denn  die  Striche,  welche 
in  poliertes  Metall  gerissen  werden,  erzeugen  in  der  gleichfürmigen^molekularen  Struktur 
des  Metalls  gewissermassen  Wunden,  welche  kleine  molekulare  Änderungen  als  Nach- 
wirkung heryorbringen  können.  Es  kommt  dabei  auch  darauf  an,  ob  und  wie  weit 
die  Bisse  geglättet  (.ebarbierf*)  werden.  Die  optische  Strichmitte,  auf  welche  man 
die  Fäden  einstellt,  ist  nun  ^  jedenfalls  abhängig  von  der  Beschaffenheit  der  Strich- 
ränder, und  wenn  hier  kleine  Änderungen  durch  allmähliche  Ausgleichung  molekularer 
Spannungen  eintreten,  so  kann  die  Strichmitte  für  mikroskopisches  Ablesen  sich  ändern. 

§  7.    Normal-Masse. 

Ein  Massstab  ist  ein  Werkzeug  zur  Ausführung  Ton  Längenmessungen.  Ein 
Massstab,  welcher  diesem  Zwecke  nicht  unmittelbar  dient,  sondern  mittelbar  dadurch, 
dass  andere  Massstäbe  nach  ihm  r^^iert  werden,  hoisst  ein  j^ormoZ-Massstab. 

Ein  Massstab  an  und  für  sich  genügt  noch  nicht  zur  Festsetzung  eines  Masses, 
weil  der  Stab  bei  verschiedenen  Temperaturen  verschiedene  Länge  hat,  es  muss  des- 
wegen  noch  angegeben  werden,  bei  welcher  Temperatur  der   Massstab  die  normale 
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L&Qge  hat,  und  damit  der  Massstab  auch  bei  anderen  Temperaturen  brauchbar  ist, 

mtiss  die  Ausdehnung  bekannt  sein. 

Die  Normal-Temperatur  ist]bei  verschiedenen  Massen  verschieden;  insbesondere 

haben  wir: 

beim  Metermass  Normal-Temperatur  =0°C  =  0°R, 

beim  alten  Pariser  Mass  ,  =  13°  R  =  16,25*»  C, 

beim  englischen  Mass  ,         =  62^  F  =  16,67*»  C  =  13,33*»  R. 

Der  AusdehnungS'Coefjficimt 

Wenn  ein  metrischer  Stab  bei  der  Temperatur  0*»  die  Länge  Lq  hat  und  bei 
der  Temperatur  **»  die  Länge  Ltt  so  setzt  man  eine  Gleichung  fest  von  der  Form: 

L,  =  Lo(H-a<)  (1) 

und  man  nennt  a  den  Ausdehnungs-Co€f!ficienten  des  Stabes. 

Dieses  ist  die  gewöhnliche  Annahme,  und  wenn  für  alle  Gebrauchs-Temperaturen 
t,  der  Co^fficient  a  denselben  Wert  hat,  so  ist  hiezu  nichts  weiteres  zn  bemerken. 
Ffir  die  feineren  Untersuchungen  ist  aber  die  Annahme  eines  konstanten  a  nicht  mehr 
genflgend,  und  man  nimmt  dann  statt  (1)  eine  quadratische  Funktion: 

Lt  =  LQ(l-hat-h2ßt^) oder Lt  =  Lo(l -h  {a -^2ßt)  t)  (2) 

Um  in  solchen  Fällen  eine  unzweideutige  Definition  zu  haben,  citieren  wir  nach 
dem  Werke:  „Travaux  et  m^moires  du  bureau  international  des  poids  et  mesures*, 
Tome  n,  Seite  C.  30  und  Tome  HI,  Seite  C.  19  folgendes: 

Man  nennt  in  Bezng  auf  die  vorstehende  Gleichung  (2): 
a-h2ßt  wahrer  Ausdehnungs-CoSfficient  bei  t° 
a-i-ßt  mittlerer  Ausdehnungs-Coßfficient  von  0^  bis  **». 
Als  Beispiel  nehmen  wir  ans:  ,travaux  et  m^moires"  III,  Seite  C.  19  für  einen 
Platin -Iridium-Stab,  der  an  und  für  sich  mit  I2  bezeichnet  wurde: 
a  =  0,000  008  594  6  ß  =  0,000  000  001  26 

±  13  5  ±  56 

68  ist  also  der  mittlere  Ausdehnungs-Coöfficient  von  0*»  bis  **»: 

Stab  Ig:  «(0  =  10- » (8  594,6  ■+- 1,26 1)  (3) 

und  der  wahre  Ausdehnungs-Co^fficient  bei  t°: 

Stab  Ig:  ai  =  10- 9  (8  594,6  -h  2,52 1)  (4) 

Bei  weniger  scharfen  Messungen  lässt  man  das  zweite  Glied  (mit  ß)  fort,  und 
redet  dann  von  dem  Ausdehnungs-Coäfficienten  a  schlechthin,  doch  muss  man  den- 
selben für  jeden  Stab  besonders  bestimmen,  weil  verschiedene  Stäbe  ans  demselben 
Metall  oder  derselben  Legierung  doch  nicht  genau  gleiche  Ausdehnungen  haben,  z.  B. 
hat  ein  anderer  in  ^travauz  et  m^moires"  m.  Seite  0.  43  erwähnter  Platin-Iridium- 
Stab,  der  mit  I  bezeichnet  ist,  statt  des  obigen  (3)  den  Wert: 
a^fi  =  10-  » (8  602,9  -|-  2,09 1). 

Da  man  aber  durchaus  nicht  immer  in  der  Lage  ist,  Ansdehnungs-Coeffioienten 
cu  bestimmen,  nimmt  man  für  viele  Zwecke  die  Mitteltoerte,  welche  bereits  bestimmt 
worden   sind.    Namentlich  ist  es  wichtig,  Ausdehnungs-CoSfficienten,  die  einmal  an- 
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(5) 


genommen  sind,  in  demselben  Falle   unverändert  beizubehalten,  damit  wenigstens  die 
Differenzen  von  Ausdehnungen  in  der  Rechnung  richtig  bleiben. 

Die  Eaiserl.  Normal-Aichnngs-Eommission  hat  in  den  metronomischen  Beiträgen 
Nr.  1,  herausgegeben  von  Foerster,  Berlin  1870,  Seite  17,  folgende  Werte  angenommen : 
Kupfer  Ausdehnungs-Cogfficient        a  =  0,000  017  17 
Messing  „  ,  0,000  01886 

Zinn  ,  ,  0,000  024  83 

Eisen  ,  ,  0,000  01126 

Aus  den  ^travaux  et  mömoires*,  III.  Seite  C.  43— C.  44  entnehmen  wir  folgende 
Mittelwerte: 

Platin-Iridium  Ausdehnungs-Coßfficient    «  =  0,000  008  573 
Platin  a  ,  0,000  008  898 

Silber  ,  ,  0,000  018  340 

Eisen  „  ,  0,000  011063 

Stahl  ,  ,  0,000  010  420 

Glas  „  „  0,000  008  392 

Einige  andere  zuweilen  in  Frage  kommende  Mittelwerte  sind: 


Blei        Ausdehnungs-Coöfficient  a  =  0,000  028 

Bronce              „                  „  0,000  018 

Gold                „                  „  0,000  014 

Guss-Eisen       „                  ,  0,000  011 

Zink                 ,                  „  0,000  033 

Tannenholz       ,                  ,  0,000  004 


(6) 


(7) 


Endmasse  und  Strichmasse, 

Die  Längenmasse  werden  in  zwei  wesentlich  verschiedene  Gattungen  eingeteilt, 
die  man  Endmasse  und  Strichmasse  nennt. 

Ein  Endmass  bestimmt  eine  Länge  als  äussersten  Abstand  seiner  Teile  in  der 
Axrichtung. 

Ein  Strichmass  bestimmt  eine  Länge  als  Querabstand  zweier  auf  seiner  Ober- 
fläche eingerissener  Parallelstriche. 

Verschiedene  Mass- Systeme.  * 

Jedes  Einheitsmass  ist  ursprünglich  willkürlich,  und  deshalb  ist  die  grosse 
Mannigfaltigkeit  der  Masse  erklärlich.  Die  älteren  Masse  sind  meist  vom  mensch- 
lichen Körper  hergenommen,  z.  B.  der  Fuss,  die  Elle  u.  s.  w.  und  insofern  willkürlich. 

Auch  das  Meter,  welches  die  früheren  Masse  jetzt  fast  verdrängt  hat,  ist  ur- 
sprünglich willkürlich,  und  der  Umstand,  dass  1  Meter  nahezu  der  zehnmillionste  Teil 
des  Erdquadranten  ist,  ist  metronomisch  gleichgültig. 

Wir  geben  in  Folgendem  einen  Abriss  der  Geschichte  der  franzosischen  Masse, 
aus  welchen  das  heutige  internationale  Metersystem  hervorgegangen  ist.  (Zunächst 
nach  Nr.  5  der  metronomischen  Beiträge,  zur  Geschichte  und  Kritik  der  Toisenmass- 
Stäbe,  von  C.  F.  W.  Peters,  herausgegeben  von  der  K.  Normal-Aichungs-Kommission, 
Berlin  1885.) 
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Am  Anfang  des  18.  Jahrhunderts  befand  sich  in  Paris  am  Fass  der  Treppe 
des  Grand  Chatelet  als  Normalmass  fftr  Öffentlichen  Grebranch  eine  eiserne  Schiene  mit 
zwei  Vorsprüngen,  zwischen  welche  ein  Massstab  von  der  Länge  einer  Toise  hindurch- 
geschoben werden  konnte. 

Etwa  um  1735,  vor  dem  Abgang  der  Gradmessungs-Expedition  nach  Peru, 
wurden  nach  dem  rohen  Chatelet-Normal  zwei  feinere  Toisen  angefertigt  in  der  Form 
der  nachstehenden  Fig.  1. 


Flg.  1. 
Die  Peru-TolM  (Totae  du  Pörou). 
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Die  beiden  Toisen  bestanden  aus  eisernen  Stangen,  an  den  Enden  bd  und  ae 
hälftig  eingeschnitten,  so  dass  ah  ==  cd  die  Toisenlänge  vorstellt.  Die  eine  dieser 
Stangen,  später  unter  dem  Namen  „Toise  du  P^rou"  bekannt,  hatte  auch  noch  zwei 
Punkte  tn  und  {,  deren  Abstand  als  Toise  in  Wirklichkeit  in  Peru  gedient  hat.  Die 
andere  Toise,  später  »Toise  du  Nord*'  genannt,  sollte  ursprQnglich  als  Kontroll-Normal 
in  Paris  zurflckbleiben,  während  die  erste  nach  Peru  abging,  indessen  nach  dem  Ab- 
gang der  Peru-Expedition  entschloss  man  sich  rasch  auch  zu  der  Polar-Expedition, 
welcher  man  1736  die  zweite  Toise  mitgab. 

Diese  kam  schon  1737  wieder  nach  Paris  zurück,  während  die  Peru-Toise  erst 
1748  wieder  ankam. 

Die  Vergleichung  ergab  im  Jahr  1752,  dass  die  Peru-Toise  um  0,04  Linien 
länger  war,  als  die  nordische;  man  erklärte  das  durch  Rosten  der  letzteren  bei  einer 
Havarie  im  bottnischen  Meerbusen. 

Im  Jahre  1766  erschien  eine  Verfügung  des  Königs  Ludwig  XV,  nach  welcher 
die  Toise  du  Pörou  an  Stelle  der  Toise  du  Chatelet  als  Normalmass  in  Frankreich 
«ingefahrt  wurde.  (1  Toise  =  6  Pariser  Fuss  =  72  Pariser  Zoll  =  864  Pariser 
Linien.)    Von  1813—1831  wurden  verschiedene  Kopieen  der  Toise  genommen. 

Die  Toise  kam  später  in  Vergessenheit,  und  ob  die  im  Jahre  1854  neu  gereinigte, 
jetzt  als  «Toise  du  Pdrou'*  betrachtete  Stange  wirklich  die  Stange  von  1735  oder  nur 
«ine  Kopie  derselben  ist,  blieb  eine  Zeit  lang  zweifelhaft,  ist  aber  jetzt  durch  die  Er- 
mittelungen von  Wolf  in  Paris  als  erwiesen  anzusehen.  Jedenfalls  sind  die  vor- 
handenen Kopieen  der  ursprünglichen  Peru-Toise  von  Wichtigkeit.  C.  F.  W.  Peters 
hat  14  solcher  Kopieen  in  Betracht  gezogen  und  durch  Znsammenstellung  dessen, 
was  über  die  Vergleichung  dieser  Stäbe  mit  der  alten  Peru-Toise  oder  der  Kopieen 
nnter  sich  bekannt  ist,  Endergebnisse  gefunden,  z.  B.  diese: 


Ursprüngliche  Peru-Toise 
Dänische  Toise,  Fortin  =  2> 
Besselsche  Toise  =  B 
Dänische  Toise  Gambey  =  G 
Englische  Ordnance-Toise  =  2^ 


=  864,00000  Pariser  Linien 
=  864,00238       „ 
=  863,99920       „ 
=  863,99493       , 
=  864,06228       , 
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Die  Norinal-Temperatar  des  Toisen-Masses  ist  13^  2?.  =  16,25®  C. ;  dieses  stammt 
Ton  der  Gradmessung  in  Peru  1785  her,  wo  die  Mittel-Temperatur  =  13®  i?.  an- 
genommen wurde. 

Die  Besselsche  Toise,  welche  hier  mit  genannt  ist,  wurde  von  Bessel  dazu 
benützt,  um  ein  preussisches  Normalmass  in  einem  Stabe  von  3  preussischen  Fuss 
herzustellen.  Unsere  Fig.  2  zeigt  die  Einzelheiten  desselben  nach  Tafel  II  des  Werkes : 
^Darstellung  der  Untersuchungen  und  Massregeln,  welche  in  den  Jahren  1885 — 1888 
durch  die  Einheit  des  preussischen  Längenmasses  veranlasst  worden  sind,  von  F.  W. 
Bessel,  Berlin  1839«. 


Fig.  2. 
BeBteltche  Normal-Stange  (natürl.  Grdase). 


Längenechnitt. 
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Erklärungen  zu  Fig.  2.: 
Hauptkörper  6,  c,  a  von  Guss- 
stahl, 

e  d  eingedrehte  Eisenschraube^ 
i  Sapphir-Kegel, 
h  Goldbettung, 
g  k  Pressschraube. 


Bessel  hielt  ein  Endmass  für  sicherer  als  ein  Strichmass,  indem  er  die  mass- 
gebenden Enden  möglichst  hart  machte,  nftmlich  von  Sapphir  (t  Fig.  2.),  und  die 
Verbindung  durch  Gold  vor  Rost  schützte. 

Der  Stahlstab  hat  die  Aufschrift: 

«Urmass  der  preussischen  Längeneinheit  1837.  Dieser  Stab,  in  der  Wärme  von 
16,25^  des  hundertteiligen  Thermometers,  in  seiner  Axe  gemessen,  ist  0,00063  Linien 
kürzer  als  drei  Fusse." 

Dieser  Stab  wurde  durch  das  Gesetz  vom  10.  März  1839  als  preussisches  ür- 
mass  bestimmt 

Die  Temperatur-Ausdehnung  des  Normahnasses  fand  Bessel  =  0,004375  preuas. 
Linien  für  1^  C,  oder  da  der  Stab  432  preuss.  Linien  lang  ist,  Ausdehnung  = 
0,000010127  der  Unge  für  1«  C. 

Der  preussische  Fuss  selbst  ist   dadurch  =  139,13  Pariser  Linien  bestimmt. 

AaM«r  der  achon  oben  genannten  „Earatellung*  n.  8.  w.  elnd  hier  noch  weitere  Beaselsch» 
Schriften  zu  eitleren  :  «Untersuchnngcn  über  die  Länge  dee  einfachen  Sekundenpendels",  Berlin  1828. 
8.  126.  »Gradmeaenng  in  Oetprenasen*,  S.  22.  „Populäre  Vorlesungen  über  wlssenacbaftllche  Gegen- 
atände*,  Hamburg  1848,  S.  807-825. 

Nach  dieser  Abschweifung,  betreffend  das  preussische  Normalmass  Ton  1837^ 
kehren  wir  zur  Geschichte  des  Toifen-  und  Metermasses  zurück: 

Das  neue  französische  Masssystem  vom  Jahr  1791  bestimmte  als  Einheit  das 
Meter,  welches  möglichst  genau  der  zehnmillionste  Teil  des  Erdmeridian- Quadranten 
sein  sollte.  Das  Dekret,  welches  den  von  der  Akademie  vorgeschlagenen  Pkin  an- 
nahm, ist  vom  26.  März  1791  und  die  Genehmigung  erfolgte  4  Tage  nachher  (^Delambre, 
Base  du  Systeme  mötrique**  I.  S.  19). 

Nach  vorübergehender  Anwendung  eines  provisorischen  Meters  von  443,44  Par. 
Linien  wurde  auf  Grund  der  Delambreschen  Gradmessung  das  ^wahre  und  definitive* 
Meter  (m^tre  vrai  et  definitiv)  =  448,296   Pariser  Linien  festgesetzt    Die  Normal- 
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temperator  fClr  da?  Metermass  wurde  anders  gewählt  als  bei  dem  alten  Pariser  Mass. 

Während  nämlich  letzteres  die  Normaltemperatar  18^  B.  =  16,25^  C.  hat,  ist  die 

Normaitemperator  des  Metermasses  =  0®  R.  =  0°  C,  d.  h.  gleich  der  Temperatur  des 

schmelxenden  Eises. 

443  296 
Demzufolge  wurde  ein  Platinstab  hergestellt,  dessen  Länge  bei  0®  ist  =     --,'  — 

od4 

derjenigen  Länge,  welche  die  Peru-Toise  bei  13**  R.  hat    (Base  du  systöme  mötrique 

Band  IIL  S.  622.)    Der  genannte  Platinstab,  dessen  Querschnitt  (Fig.  8.)  ein  Rechteck 

Ton  25**  Breite  und  4**  Höhe  ist,  befindet  sich  noch  in  Paris,  Fig.  3- 

er  heisst  gewöhnlich  ,m6tre  des  archives«.  de7T*h?  •^*'  ''°'^-7 

Obgleich  hiemach  das  Metermass  längst  sicher  gestellt  ^^^^^  orögae. 

in  sein  scheint,  so  sind  doch  erst  in  neuerer  Zeit  die  nötigen  ^^  ,_.'.>! »^^ 
Vorkehrungen  zu  einer  befriedigenden  Sicherstellung  desselben  p^--^^^-- 
in  Angriff  genommen  worden.  Das  französische  Urplatinmeter  (mdtre  des  archives) 
entspricht  nämlich  in  mehrfacher  Beziehung  nicht  den  heutigen  wissenschaftlichen 
Anforderungen. 

Um  die  damit  yerbundenen  Übelstände  zu  heben,  versammelte  sich  im  Sommer 
1870  eine  internationale  Kommission,  welche  jedoch  wegen  des  Krieges  zu  keinen 
Resultaten  kam.  Die  Kommission  ist  zum  zweitenmale  im  Herbst  1872  in  Paris 
zusammengetreten,  jedoch  erst  im  Jahr  1875  kamen'die  Verhandlungen  zum  Abschluss. 
Dieselben  haben  eine  internationale  Meter-Konvention  ergeben,  woran  sich  allmählich 
fast  alle  Kulturstaaten  der  Erde  angeschlossen  haben. 

Der  Wortlaut  der  Konvention  ist  mitgeteilt  in  dem  Deutschen  Reichsgesetzblatt 
Nr.  19  vom  5.  Sept.  1876,  S.  191—212,  derselbe  ist  abgedruckt  in  der  »Zeitschr.  f. 
Venn.*  1877,  S.  280 — 290.  Die  neuesten  Bestimmungen  für  das  metrische  Mass- 
system in  Deutschland  sind  enthalten  in  dem  Gesetze  vom  11.  Juli  1884  (Reichs- 
gesetiblatt  1884,  Nr.  20). 

Die  Verhandlungen  der  internationalen  Kommission,  welche  vom  24.  Sept.  bis 
12.  Okt.  1872  in  Paris  stattfanden,  sind  mitgeteilt  in  den  «Annales  du  conservatoire 
des  arte  et  mötiers«,  Nr.  37,  Tome  X,  1er  fascicule.  Paris  1873.  Wir  entnehmen 
hieraus  folgendes: 

Es  sollen  30  Meterstäbe  hergestellt  werden,  welche  möglichst  gleich  dem  Pariser 
Archiv-Meter  zu  machen  und  unter  sich  zu  vergleichen  sind,  worauf  sie  unter  die  be- 
teiligten Staaten  verteilt  werden,  und  ktlnftig  die  Grundlage  aller  Massvergleichungen 
bilden  werden. 

Als  Material  för  diese  Normalmeter  ist  eine  Legierung  von  90  o/o  Platin  mit 
10%  Iridium  gewählt.  Das  aus  reinem  Platin  bestehende  m^tre  des  archives  hat  eine 
sehr  poröse  Struktur,  dagegen  hat  die  erwähnte  Legierung  von  Platin  und  Iridium 
folgende  Vorzüge:  1)  Diese  beiden  Metalle  krystallisieren  in  demselben  System,  näm- 
lich dem  regulären,  und  haben  die  gleiche  Dichte  21,15.  2)  Die  Legienmg  hat  noch 
nahezu  dieselbe  Dichte  wie  die  einzelnen  Metalle,  wodurch  eine  innige  Verbindung  ge- 
sichert ist.  3)  Von  allen  Metallen  (mit  Ausnahme  des  hier  nicht  in  Betracht  kom- 
menden Arsen  und  Osmium)  haben  Platin  und  Iridium  die  geringste  Ausdehnung  durch 
die  Wärme,  nämlich  etwa  0,000009  für  1*»  C. 

Die  Stäbe  werden  prismatisch  hergestellt  mit  einem  in  Fig.  4.  (S.  56)  in  natürlicher 
Grösse  gezeichneten  Querschnittsprofil.  Die  Wahl  dieses  Profils  ist  das  Ergebnis  vieler 
Erwägungen,  es  fand  sich  nämlich  für  dasselbe  das  günstigste  Verhältnis  des  Träg- 
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heitsmomeutes  zur  Profilfläche,  oder  es  hat  der  so  konstruierte 
Stab  die  grösste  Tragfähigkeit  bei  kleinstem  Volumen.  (Das 
fragliche  Verhältnis  ist  26  mal  gflnstiger  als  bei  dem  mdtre 
des  archives,  Fig.  3.).  Das  gewählte  Profil  (Fig.  4.)  hat  noch 
einen  Vorzag,  es  liegt  nämlich  die  obere  Fläche  der  Querver- 
bindung (in  Fig.  4.  durch  eine  punktierte  horizontale  Linie 
hervorgehoben)  in  der  neutralen  Axe  des  Körpers,  so  dass  bei 
eintretender  Biegung  keine  Verlängerung  oder  Verkürzung  in 
dieser  Fläche  stattfindet,  insoweit  es  sich  dabei  nm  die  mit 
den  Biegungen  verbundenen  Drehungen  des  Querschnitts  handelt 
Die  genannte  Oberfiäche  ist  zur  Aufnahme  der  Striche  bestimmt, 
welche  zur  Massbezeichnung  dienen. 
Die  Unterlage  der  neuen  Normalmeter  soll  nicht  eine  kontinuierliche  sein,  sondern 
aus  zwei  Rollen  bestehen,  damit  der  Temperatur-Ausdehnung  keinerlei  Hindernis  be- 
yig.  5.  reitet  wird.     Allerdings   findet  bei 

Bollen-Unterlage  der  internationalen  HasuUbe.         dem    Auflager    auf   ZWei    Rollen    ein 

Einschlagen  durch  das  Eigengewicht 
des  Stabes  statt,  doch  ist  dasselbe 
sehr  klein.  Die  Verteilung  der  Stützen 
ist  am  günstigsten,  wenn  (entsprechend 
Fig.  5.)  die  Beziehung  stattfindet: 
V  =  0,394  \  oder  \  =  0,559  L 
Wenn  diese  Verhältnisse  eingehalten  werden,  so  beträgt  für  das  in  Fig.  4.  ge- 
zeichnete Profil  die  Einschlagtiefe  nur  0,008  ÖS"**  und  die  entsprechende  Verkürzung 
des  Stabes  nur  0,000  000  4*". 

Ober  den  neuesten  Stand  dieser  Sache  wird  Auskunft  gegeben  in  folgenden 
Schriften : 

Mitteilungen  der  EaiserL  Normal-AichungekommiBsion ,  1.  Reihe,  Berlin  10.  Desamber  1890 
Nr.  10.  Die  Beziehungen  der  metrischen,  der  altfranzöaiachen  und  der  engUaohen  Längeneinheit 
SU  einander,  abgedruckt  in  nZeltschr.  f.  Vermeesungsw.*'  1890,  8.  366—369. 

Die  internationale  Organisation  des  Maas-  und  Oewlehtaweaens  und  die  neaen  Prototype. 
Mitt.  d.  E.  Norm.-Aich.-Komni.  1890.  Nr.  11,  8. 189.  Bespr.  in  d.  «Zeitsohr.  t  Instmmentenkande"  1890, 
8.  296-298;  d.  „ZeiUehr.  f.  Termessungsw.*  1890,  S.  606—508. 

Weitere  Litteraturangaben  n.  .Zeitschr.  f.  Venu."  1892,  8.  473,  Normal-Aichungs-Eommltsion, 
und  .Zeitschr.  f.  Verm.**  1895,  8.  438,  Bureau  international  des  poide  et  mesures. 

§  8.    Komparatoren. 

Ein  Komparator  ist  ein  Apparat  znr  Vergleichung  zweier  Längenmasse.  Ent- 
sprechend der  Einteilung  der  Längenmasse  in  Endroasse  und  Strichmasse  hat  man 
yerschiedene  Komparatoren. 

j&itf  Komparator  fwr  Strichmasse,  welcher  aber  zugleich  auch  zur  Yergleichong 
von  Endmassen  eingerichtet  werden  kann,  ist  in  Fig.  1.  und  Fig.  2.  S.  57,  gezeichnet 
Derselbe  ist  von  Mechaniker  Beichel  in  Berlin  konstruiert,  und  gehört  dem  Gr.  bad. 
Oberaichungsamt  Karlsruhe.  (Mit  ähnlichen  Komparatoren  sind  alle  deutschen  Ober- 
aichnngsämter  ausgerüstet.) 

Fig.  1.  zeigt  den  eigentlichen  Komparator  in  Längs-  und  Queransicht. 
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Auf  der  hölzernen  Unterlage  A  A  BB  erheben  sich  zwei  eiserne  Säulen  C C7, 
welche  eine  gut  gehobelte  eiserne  Schiene  von  -L  förmigem  Querschnitt  tragen.  Auf 
dieser  Schiene  gleiten  yermittelst  zweier  Schlitten  die  zwei  Mikroskope  EE,  Das 
Fadennetz  des  einen  (rechtzeitigen)  Mikroskops  ist  nicht  fest,  sondern  yermittelst  einer 
Mikrometerschraube  F  beweglich.  Dieses  Mikroskop  hat  im  wesentlichen  dieselbe 
Einrichtung  wie  die  bekannten  Theodolit-Mikroskope. 

Auf  dem  hölzernen  Untergestell  sind  femer  zwei  tischartige  eiserne  Platten 
G  G  aufgesetzt,  und  zwar  mit  Zwischenlage  je  zweier  horizontaler  Cylinder  KK,  welche 
um  excentrische  Azen  drehbar  sind,  und  dadurch  die  Tischplatten  O  G  innerhalb  eines 
Spielraums  von  1 — 2*»  zu  heben  oder  senken  gestatten.  Dieses  Heben  oder  Senken 
ist  notwendig,  damit  die  Oberflächen  der  Masestäbe  //',  welche  verglichen  werden 
sollen,  immer  in  die  deutliche  Sehweite  der  Mikroskope  gebracht  werden  können. 
Zwischen  J  J'  und  GG  sind  noch  Unterlagsplatten  HH  angebracht. 

Vergleichung  zweier  Strich- MMse, 

Wenn  es  sich  um  Vergleichnng  zweier  Strich-Masse  JJ*  handelt,  so  werden 
dieselben  in  der  beschriebenen  Weise  neben  einander  aufgelegt,  so  dass  ihre  Ober- 
flächen in  eine  Ebene  zusammenfallen,  nnd  zusammen  mittelst  der  Mikroskope  beob- 
achtet werden  können.  Da  die  Unterlagsplatten  HH  mittelst  besonderer  Schrauben 
der  Länge  nach  etwas  Spielraum  haben ,  kann  man  es  dahin  bringen ,  dass  man  mit 
dem  einen  (etwa  dem  linkseitigen)  Mikroskop  die  zusammenfallenden  Nullstriche  beider 
Strichmasse  zwischen  den  Mikroskopfäden  sieht.  Dann  bat  man  zum  Zweck  der  Ver- 
gleichung nur  noch  das  andere  (rechtseitige)  Mikroskop  auf  die  Endstriche  der  beiden 
Strichmasse  einzustellen,  und  dabei  den  Abstand  dieser  beiden  Endstriche  mit  der 
Mikrometerschraube  zu  messen. 

Hiebei  ist  also  vorausgesetzt,  dass  die  einander  entsprechenden  Striche  der  zu 
vergleichenden  Massstäbe  gleichzeitig  in  das  Gesichtsfeld  der  Mikroskope  gebracht 
werden  können,  und  dieses  ist  deswegen  gewöhnlich  thunlich,  weil  die  Striche  auf  die 
eine  Kante  ausmtlndend  gezogen  sind. 

Vergleichung  eines  Strich-Masses  mit  einem  Endmass. 

Mit  Hilfe  der  besonderen  Einrichtung,  welche  in  Fig.  2.  in  4 mal  grösserem 
Massstab  als  Fig.  1.  gezeichnet  ist,  kann  man  auch  Strichmasse  nnd  Endmasse  ver- 
gleichen. 

Das  zu  vergleichende  Endmass  wird  hiebei  ganz  in  der  vorher  beschriebenen 
Weise  behandelt,  es  ist  J  oder  /',  und  liegt  auf  einer  der  beiden  Platten  H,  Die 
andere  Platte  H  wird  weggenommen,  und  statt  derselben  werden  nun  die  in  Fig.  2. 
links  und  rechts  gezeichneten  Anschlag-Cylinder  aufgeschraubt 

Diese  Cylinder  a'  und  a"  stecken  in  Htllsen  a  und  haben  infolge  von  einge- 
legten Federn  das  Bestreben,  in  der  Kichtung  gegen  einander  aus  den  Hülsen  heraus- 
zutreten, d.  h.  sie  drücken  beiderseits  gegen  das  Endmass  hb,  welches  in  Fig.  2.  da- 
zwischen gelegt  ist. 

Wenn  b  in  horizontale  Schneiden  endigt,  so  wird  man  a"  in  eine  vertikale 
Schneide  oder  a!  in  eine  Rundung  endigen  lassen  u,  s.  w.;  für  die  Betrachtung  der 
Wirkungsweise  des  Apparates  ist  diese  Unterscheidung  unwesentlich. 
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Fig.  8. 

Lfttten-Komparator. 

QuerechnlU,  Massstab  1:6. 


Auf  den  Cylindein  a'  und  a"  sind  Platten  c  aufgesetzt,  welche  nach  vom 
Yorgebogen  und  mit  feineu  Strichen  d  und  d'  versehen  sind.  (Die  auf  der  anderen 
Seite  befindlichen  Schrauben  e  dienen  zur  Höhenregulierung  für  die  Striche  d.) 

Man  denke  sich  nun  die  Cylinder  a'  und  a"  auf  der  einen  Tischplatte  G  be- 
festigt, und  ein  Endmass  66  zwischen  die  Cylinder-Enden  a'  und  a"  eingelegt.  Auf 
der  anderen  Tischplatte  G  (bzw.  auf  der  Zwischenplatte  H)  liegt  ein  Strich-Massstab  /, 
und  man  bringt  es  nun  dahin,  dass  die  Indexstriche  d  und  d'  der  Cylinder  an  der 
£ante  des  Strichmasses  anliegen  und  gleichzeitig  mit  den  benachbarten  Strichen  des 
Strichmasses  in  den  Mikroskopen  erscheinen.  Man  behandelt  dann  die  Striche  d  und 
d!  wie  die  Anfangs-  und  Endstriche  eines  Strichmasses  und  macht  die  Strichmass- 
Vergleichung  in  der  früher  angegebenen  Weise. 

Es  handelt  sich  noch  darum,  die  Länge  dd!  auf  die  Länge  aa'  zwischen  den 
Enden  der  Anschlag-Cylinder  zu  reduzieren,  und  dieses  geschieht  dadurch,  dass  man 
nach  Entfernung  des  Massstabes  h  h  den  einen  Cylinder  abnimmt  und  ihn  unmittelbar 
an  den  anderen  Cylinder  anstossend  wieder  befestigt.  Es  stossen  dann  die  Cylinder- 
Enden  a  und  a^  zusammen,  während  die  Indexstriche  d  und  d'  einen  kleinen  Zwischen- 
raum zwischen  sich  lassen,  den  man  misst 
und  an  der  vorhergehenden  Vergleichung 
in  Rechnung  bringt. 

Einige  andere,  zum  Teil  sehr  Binnreiche 
und  doch  einfache  Verfahren  zur  gegenBeitigen 
Verglelehang  von  Endmaasen  nnd  Strlohmassen 
berichtet  .Zachariae,  Die  geodätischen  Haupt- 
punkte*, dentsch  von  Lamp,  Berlin  1878,  S.  96-98. 

Kowparatar  für  hölzerne  Latten, 

Im  wesentlichen  nach  demselben 
Grundgedanken  wie  der  yorher  beschrie- 
bene aichamtliche  Meter-Eomparator ,  je- 
doch länger  und  stärker,  ist  der  Kompa- 
rator  für  Nivellierlatten  und  ähnliche 
Massstäbe,  dessen  Querschnitt  in  Fig.  3. 
gezeichnet  ist. 

Der  Hauptteil  ist  eine  Eisenschiene 
A  A'  (aus  einer  Eisenbahnschiene  herge- 
stellt), 3,5*  lang  und  mit  einer  durch- 
laufenden Millimeterteilung  versehen.  D  D' 
und  EB  sind  zwei  Träger,  welche  durch 
die  auf  der  anderen  Seite  angebrachten 
Schrauben  J  und  J'  durch  Hebel  HG 
und  E'  G'  der  Höhe  nach  gestellt  wer- 
den können. 

N  ist  ein  aufgelegter  Massstab,  der 
durch  das  Mikroskop  M  verglichen  wird. 

Weiteres  hierüber  haben  wir  früher 
in  der -Zeitschrift  für  Instrumentenkunde **,  ,^   ,         „  „       , 

^__       '      _       ^_       .  .,  fKarlsr.  u.  Hannov.  Sammlnng, 

1881,   b.  41—47  raitgeteut.  Mechaniker  Sickltr,) 
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NormälsieUung  der  Mikroskop- Axen. 

Wenn  man  bei  einem  Lfingen-Komparator  der  bisher  beschriebenen  Art  die 
Laufschiene  der  Mikroskope  and  die  Unterlagsplatten  mit  Libellen  gat  horizontal  stellt, 
so  ist  nnr  noch  die  Frage  zn  beantworten,  ob  die  Mikroskop-Axen  vertikal  sind.  Wenn 
letzteres  nur  wenigstens  genähert  der  Fall  ist,  so  kann  man  bereits  Vergleichungen 
machen,  weil  kleine  Neigungen  der  Mikroskop-Axen  bei  den  immer  nahezu  gleichen 
Höhen-Einstellungen  wenig  ausmachen. 

Um  jedoch  die  Mikroskop-Axen  genau  vertikal  zu  stellen,  hat  man  das  Mittel 
des  Quecksilber-Horizontes;  man  stellt  nämlich  unter  ein  Mikroskop  ein  Gef&ss  mit 
Quecksilber  und  beobachtet  darin  das  Spiegelbild  der  Fäden,  welches  sich  mit  den 
Fäden  selbst  decken  soll.  Jedoch  muss  man  dazu  die  Fäden  heleuchtefi-,  das  geschieht 
durch  einen  kleinen  seitwärts  angebrachten  Spiegel,  den  wir  aus  anderer  Veranlassung 
beschrieben  haben  in  , Grundzüge  der  astr.  Zeit-  und  Ortsbestimmung*,  Berlin  1885, 
S.  225. 

Eine  andere  Untersuchung  über  Mikroskop-Axen-Neigung  u.  s.  w.  gab  die  frühere, 
3.  Auflage  dieses  Bandes,  1890,  §  9.  Auch  ist  hier  zu  citieren :  ,  Weinstein,  Handbuch 
der  physikalischen  Massbestimmung",  IL  Band,  Berlin  1888,  S.  72—89. 

Fühlspiegel' Kamparator  von  Steinheü. 

Ein  anderes  Prinzip  der  Massvergleichung,  für  Endmasse  geeignet,  ist  das  des 
Fühlspiegels,  von  dem  wir  in  Fig.  4.  wenigstens  den  Grundgedanken  darstellen  (nach 
einem  Berichte  von  Steinheil  in  dem  „Gen.-Ber.  d.  Europ.  Gradm.  für  1869«,  S.  76 
bis  80  und  „Tinter,  Zeitschr.  d.  österr.  Ing.-  u.  Arch.-Vereins«,  1871,  S.  40,  und  ,Publ. 
des  geod.  Instituts.    Massvergleichungen«,  II.  1876). 

Flg.  4. 
Füblspiegel-Komparator  von  Suinheil. 


In  Fig.  4  sind  M  und  M'  zwei  Endmasse,  welche  verglichen  werden  sollen. 
Dieselben  befinden  sich  in  paralleler  Lage  im  Abstand  a,  und  stossen  links  mit  ihren 
Enden  gegen  eine  ebene  Glasplatte  GQ  an.  Wenn  diese  Masse  M  und  M'  gleich 
lang  sind,  so  wird  eine  zweite  Glasplatte  G'G',  welche  gegen  die  anderen  Enden 
(rechts)  gedrückt  wird,  mit  der  ersten  Platte  GG  parallel  sein;  andernfalls  machen 
die  Platten  G  G  und  G  G'  einen  kleinen  Winkel  a,  entsprechen  der  Gleichung : 

M  -  M 

sin  a  =      

a 

Nun  hat  man  ein  Femrohr  FO,  rechtwinklig  zur  Glasplatte  GG  gerichtet; 
und  wenn  G'  G'  parallel  G  G  ist,  so  wird  FO  A  mit  F 0  gemeinsam  nach  F  reflektiert. 
Wenn  dagegen  der  erwähnte  kleine  Winkel  a  vorhanden  ist,  so  bekommt  man  zwei 
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Keflezionspmikte  F  und  F\  deren  Abstand  v  =  2f8ina  ist,  also  in  Verbindung  mit 
der  ersten  Gleichung: 

Insofern  a  erheblich  kleiner  ist  als  f,  giebt  ein  Fehler  an  v  einen  entsprechend 
kleinen  Einflnss  anf  die  Massvergleichnng  M'  —  M. 

Man  hat  die  Ftlhlspiegel-Vergleichung  von  Bndmassen  früher  namentlich  des- 
wegen gewählt,  weil  man  dabei  die  Stäbe  in  einer  Flüssigkeit  vergleichen  kann,  was 
das  beste  Mittel  zur  sicheren  und  gleichmässigen  Temperatur-Bestimmung  ist;  indessen 
in  neuer  Zeit  macht  man  auch  mikroskopische  Strich- Vergleichungen  in  der  Flüssigkeit, 
wie  aus  dem  Nachfolgenden  zn  ersehen  ist. 

MasS'Vergkidiungen  des  intematiandlen  Mass-  und  Gewichts-Bureaus, 

Zum  Abschluss  unserer  Betrachtungen  über  Massvergleichung  wollen  wir  noch 
einen  Auszug  vorführen  aus  dem  Werke:  «Travauz  et  m^moires  du  bureau  international 
de«  poids  et  mesures»,  Tome  II,  Paris  1883,  Seite  C  3  — -  C  147,  und  Tome  III,  1884, 
Seite  C3  u.  ff.  mesures  de  dilatation  et  comparaisons  des  rdgles  mdtriques. 

1.  Verfahren  im  Allgemeinen.  Die  Messungen  der  Ausdehnungen  der  metrischen 
Strichmasse  wurden  nach  dem  von  dem  schwedischen  General  Wrede,  Mitglied  des 
internationalen  Mass-  und  Gewichts-Bureaus  angegebenen  Verfahren  ausgeführt,  welches 
im  wesentlichen  in  der  aufeinander  folgenden  Vergleichung  zweier  Stäbe  besteht,  welche 
nach  einander  unter  die  Objektive  zweier  vertikaler  im  Abstand  von  1"  befestigter 
Mikrometer-Mikroskope  gebracht  werden.  Die  Messungen  werden  wie  bei  gewöhnUdien 
Vergleichungen  zweier  Meter  gemacht,  mit  dem  einzigen  Unterschied,  dass  jeder  der 
Stäbe  in  einen  besonderen  Trog  mit  Flüssigkeit  eingeschlossen  ist,  und  dass  die  Stäbe 
hierin  im  allgemeinen  verschiedene  Temperaturen  haben,  welche  nach  Umständen  reguliert 
werden  können.  Auch  kann  die  Temperatur  des  einen  Stabes  während  der  Dauer  der 
Vergleichungen  konstant  erhalten  werden,  und  man  erhält  dadurch  die  Ausdehnung 
des  anderen  Stabes  unmittelbar.  Der  Vorteil  der  Methode  besteht  darin,  dass  ihre 
Ergebnisse  unabhängig  von  dem  absoluten  Abstand  der  Mikroskop-Axen  sind,  dieser 
Abstand  braucht  nur  während  der  kurzen  Zeit  des  Übergangs  von  einem  Stab  zum 
anderen  als  konstant  oder  während  abwechselnden  Übergangs  als  gleichförmig  ver- 
änderlich angenommen  zn  werden. 

Der  Vergleich-Apparat  besteht  hiernach  im  wesentlichen  aus  zwei  fest  aufgestellten 
Mikroskopen  und  einer  zwischen  beiden  befindlichen  Schienen -Wagen- Einrichtung,  mittelst 
welcher  die  in  Tröge  eingeschlossenen  Meterstäbe  rasch  unter  die  Mikroskope  geschoben 
werden  können. 

2.  (0.  4.)  Der  Komparator  besteht  aus  zwei  Mikroskopen,  welche  auf  Stein- 
pfeilern im  Abstand  von  1*  gut  fundiert  sind ;  dazwischen  bewegt  sich  ein  Wagen  auf 
Schienen,  welcher  die  Vergleichs-Stäbe  mit  ihren  Trögen  unter  die  Mikroskope  bringt. 

3.  (C.  12.)    Richtigstellung  aller  Teile. 

4.  (0.  13.)  Die  Mikroskope.  Objektiv  von  36*"»  Brennweite,  Ganghöhe  der 
Schraube  =  0,75"",  1  Umdrehung  giebt  0,1"",  die  Trommel  ist  in  100  Teile  geteilt, 
giebt  also  sehr  nahe  0,001""  =1^,  Gesichtsfeld  =  1,1"",  Okular  Rarasden,  Ver- 
grössemng  90-  bis  9hf&ch, 

5.  (C.  14.)  Neben- Apparate  zur  Regulierung  der  Temperatur  in  den  Trögen  mit 
Hilfe  von  Wasser-Zirkulation. 

6.  (C.  16  und  Tome  III  C.  11.)  Als  Flüssigkeit  wurde  zuerst  Glycerin  genommen, 
aber  wieder  aufgegeben,  weil  die  Klebrigkeit  sich  als  Hindernis  gleichförmiger  Temperatur- 
Verteilung  zeigte;  ähnlich  verhält  es  sich  mit  vegetabilischen  Öfen,  retroleum  stört 
durch  die  gesundheitschädlichen  Dämpfe.  Reines  Wasser  wurde  schliesslich  ausreichend 
gefanden  &r  Platin,  Messing  und  Bronce,  dagegen  für  Eisenstäbe  wurde  als  nicht  an- 
greifende Flüssigkeit  nach  verschiedenen  Versuchen,  gesättigte  Borax-Lösung  genommen. 
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Die  Stäbe  sind  in  der  Regel  25"""  tief  in  die  Flüssigkeit  eingetaucht,  und  die 
mikrometrische  Messung  durch  eine  25"""  tiefe  Fiüssigkeits- Schichte  geschieht  nahezu 
mit  derselben  Genauigkeit  wie  durch  Luft. 

7.  (C.  20  und  Tome  III.  C.  6.)  ^Künstliche  Beleuchtung  in  der  Axe  der  Mikro- 
skope, durch  einen  Spiegel  unter  45^. 

8.  (0.  26.)  Einstellen  auf  deutliche  Sehweite,  nach  Foersters  Theorie  .rinfluence 
de  la  mise  au  fojer  sur  les  mesures  mikromdtriques*. 

9.  (C.  30.)    Ausdehnungs-Coöfficienten  (vgl.  unseren  früheren  §  7.  S.  58—54). 

10.  u.  flf.  (C.  30)  Thermometer  und  (C.  62)  Barometer. 

80.  (C.  104  und  Tome  IIL  C.  7.)  Periodische  Schraubenfehler  (vgl.  unseren 
früheren  §  6.  S.  48-50). 

31.  (C.  118  und  Tome  V.  Seite  47)  Fortschreitende  Schraubenfehler. 

§.  9.  Altere  Basis-Messungen. 

Die  ersten  Basis-Messungen  waren  nichts  anderes  als  Linien-Messungen  im 
wesentlichen  von  ähnlicher  Art,  wie  sie  der  Landmesser  mit  Messlatten  heute  noch 
macht,  jedoch  mit  besonderer  Sorgfalt  ausgeführt 

So  begann  Snellius  1615  (vgl.  unseren  Band  I.  4.  Aufl.  1895,  S.  478) ;  und  auch 
die  Franzosen  massen  im  17.  und  auch  noch  im  18.  Jahrhundert  mit  hölzernen  Latten. 

Ähnliche  Messungen  kamen  in  Deutschland  auch  noch  in  diesem  Jahrhundert 
vor;  so  berichtet  z.  B.  Benzenberg  aus  dem  Jahre  1805  in  dem  Buche  «Über  das 
Cataster",  Bonn  1818,  S.  20 — 21 :  .Die  Standlinien  wurden  mit  hölzernen  Messstangen 
gemessen,  die  12  Fuss  lang  waren,  mit  Ölfarbe  angestrichen  und  an  beiden  Seiten  mit 
Kupfer  beschlagen.  Diese  wurden  über  kleine  Brücken  gelegt,  die  in  eine  Länge  von 
1000  Fuss  durchs  Feld  gebaut  wurden,  und  auf  denen  sich  eine  viermalige  Messung 
fortsetzte,  während  dass  hinten  die  Brücken  abgebrochen  und  vorne  wieder  angebaut 
wurden.    22  Feldmesser  vnirden  bei  der  Messung  der  Standlinien  gebraucht.* 

Folgendes  sind  Benzenbergs  Angaben  für  die  4malige  Messung  bei  Mflndelheim, 
wobei  wir  sogleich  die  Reduktion  in  Metermass  und  eine  Grenauigkeits-Berechnung 
zufEigen : 


Fuss 

Zoll  Linien 

Meter 

V 

t?2 

1. 

24062 

1 

8,1 

=  7551,9867 

+ 14,9- 

222 

2. 

24062 

1 

5,0 

=  7551,9799 

4-21,7 

471 

3. 

24062 

3 

3,6 

=  7552,0292 

-27,6 

762 

4. 

24062 

2 

7,1 

=  7552,0107 

-   9.1 

83 

Mittel 

24062 

2 

3 

=  7552,0016 

1538 

Man  berechnet  hieraus: 
Mittlerer  Fehler  einer  Messung 

^1538 


=/' 


^     =±22,6- 


Mittlerer  Fehler  des  Mittels  aus  allen  4  Messungen: 

3f  =  -^  =  H-  11.3— 

VT     - 

Mittlerer  Fehler  einer  Messung  von  1**  Länge: 


y  7.552       ~  ^  ' 
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Diese  Genauigkeits-Angaben  beziehen  sich  nur  auf  die  unregelmässigen,  durch 
die  Handhabung  der  Stangen  und  etwaige  Änderungen  derselben  während  der  Mess- 
ungen erzeugten  Fehler;  einseitig  wirkende  Fehler  und  namentlich  die  Unsicherheiten 
der  Latten  selbst  sind  hier  nicht  mitgerechnet. 

Trotzdem  schien  es  nicht  unzweckmässig,  an  diesem,  wie  es  scheint,  zuverlässigen 
Beispiele  zu  zeigen,  wie  genau  man  mit  den  einfachsten  Mitteln  im  Felde  messen 
kann,  wenn  man  gute  Messungs-Unterlagen  hat. 

Die  Schweizer  Basis  bei  Aarberg  von  1880  ist  von  Koppe  auch  mit  gewöhn- 
lichen 5 Meter-Latten  längs  gespannter  Schnüre  gemessen  worden,  wobei  sich  für  l* 
der  mittlere  unregelmässige  Fehler  ±  0,28"*"  fand,  also  för  eine  Messung  von  !*•  der 
mittlere  Fehler: 

wi  =  0.28  ylÖÖÖ  =  ±  8,9«"  (2) 

(vgl.  Koppe :  „Der  Basis- Apparat  des  General  Ibanez  und  die  Aarberger  Basis- 
messung«, Zürich  1881,  S.  7—8). 

Li  jüngster  Zeit  ist  eine  wertvolle  Untersuchung  dieser  Art  gemacht  worden, 
indem  Meinhertz  die  Bonner  Basis  mit  gewöhnlichen  Messlatten  und  Stahlbändern 
nachgemessen  hat.  Die  Vergleichungen  der  so  erhaltenen  Ergebnisse  unter  sich  und 
mit  den  feinen  geodätischen  Messungen  des  geodätischen  Lnstitutes  und  der  Landes- 
au&iahme  (welche  bereits  in  unserem  L  Band,  4.  Aufl.  1895,  S.  514  kurz  erwähnt 
«ind)  gaben  sehr  überraschende  Resultate  betreffs  der  verhältnismässig  grossen  Ge- 
nauigkeit der  gewöhnlichen  Latten-  und  Band-Messung,  und  betreffs  der  im  wesent- 
lichen proportional  den  Längen  auftretenden  Fehler-Fortpflanzung.  Reinhertz  hat  über 
«eine  Messungen  berichtet  auf  der  19.  Hauptversammlung  des  deutschen  Geometer- 
vereins  in  Bonn  1895  (»Zeitschr.  f.  Venu.«  1895,  S.  508)  und  der  ausführliche  Bericht 
wird  in  der  »Zeitschr.  t  Verm."  Anfang  1896  gegeben. 

Nach  diesen  Bemerkungen  über  das  Messen  mit  gewöhnlichen  Messlatten,  geben 
wir  eine  kurze  Darlegung  der  Entwicklung  der  Basismessungs- Verfahren  zunächst  von 
den  französischen  Messungen  im  17.  und  18.  Jahrhundert  bis  zum  Anfang  dieses 
Jahrhunderts. 

JPicard  wandte  1669  4  hölzerne  je  2  Toisen  lange  Massstabe  an,  die  er  mit  Hilfe 
von  Schrauben  zu  2  je  4  Toisen  langen  Messlatten  verband.  Diese  legte  er  unmittelbar 
«ine  vor  die  andere  auf  den  (horizontalen)  Boden.  Da  sie  im  Querschnitt  rund,  und 
leicht  von  Gewicht  waren,  so  war  eine  Verschiebung  auf  dem  Boden  kaum  zu  ver- 
meiden.   (La  Condamine,  Mesure  des  trois  premiers  degr^s  u.  s.  w.  S.  249). 

Bei  den  Gradmessungen  in  Peru  und  Lappland  (1736)  wurden  ebenfalls  hölzerne 
Latten,  und  zwar  deren  drei  zusammen  angewendet.  Dieselben  waren  15  oder  20  Fuss 
lang,  2  Zoll  breit,  IVs  Zoll  dick  und  mit  Eisen  beschlagen;  sie  wurden  auf  je  zwei 
Stützen,  jede  einzeln  horizontal,  gelegt.    (La  Condamine  S.  250.) 

Bei  der  im  Jahre  1789  vorgenommenen  Nachmessung  der  Picardschen  Basis  von 
Juvisy  bediente  sich  Cassini  zum  erstenmal  metallener  Massstäbe,  nämlich  4  eiserner 
Stäbe,  deren  Temperatur-Ausdehnung  er  aus  Quecksilber-Thermometerangaben  ermittelte. 
<La  Condamine  S.  251.) 
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Der  englische  General  Foy  mass  im  Jahre  1784  eine  Grundlinie  bei  Houns- 
low-Heath,  zwischen  London  und  Greenwich,  7  530"  lang,  mehrmals  mit  verschiedenen 
Hilfsmitteln: 

erste  Messung  mit  einer  Kette    .    .    .    27  408,22  Puss 
zweite       ,  ,     Holz-Massstäben.    .    27  406,60      , 

dritte       „         ,    Glasröhren      .    .    .    27  404,72      , 
Femer   im  Jahre  1787   eine  Basis  bei  Romney-Marsb  wieder   mit  der  Kette, 
28  532,92  Puss,  und  1794  bei  Salisbury  36  574,4  Puss. 

Doppelmetail'Stange  von  Borda. 

Den  Übergang  von  der  unvollkommenen  Temperatur-Bestimmung  Cassinis  (,le 
thermom^tre  k  la  main*)  zu  der  heute  noch  in  Gebrauch  befindlichen  Verbindung 
zweier  verschiedener  Metalle  zu  einer  Messstange  ÜEUid  Bordaf  dessen  aus  Platin  und 
Kupfer  zusammengesetzte  St&be  bei  der  grossen  französischen  Gradmessung  von  1792 
XL  flF.  von  Delambre  und  Möchain  angewendet  wurden. 

Flg.  1. 

Plfttm-Enpfer-Stange  von  Borda. 

(PUtiiuUb  12  Fass  lang,  «  Linien  breit,  1  Linie  dlok.) 


Wir  geben  in  Pig.  1.  die  Zeichnung  der  Bordaschen  Stangen  nach  »Puissant, 
traitö  de  göodösie",  2"'  Edition,  Paris  1819,  L  S.  203—207.  Die  eigentliche  Mess- 
stange ist  von  Platin,  2  Toisen  =  12  Puss  =  3,898«  lang,  6  Linien  =  18,5—  breit 
und  1  Linie  =  2,3""*  dick.  Auf  dieser  Platinstange  befindet  sich  eine  Kupferstange, 
und  zwar  am  linken  Ende  mit  der  Platinstange  fest  verbunden,  während  das  rechte 
Kupfer-Ende  sich  frei  ausdehnen  kann,  und  etwa  0,16*  vom  rechten  Ende  entfernt, 
mit  einer  Teilung'  ab  und  Nonius  n  in  seiner  Stellung  gegen  das  Platin  abgelesen 
wird.  Die  so  gemachten  Ablesungen  geben  nun  das  Mass  fflr  die  Ausdehnung,  denn 
da  Platin  den  Ausdehnungs-Coöfficient  a  =  0,000  0089  und  Kupfer  «'  =  0,000  0172 
(für  1°  C.)  hat,  also  cd  etwa  das  Doppelte  von  a  ist,  lässt  sich  aus  der  Ausdehn ungs. 
Differenz  die  Ausdehnung  des  Platins  selbst  berechnen.  (Wir  werden  dieses  bei  den 
Bessel  sehen  Stangen  mit  Eisen  und  Zink  in  §  11. — 12.  ausführlicher  behandeln.) 

Ausser  dem  Temperatur-Massstab  a  h  zeigt  Pig.  1.  noch  einen  Massstab  an  dem 
Schieber  cd,  welcher  dazu  dient,  den  Zwischenraum  je  zweier  aufeinander  folgender 
Stangen  ohne  Stoss  zu  messen. 

Solcher  Stangen  wie  die  hier  beschriebene  wurden  je  4  zusammen  auf  Stativen 
mit  Mikrometer-Schrauben  eingerichtet;  die  Stangen-Neigungen  wurden  durch  Libellen 
und  Gradbogen  bestimmt,  und  in  Rechnung  gebracht. 
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Mit  diesen  Bordaschen  Stangen  sind  (nach  den  Verh.  d.  5.  allg.  Eonf.  d.  £ur. 
Gr.,  Qen.-Ber.  fQr  1877,  S.  40)  7  Grandlinien  gemessen  worden,  nämlich: 


1798  Grondlmie 

bei  Melnn 

11842« 

w                 n 

,    Perpignan 

11706 

1804          , 

,    Ensisheim 

19  044 

1818          , 

.    Brest 

10  627 

1826 

^    Bordeaux 

14119 

1827 

,    Grourbera 

12  220 

1828          , 

»    Aix 

8  067 

CoWys  Kompensatwns-Stangen, 

Eine  sinnreiche  Anwendung  des  Grundgedankens  der  aus  zwei  verschiedenen 
Metallen  zusammengesetzten  Basismessstangen  hat  der  englische  General  Golby,  etwa 
um  1827,  gemacht,  indem  er  zwei  Ausdehnungen  von  Eisen  und  Zink  einander  gegen- 
seitig aufheben  liess,  so  dass  der  Apparat  selbstthätig  kompensierend  wird. 

Flg.  2. 

Golby  8  KompensatloxiB-SUDge. 

(Länge  =  10  Ftus  =  3,048  m.) 


C    Messing g" 


K  jnz  1 1 1 1  ^im ^~  ,'  I  r 

"ij- »tV-X  m 

C  ^ 

Nach  Andeutung  von  Fig.  2.  hat  man  eine  Messing-Stange  und  eine  Eisen- 
Stange  in  der  Mitte  bei  C  fest  verbunden,  so  dass  sich  die  Enden  links  a  und  h, 
rechts  af  und  V  frei  ausdehnen  können.  Nun  sind  Hebel  ahc  und  a'  V  &  angebracht 
in  den  Verhältnissen: 

&c  ~  &  V""  7 
wo  m  und  e  die  Ausdehnungs-Coöfficienten  für  Messing  und  Eisen  sind  (etwa  m  = 
0,000  019  und  e  =  0,000  011  für  1^  C).    Nun  ist  leicht  einzusehen,  dass  der  zwischen 
c  und  (f  gemessene  Abstand  L  unabhängig  von  den  Ausdehnungen  ist. 

Solcher  Stangen  in  Holzkästen  wurden  6  zusammen  angewendet,  und  die 
Zwischenräume  der  Stangen  wurden  mikroskopisch  gemessen. 

Mit  diesem  Apparat  wurden  2  Linien  in  England  gemessen:  Longh  Foyle, 
D^rdL  Irland,  1827,  41  641  Fuss,  und  Salisburj,  westl.  von  London,  1849,  34  841  Fuss; 
femer  10  Linien  in  Indien. 

Näheres  hierüber  giebt  »Ordnance  trig.  survey*  (vgl.  S.  10)  S.  200  u.  flf.  mit 
Plate  n,  sowie  im  Auszug  Clarke,  Geodesy  (vgl.  S.  14)  S.  163  u.  ff. 

Für  die  Bayerische  Landesvermessung  lieferte  das  mechanische  Institut  von  Utz- 
Schneider  und  Reichenhach  im  Anfang  dieses  Jahrhunderts  einen  Apparat,  welcher  aus 
fünf  in  hölzernen  Kästen  eingelegten  je  4  Meter  langen  in  polierte  Stahlkanten  aus- 
laufenden eisernen  Stangen  bestand.  Die  Zwischenräume  der  bei  der  Messung  sich 
nkht  berührenden  Stäbe  wurden  durch  stählerne  Keile  (12*"  lang,  hinten  6,5""",  vom 
0,5**  dick) ,  die  Neigungswinkel  durch  Libellen ,  und  die  Temperatur  durch  auf  den 
Stangen  ruhende  Thermometer  bestimmt  (Generalbericht  der  Europ.  Gradmessung  1867, 
S.  25).    Die  genaue  Beschreibung  und  Zeichnung  dieses  Beichenbach  sehen  Apparates 

Jord«ii,  Handb.  d.  Yermeatnogskande.    4.  Aufl.    in.  Bd.  5 
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findet  sich  in  dem  Werke:   ,Die  Bayerische  Landesvermessung  in  ihrer  wissenschaft- 
lichen Grundlage«,  München  1873,  S.  3—65. 

Ähnlich  diesem  Keichenbach  sehen  Apparat,  in  einzelnen  Teilen  noch  sinnreicher 
ausgedacht,  war  Schwerds  Apparat,  den  er  beschrieben  hat  in  dem  Werke:  ,Die  kleine 
Speyerer  Basis«  u.  s.  w.  Speyer  1822. 

Der  Württemhergisahe  Basis-Apparat  von  Bohnenberger, 

Auch  dieser  Apparat  ist  grösstenteils  nach  dem  Keichenbach  sehen  Muster  unter 
Bohnenbergers  Leitung  im  Jahr  1818  gearbeitet  (s.  „Die  Landesvermessung  des  König- 
reichs Württemberg«,  herausgegeben  von  Eohler.    Stuttgart  1858,  S.  45). 

Die  schon  1792  von  Borda  erfundene  Verbindung  zweier  Metalle  zur  Bestim- 
mung der  Temperatur- Ausdehnung  kam  bei  dem  Beichenbach  sehen  und  Bohnenberger- 
schen  Apparat  nicht  zur  Verwendung,  sondern  es  wurden  nur  gewöhnliche  Thermo- 
meter benützt. 

Die  Messstangen  sind  je  2  Toisen  lang,  32  Pfund  schwer  und  „genau  nach  der 
Peru-Toise  auf  13**  R,  reguliert*  (hierüber  haben  sich  sp&ter  Bedenken  erhoben). 

Flg.  8. 
Eiserne  MesMtange  in  einem  HolzkMten. 


Fig.  4.  Der  Querschnitt  der  Stangen 

Eiserne  Stange  mit  Thermometer  Im  Holzkatten.         j^^    ^^^    Quadrat    Von    2,3""    Seite. 

Jede  Stange  endigt  einerseits  in 
eine  horizontale,  andererseits  in  eine 
vertikale  Schneide.  Die  Stangen 
sind  in  holzeme  Geh&use  einge- 
schlossen, wobei  jedoch  die  Schnei- 
den beiderseits  hervorragen.  Die 
Gehäuse  haben  unten  Verstärkungsrippen  F  und  oben  Handhaben  A  B  (Fig.  3.).  In 
jede  Stange  ist  ein  Thermometer  eingelassen  (Fig.  4.),  welches  mittelst  einer  durch 
Glas  verschlossenen  und  beim  Nichtgebrauch  bedeckten  Öflfhung  in  dem  Holzgehftuse 
beobachtet  werden  kann.    Bei  L  ist  eine  Libelle  mit  Gradbogen  angebracht. 

Der  Messkeil  ist  von  gehärtetem  Stahl,   abgesehen  von  der  Handhabe   ist  er 
12""  lang,  5""  breit,  vom  O.S""»  und  hinten  6,2"""  dick. 

Die  Messungsbrücke  bestand  aus  einfachen  hölzernen  Bocken. 

Flg.  5. 
Messnngs-Brficke. 
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Die  Basis  Sollt ade-Lndwigsborg  von  6687  Toisen  oder  rund  13  Kilometer  Länge 
wurde  in  der  Zeit  vom  18.  September  bis  12.  Oktober  1820  in  19  Arbeitstagen  ein- 
mal gemessen. 

Weiteres  und  Ausführlicheres  über  die  Älteren  Basismess-Apparate  giebt  West- 
phäl  ^Basisapparate  und  Basismessungen' ,  Zeitschrift  für  Instrumentenkunde ,  1885, 
S.  257—274,  S.  383—345,  S.  373-385,  S.  420—432.  Ferner  1888,  S.  189—203, 
S.  225-236,  S.  337—346. 

Reduktion  einer  Basislänge  auf  den  Meereshariz&nt, 

Ausser  den  Reduktionen  für  Temperatur,  Stangenneigung,  Zwischenräume  u.  s.  w., 
welche  bisher  erwähnt  worden  sind,  hat  man  bei  Basismessungen,  um  sie  unter  sich 
trigonometrisch  vergleichbar  zu  machen,  auch  noch  die  Reduktion  auf  dem  Meeres- 
horizont (bzw.  auf  N,  N.)  anzubringen. 

Wenn  h  das  arithmetische  Mittel  der  Hohen  der  einzelnen  Stangenlagen  über 
dem  Yergleichs-Horizont  ist,  und  r  der  Erdkrümmungs-Halbmesser,  wenn  femer  B  die 
Summe  der  horizontalen  Stangenlagen  und  Bq  deren  centrale  Projektion  auf  den  Horizont 
ist.  so  besteht  die  Beziehung: 


1='-^^=- 

h 
r 

r  auch  hinreichend  genähert: 

B- 

-^0  =  ^' 

Zur  Übersicht  geben  wir  hiezu 

einige  Zahlenwerte: 

h                       '«^/(l  +  y) 

h 

%(.*^) 

0-                       0.0000000-0 

500* 

0.0000340-3 

100                                    681 

600 

408-4 

200                                  136-1 

800 

544-5 

500                                  340-8 

1000 

680-6 

Differenz 

68-1 
für  100" 


Für  die  Basislänge  B  =  1000"  und  die  Höhe  h  =  100"  beträgt  die  Reduktion 
—  0,0157- 

§  10.   Der  Bessel  sehe  Basis-Hess-Apparat. 

Als  Bessel  im  Jahre  1834  zu  seiner  , Gradmessung  in  Ostpreussen"  einen  Basis- 
Mess-Apparat  bauen  Hess,  standen  ihm  die  Erfahrungen  von  Borda,  Eeichenbach,  llep- 
8old,  Schwerd  u.  A.  zu  Gebote  (Platin  und  Kupfer,  Messkeil  u.  s.  w.). 

Bessel  hat  zu  diesen  Erfahrungen  sein  eigenes  Verständnis  hinzugefügt,  er  hat 
alle  Einrichtungen  und  Berechnungen  so  scharfsinnig  erdacht  und  so  folgerichtig 
darchgeführt,  dass  der  Apparat  immer  als  klassisches  Beispiel  gelten  wird,  obgleich  er 
natürlich  jetzt  nach  60  Jahren  nicht  mehr  der  beste  sein  kann. 

Mit  dem  Bessel  sehen  Apparat  sind  bis  jetzt  14  Grundlinien  gemessen  worden, 
nämlich  1)  bei  Königsberg  1834,  2)  Kopenhagen  1888,  3)  üpsala  1840,  4)  Beriin  1846, 
5)  Bonn  1847,  6)  Lommel  in  Belgien  1851,  7)  Ostende  1853,  8)  Strehlen  in  Schlesien 
1854,  9)  Braak  in  Holstein  1871,  10)  Grossenhain  in  Sachsen  1872,  11)  Ensisheira 
im  Elsass  1877,  12)  Göttingen  1880,  13)  Meppen  1883,  14)  Bonn,  Neumessung  1892. 
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Obgleich  der  Apparat  bei  allen  diesen  Messungen  in  seinen  Haaptteilen  der- 
selbe geblieben  ist,  und  obgleich  damit  die  Art  der  Basismessong  einen  gewissen  kon- 
servativen Charakter  angenommen  hat,  ist  doch  anch  hier  die  Wissenschaft  nicht  stehen 
geblieben ;  seit  der  Braaker  Basis  ist  die  Art  der  Massvergleichang  und  die  AnsfQhrnng 
der  Messung  (z.  B.  die  Ablotung)  gegen  früher  stetig  vervollkommnet  worden,  und  vor 
der  Gottinger  Messung  hat  der  Chef  der  trigonometrischen  Abteilung,  Schreiber,  den 
(1830  mit  den  r ehesten  technischen  Hilfsmitteln  hergestellten)  Apparat  und  alle  Ein- 
zelheiten seiner  Anwendung  eingehender  Kritik  unterworfen,  woraus  die  drei  letzten 
Messungen  bei  Gcttingen,  Meppen  und  Bonn  hervorgegangen  sind,  welche  zur  Zeit  als 
die  beste  Ausnutzung  des  Bessel  sehen  Gedankens  zu  betrachten  sind. 

Wir  geben  im  Folgenden  die  Beschreibung  und  die  wichtigsten  Zeichnungen 
des  Apparates,  teils  nach  der  ersten  Mitteilung  von  Bessel  selbst  („Gradmessung  in 
Ostpreussen" ,  S.  1—51  und  Tafel  I— V),  teils  nach  den  vor  G(5ttingen  angebrachten 
Verbesserungen. 

Der  Bessel  sehe  Basis-Mess- Apparat. 

(Darstellung  in  natürlicher  Grösse.) 

Pig.  1. 

Ansicht  der  Stangen-Enden  (Anordnung  von  18S4). 

E  =  Eisen,  Z  =  Zink,  Si  s  Stahl,  T  =  Tragstange,  R  =  Rollen. 


Flg.  2. 

Querschnitt  der  Stangen 

mit  Massen  in  Pariser  Linien 

(l  Par.  Linie  ==  2,86  mm). 

(Anordnung  von  1884.) 


^ 


Fig.  3. 

Einweis-Scheibo  E  E 

mittelst  des  Rahmens  R  auf  das  vordere 

Stangenende  aufgeschraubt 

(Anordnung  von  1880.) 


Traijsitange 
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Fig.  4. 

Vorderes  und  hinteres  8Ungen-£nde  (Anordnung  von  1880) 

im  L&ngssohnitt  und  im  Orundriss  (natürL  Grösse). 

^Ä^:^*?»  Hintere*  Stifl,.«- 

Ende 


Fig.  5. 

Der  gl&seme  Messkeil  (n«türL  Grösse). 

(20  =  a  Par.  Linien  =  iJS  mm  8  =  0,8  Par.  Linien  =  1,8  mnt) 


JJMMMIJiIMMmi 


MEm 


MAi'il^ü- 


(OrdinAten-Difterenz,  zwischen  2  Strichen,  =  0,01  Par.  Linien  =:  0,0226  mm,) 


L    Die  Measstangen. 

Es  werden  4  Messstangen  zusammen  gebraucht,  jede  Messstange  ist  8,898"* 
(=2  Toisen)  lang,  27"'"  breit  und  7"""  dick.  Dieses  bezieht  sich  auf  die  eigentliche 
eiserne  Messstange,  auf  welcher  aber  eine  zweite,  halb  so  breite  Zinlr-Stange  aufliegt, 
wie  aus  dem  Querschnitt  Fig.  2.  zu  ersehen  ist. 

Die  Zinkstange  ist  an  dem  einen  Ende  mit  der  Eisenstange  fest  verbunden, 
im  übrigen  liegt  sie  frei  auf  und  kann  sich  gegen  die  Eisenstange  ausdehnen.  Die 
horizontale  Fuge  zwischen  Eisen  und  Zink  gab  aber  zu  Reibungen  Veranlassung,  und 
deswegen  wurde  diese  Fuge  spater  auf  etwa  1"*"*  erweitert,  und  durch  kleine  Rollen 
ausgefällt,  welche  in  Fig.  4.  links  durch  B  angedeutet  sind. 

Da  die  flachen  Eisen-  und  Zinkstangen  sich  auf  eine  Länge  von  nahe  4"  nicht 
freitragen  konnten,  ist  ihnen  eine  Tragstange  hochkantig  unterlegt,  jedoch  durch 
Vermittlung  von  mehreren  Rollenpaaren,  nach  Andeutung  von  Fig.  1.  Die  Bewegung 
auf  den  Rollen  ist  aber  nur  eine  geringe,  und  wird  durch  die  Mikrometer-Schraube  S 
(wie  an  der  Alhidade  eines  Theodolits)  geregelt. 


Digitized  by 


Google 


70  Der  Bessel  sehe  Basis-Mess- Apparat.  §  10. 

Die  Holzkästen,  in  welche  die  Stangen  eingelegt  werden,  sind  in  unseren  Figuren 
S.  68  und  69  nicht  gezeichnet,  sie  sind  etwa  23"^  breit  nnd  ebenso  hoch. 

Libellen  sind  auf  den  4  Stangen  zur  NeigangsBestimmnng  angebracht.  Ge- 
wöhnliche Quecksilber-Thermometer  wurden  mit  in  die  Kästen  gelegt,  obgleich  sie 
neben  der  Zink-  und  Eisen-Verbindung  nicht  unbedingt  nötig  sind,  und  nur  ausnahms- 
weise abgelesen  wurden. 

Aus  den  erwähnten  Holzkästen  ragen  nun  die  Stangen  nur  mit  ihren  Enden 
hervor.  Fig.  1.  zeigt  zwei  Stangen-Enden  und  man  erkennt  daraus  die  Art  des  An- 
einanderlegens  der  Stangen.  Es  endigt  nämlich  die  linke  Stange  in  eine  vertikale 
Stahlscbneide ,  und  die  rechte  Stange  in  eine  horizontale  Stahlschneide,  und  diese 
beiden  Schneiden  werden  einander  so  nahe  gebracht,  dass  der  flbrig  bleibende  Zwischen- 
raum durch  einen  Messkeil  gemessen  werden  kann. 

Fig.  4.  zeigt  die  neuere  Anordnung  der  Stahlscbneiden  und  deren  Verbindung 
mit  den  Eisen-  und  Zinkstangen.  Dabei  wurden  auch  die  horizontalen  Schneiden  der 
4  Stangen  mit  gelenkartig  niederzuklappenden  Schutzdeckeln  versehen,  wodurch  dem 
früher  nicht  seltenen  Falle  von  Beschädigung  dieser  Schneiden  vorgebeugt  wird,  wäh- 
rend die  vertikalen  Schneiden  durch  die  vorspringenden  Enden  C  der  darunter  befind- 
lichen Eisenstangen  schon  genügend  geschützt  sind.  (Der  Schutzdeckel  ist  in  dem 
Grundriss  von  Fig.  4.  nur  teilweise  gezeichnet,  indem  dessen  linker  Teil  nur  punktiert 
angedeutet  ist,  damit  die  darunter  liegende  horizontale  Schneide  nicht  dem  Anblick 
entzogen  wird.) 

Die  auf  jeder  Eisenstange  aufliegende  Zinkstange  ist  am  einen  (linkseitigen) 
Ende  durch  Schrauben  und  Lotung  mit  der  Eisenstange  verbunden,  von  diesem  Ende 
bis  zum  andern  Ende  ist  sie  ohne  Verbindung  mit  der  Eisenstange.  Auf  der  ent- 
gegengesetzten (rechten)  Seite  endigt  die  Zinkstange  in  eine  horizontale  Stahlschneide, 
deren  jeweiliger  Abstand  von  einer  vertikalen,  auf  der  Eisenstange  befestigten  Stahl- 
schneide durch  einen  horizontal  eingeschobenen  Keil  gemessen  wird. 

Hier  ist  auch  noch  die  kleine  Einweis-Scheibe  EEFlg,  3.  S.  68,  zu  erwähnen, 
welche  mittelst  eines  umgreifenden  Rahmens  R  an  dem  rechtseitigen  Ende  D  jeder 
Stange  befestigt  ist.  Von  dieser  Scheibe  mit  ihren  drei  schwarzen  und  weissen  Feldern 
wird  bei  der  Gkradrichtung  der  Basis  weiter  die  Rede  sein. 

IL  Die  Messkeile, 

Die  bei  der  Göttinger  Messung  1880  gebrauchten  Glaskeile  sind  in  Fig.  5. 
S.  69  in  natürlicher  Grösse  gezeichnet. 

Die  Zunahme  der  Keildicke  von  einem  Strich  zum  folgenden  ist  =  0,01  Pariser 
Linien,  und  da  man  noch  0,1  des  Intervalls  schätzen  kann,  so  hat  man  Ablesungen 
von  0,001  Linien  für  die  Keildicken  (0,001  Par.  Linien  =  2,256^). 

Die  Bestimmung  der  Keildicken  geschah  durch  eine  Einrichtung,  welche  durch 
die  schematische  Fig.  6.  S.  71  angedeutet  ist. 

Auf  einer  festen  Unterlage  A  A  befindet  sich  ein  Cylinder  B  mit  horizontaler 
Schneide  befestigt,  und  ein  zweiter  Cylinder  C,  welcher  der  horizontalen  Schneide  des 
Cylinders  B  eine  vertikale  Schneide  gegenüberstellt,  ist  auf  dieselbe  Unterlage  A  A' 
beweglich  aufgelegt.  Dieser  bewegliche  Cylinder  C  trägt  auf  seiner  oberen  Fläche 
eine  Teilung,  welche  durch  ein  lotrecht  darüber  angebrachtes  Mikroskop  M  abgelesen 
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werden  kann.  Man  schiebt  den  Cylinder  C  mit  seiner  Schneide  gegen  den  Cylinder 
B  berührend  an  und  liest  die  Teilung  auf  C  am  Faden  des  Mikroskopes  ab;  zieht 
man  dann  den  Cylinder  C  ein  wenig  snrück,  und  fQUt  den  Zwischenraum  A;  zwischen 
den  beiden  Schneiden  durch  den  zu  untersuchenden  Messkeil  aus,  wobei  eine  zweite 
Ablesung  auf  C  gemacht  wird,  so  ist  die  Differenz  der  Ablesungen  auf  C  gleich  der 
betreffenden  Eeildicke  k. 

Flg.  6. 
Bestimmang  der  Kelldicken  Ar. 


Auf  diese  Weise  wurde  jeder  Keil  an  mehreren  Stellen  in  Bezug  auf  seine  Dicke 
untersueht,  es  zeigte  sich,  dass  die  Eeildicken  auf  0,01  Linien  genau  proportional  den 
EeiUAngen  waren,  dass  also  die  Eeilflächen  bis  zu  dieser  Genauigkeit  eben  geschliffen 
waren.  Nach  diesen  Bestimmungen,  welche  in  Fig.  6.  angedeutet  sind,  wurden 
Tabellen  angelegt,  aus  denen  für  jede  Eeilablesung  die  zugehörige  Eeildicke  entnommen 
werden  kann. 

Die  Messkeile  dienen  zmei  verschiedenen  Zwecken:  erstens  werden  damit  die 
Zwischenräume  zwischen  je  zwei  Stangen-Enden  gemessen  (Eeil  J  Fig.  4.  S.  69)  und 
zweitens  werden  damit  die  Verschiebungen  der  Zinkstangen  gemessen  (Eeil  k  Fig.  4. 
S.  69.) 

Die  ganze  Einrichtung  Ton  Zink  und  Eisen  mit  Eeilmessung  ihrer  Differenz 
nennt  man  auch  , Metall-Thermometer." 

III.  Die  Messunga-Brücke. 

Als  Auflager  für  die  Stangenkästen  benfitzte  Bessel  kleine  hölzerne  Böcke, 
welche  jedoch  nicht  geradezu  auf  den  Boden  gestellt  wurden,  sondern  es  wurden  zuerst 
je  drei  20^  lange  eiserne  Nägel  in  den  Boden  geschlagen,  darauf  ein  Brett  gelegt 
und  darauf  ein  Bock  gestellt,  der  ausserdem  mit  etwa  50*'  belastet  wurde,  um  seine 
Standesfestigkeit  zu  erhohen. 

Auf  je  zwei  BOcke  wurden  dann  die  einzelnen  Stangenkästen  aufgelegt  und 
sowohl  nach  der  Hohe,  als  der  Quere  nach,  eingerichtet.  Dieses  Einrichten  geschah 
von  der  EOnigsberger  Messung  1834  bis  zur  Braaker  Messung  1871  von  freier  Hand, 
und  war  daher  sehr  mühsam.  Nach  den  Er£ahmngen  von  Braak  wurden  die  hölzernen 
Bocke  mit  Eurbelscbrauben  versehen,  zum  raschen  mikrometrischen  Begulieren  der 
Hohen  sowohl  als  auch  der  Geradrichtung.  Diese  verbesserten  BOcke  sind  seitdem  bei 
Grossenhain  in  Sachsen  und  bei  Oberhergheim  im  Elsass  mit  Vorteil  gebraucht,  zur 
Basismessung  bei  Gottingen  und  Meppen  aber  durch  neue,  aus  Schmiedeeisen  kon- 
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striiierte  Böcke  ersetzt  worden.  Die  hölzernen  ünterlagsbretter  und  die  eisernen 
20<**  tief  in  den  Boden  einzuschlagenden  Nägel,  auf  welchen  diese  Bretter  rohen, 
blieben  dieselben  wie  bei  BesseL    (»Qradnu  i.  Ostpr.*  Tafel  IV.) 

Wegen  der  Standfestigkeit  ist  die  Auflegung  der  Stangen  so  nieder  als  möglich 
gehalten.  Die  Böcke  sind  nur  0,63"  hoch,  so  dass  mit  Zurechnung  der  ünterlags- 
brettdicke  und  der  halben  Eastenhohe  die  Stangenschneiden  nur  0,77*  Aber  dem  Erd- 
boden zu  liegen  kommen,  was  gerade  noch  Handhabung  und  Ablesung  der  Keile  ohne 
zu  unbequeme  Körperlage  gestattet. 

§  11.    Massbestimmnngen  des  Besselschen  Apparates« 

J.  Das  MetdU-Thermometer, 

Wir  betrachten  zunächst  das  Metall-Thermometer  in  seiner  einfachsten  Gestalt 

(Fig.  1.).    Eine  Eisenstange  von  der  Länge  l  und  eine  Zinkstange  Ton  der  Länge  V 

^<8-  ^  werden  so  aufeinander  gelegt,  dass  die  linkseitigen  Enden 

Meuu-Thermometer.  zusammentreffen,  dann  ist  der  Abstand  k  der  beiden 

^ /'    --  ^    rechten  Enden  die  Angabe  des  Metall-Thermometers. 

^  Bei  irgend  welcher  Temperatur  wird  l  =  V  wer- 

^ ^ ^   ^^n^  ^nj[  ^Q  gemeinsame  Länge  beider  Stäbe  sei  in 

diesem  Falle  =  L.  Zählt  man  nun  die  Temperatur  f 
Ton  jenem  Stand  rückwärts,  nennt  e  und  e  die  Ausdehnungs-GoOfficienten  von  Eisen 
und  Zink,  so  ist: 

Z  =  X(1— ßO  r=X(l— fO  (l) 

Die  Differenz  ist: 

I  — r  =  X(2r  — c)f  =  Ä  (2) 

Durch  Elimination  von  i'  erhält  man: 

l  =  L  —  -^—k  (3) 

Den  relativen  Ausdehnungs-Co^fficienten,  welcher  hier  Coöfficient  von  k  ist, 
bezeichnen  wir  mit  tu,  d.  h.: 

-^  =  m  (4) 

z^e 

und  damit  haben  wir: 

l  =  L-mk  (5) 

Eine  Gleichung  von  der  Form  (5)  gilt  für  jede  der  4  Stangen. 
Dürfte  man  auf  die  Oleichheit  der  Ausdehnungen  bei  allen  4  Stangen  (die  aus 
einem  Stück  geschnitten  sind)  rechnen,  so  wären  die  Ausdehnungs-Coöfficienten  e  und 
z,  für  Eisen  und  Zink  als  konstant  zu  betrachten.  Bessel  nimmt  jedoch  für  jede 
Stange  besondere  Werte  e  und  0,  also  auch  einen  besonderen  Wert  m  an,  und  dem- 
nach bestehen  entsprechend  (5)  für  die  4  Stangen  folgende  4  Gleichungen: 

Zj  =  Iji  —  kl  Wj 

Jg  =  X3  —  Xts  mg 
Z4  =  X4  —  k^  1W4 
wo  kl,  k^,  Xrg,  k^  die  Keilmasse  der  Metall-Thermometer  der  4  Stangen  bedeuten. 


(6) 
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(7) 


Fflr  die  L&ngen  Li,  L^  Ls9  L4  werden  andere  Formen  eingef&hrt 

Li  =  L-hXi 

L^^L-hx^ 
L^^  L-^x^ 

dabei  sind  «i,  x^,  x^,  x^  die  Korrektionen,  welche  an  einem  gemeinsamen  Wert  L 
noch  anzubringen  sind.  Dieser  Wert  L  ist  willkürlich;  man  kann  deswegen  z.  B.  L 
ab  arithmetisches  Mittel  der  4  Werte  Lit  L^,  X3,  L^  annehmen,  also: 


und  damit  wird  f&r  die  Korrektionen  x  die  Bedingung  erhalten: 

damit  gehen  die  Gleichungen  (6)  Aber  in  die  folgenden: 

l]  =  X  -h  ÄJi  —  ^  f'^i 
1^  =  L'hX2  —  k2fn2 
73  «=  X  H-  X3  —  Ä:8  ^3 
?4  ^  L  -h  x^  —  k^  m^ 
Mittel:         l'^L  ^^ÜT 

Hier  hat  £  fftr  das  Mittel  aas  allen  4  Stangen  dieselbe  Bedeutung,  wie  Li,  L^, 
X3,  £4  nach  (6)  für  die  einzelnen  Stangen. 


w 


(10) 


IL    Gegenseitige  Vergleiehung  der  4  Stangen,    Bestimmung  der  x  un^  m. 


ng.  2. 

SUngeii'Yergleichang. 


^-^:-\ 


m 


-Jf- 


K2 


In  Fig.  2.  bedeuten  £]  und  K^  zwei  möglichst  unveränderliche,  auf  gemein- 
samer Unterlage  befestigte  Stahlkeile,  welche  zum  Zweck  des  scharfen  Anstossens  in 
Schneiden  endigen.  Der  Abstand  M  der  Schneiden  ist  etwas  grosser  als  die  Stangen- 
Vknge  I,  so  dass  zum  Ausfüllen  ausser  der  Stange  {  noch  zwei  Cylinder  N*  und  N'* 
und  die  Keilmasse  n'  und  n"  notig  sind.  (Die  AusfÜU-Cylinder  N'  und  N*'  sind 
nur  aus  Gründen  der  Bequemlichkeit  angebracht  und  für  das  Prinzip  des  Apparates 
unwesentlich.)  Denkt  man  sich  nun  die  Stange  Nr.  1  in  den  Vergleich- Apparat  Fig.  2. 
eingelegt,  so  erhält  man  eine  Gleichung: 


Es  ist  aber  nach  (10): 


(11) 
(12) 
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Nun  wird,  mn  alles  Gleichartige  zusammenznfassen,  gesetzt: 

Af  — (JV'^-JV")-X  =  C 
n{  H-  ni"  =  wi 

Damit  erhält  man  ans  den  zwei  vorhergehenden  Gleichungen  (11)  und  {12)  die 
folgende: 

ni  =  G  —  «1  -h  Äj  ♦»!  (14) 

Wenn  man  nach  einander  die  4  Stangen  einlegt,  so  erhält  man  entsprechend 
(14)  folgende  4  Gleichungen: 

0  =  ~  «1  -^  C  —  «1  -h  *!  mx 

0=  — nj-^-C  —  iC2  + ^2 '''2 

0  =  —  ng  H-  C  —  «8  +  *8  »^8 
0  =  —  »14  +  C  —  0:4  -H  ÄJ4  in4 

Z.  B.  gaben  die  4  ersten  solchen  Vergleichungen  folgende  erste  Gruppe  von 
Gleichungen  dieser  Art,  mit  eingesetzten  Beobachtungswerten: 

0  =  —  3^693  +  Cj  —  *4  -f  1,8960  m,  v 
Gruppe  ,.  0  =  -  SÄMH)  -f  r.  -  ^  4-  1.^67  m.  I  (jg. 

0  =  -  8,4506  -h  Cj  —  T^  -h  13877  m»  ' 

Alle  Keilmasse,  z,  B.  3,9693  und  1,8960.  sind  hier  in  Pariser  Linien  (=  2,2558—) 
gezählt. 

Ähnlich  wie  (16)  wurden  noch  8  andere  Gruppen  von  Vergleichungen  unter 
möglichst  verschiedenen  Umständen  gewonnen,  und  die  36  Gleichungen  nach  der  M. 
d.  kl.  Q.  aufgelöst.    Dabei  sind  folgende  Unbekannte  zu  bestimmen: 

1)  Cj  C2  .  .  .  Cg  .  für  jede  Gruppe  ein  besonderes  C  (nach  13),  damit  den 
Änderungen  des  Apparates  von  Gruppe  zu  Gruppe  Rechnung  getragen  wird, 

2)  xi  X2  ^8  0^4  mit  d^i  +  0^2  +  2^  +  0^4  =  0,  also  nur  drei  unabhängige  x, 

3)  iHj  tW2  wiß  1^4. 

Man  hat  also  in  den  36  Gleichungen  die  Anzahl  von  9  h-  3  -h  4  =  16  Unbe- 
kannten.   Die  Auflösung  nach  der  M.  d.  kl.  Q.  gab  die  verschiedenen  C  und  femer: 

xt  =  —  0,8015  Par.  Linien  »14  =  0,M088 

xj  =  -I-  0^86            ^  tHj  =  0,56976 

4r.  =  — 0,0718           .  m.  =  0,57575  >                                    (17) 

-r»  =  —  0,0258 .       _        mn  =  0,58103 

Summe  =  0,0000  Mittel  m  =  0,56422 

und  den  mittleren  Fehler  einer  Vergleich  ung : 

m  =  ±  0,00353  Par.  Linien  =  ±  0,0080""  (18) 

oder  relativ: 

r  =  T?28"  =  ^'^^  ^^^  =  ^  MilUontel  (18a) 

Diese  mittleren  Fehler  sind  hier  zunächst  reine  RechnungsgrOssen,  welche  nicht 
alle  Fehlerquellen  zum  Ausdruck  bringen. 

///.    Vergleichung  der  Stangen  mit  dem  Normalmass. 

Da  durch  die  X|  jrg  «g  «4  die  4  Stangen  bereits  unter  sich  verglichen  sind, 
genügt  es,  eine  der  4  Stangen  mit  dem  Normalmass  zu  vergleichen.  Das  Normalmass 
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war  eine  von  Arago  und  Zahrtmtmn  in  Paris  mit  der  Pero-Toise  verglichene  Toiae, 
deren  Gleichnng  ist: 

r=  863,835384  (1  +  0,000 014 588 Ä)  =  863,999205  (1  H-  0,000014588(22—  13))    (19) 

wo  die  Länge  in  Pariser  Linien  und  die  Temperatur  Ä  in  IWaumur-Qraden  gemessen  ist. 

Hiezu  nimmt  man  die  Stange  Nr.  1,  welche  nach  (10)  und  (17)  die  Gleichung  hat: 

«1  =  X  —  0,3015  —  0,54033  Jbi  (20) 

Legt  man  diese  Stange  Nr.  1.  und  die  Toise  T  nach  einander  in  den  Vergleich- 
Apparat  Fig.  2.,  so  erhält  man  durch  die  verschiedenen  Eeilmasse  n  eine  Vergleichung, 
und  eine  Beziehung  zwischen  den  Gleichungen  (19)  und  (20),  aus  welcher  eine  Be- 
stimmung von  L  hervorgeht. 

Es  wurden  12  solcher  Bestimmungen  gemacht,  und  im  Mittel  erhalten: 

L  =  1729,1167  ±  0,000  984  Pariser  Linien  (21) 

und  der  mittlere  Fehler  einer  solchen  Vergleichung 

jui  =  ±  0,003  407  Par.  Linien  =  ±  0,0077-"  (22) 

oder  relativ: 

-^  =  0,000  0020  =  2  MiUiontel  (23) 

Ju 

0^0984  ^  ^^^^^  000  6  =  0,6  Milliontel  (23a) 

Nun  kann  man  für  jede  der  4  Stangen  ihre  Gleichung  bilden,  nämlich  nach 
(10),  (17)  und  (21): 

7,  =^1728.8103  —  0,54033  Ar» 

/,  =  1729;il68  —  0^65076  *, 

/,  =  1729,0454  —  0,67676  *,  I  /24\ 

i*  =  1729.0»00  —  0JW108*4  I  ^      ^ 

Mittel  /  =  1729,1167  —  0;66422  k 

Allgemein      l  ^       L        —  mk 

IV,     Vergleichung  der  MetcUl-Therwometer  und  der  Quecksüber-Thermometer. 

Obgleich  die  Kenntnis  der  Temperatur  der  Messstangen  und  der  Einzel-Aus- 
dehnungen des  Eisens  und  des  Zinks,  aus  welchen  sie  zusammengesetzt  sind,  nicht 
durchaus  nötig  ist,  da  ja  jede  Stangenlänge  {  nach  einer  Gleichung  von  der  Form  (24) 
sich  als  Funktion  des  inneren  Keilmasses  k  ergiebt,  war  es  doch  erwünscht,  auch  eine 
Beziehung  zwischen  den  Metall-Thermometer-Keilmassen  k  und  den  gewohnliehen  in 
die  Kästen  mit  eingelegten  Quecksilber-Thermometern  zu  erhalten.  Es  wurden  hiezu 
bei  möglichster  Temperatur-Ruhe  160  Yergleichungen  angestellt,  welche  im  Mittel  ftlr 
die  4  Stangen  gaben: 

*  =  2,1249  —  0,045489  B  (25) 

oder  R  =  46,712«»  -  21,988  k  (25a) 

Dabei  ist  k  das  Keilmass,  welches  f&r  die  4  Stangen  einzeln  mit  X;],  Ar2,  A^s»  ^4 
bezeichnet  wurde,  und  R  die  Angabe  des  Quecksilber-Thermometers  in  R^aumur-Graden. 

Diesem  entspricht  folgendes: 

iJ  =    0^         5«        10°       15°       20°       25°       30°    46,71°  \    ^, 

k   =2,125    1,897    1,670    1,443    1,215    0,988    0,760    0,000  Par.  L.J    ^     ^ 
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F.    Bestimmung  der  Einäel-Aiiadehnungen  von  Eisen  und  Zink, 

Wenn  man  eine  Beziehung  zwischen  dem  Eeilmass  h  und  der  Temperator  i 
(z.  B.  in  B^  oder  C^)  gefdnden  hat,  von  der  Form  (25)  oder  allgemeiner  geschrieben 

*  =  *o— pt  (26) 

so  kann  man  auch  den  relativen  Ausdehnnngs-CoSfficienten  m  in  seine  Bestandteile 
e  and  z  zerlegen.    Wir  haben  nämlich  nach  (4),  (5)  und  (24): 

m=-^  l=L-mk 

z  — e 

also  wegen  (26): 

Z  =  Zr  —  mifcoH-»»»y*  =  (J^  —  «w*b)(l-H  j^^^j.     t\  (26a) 

Daraas  giebt  sich  zn  erkennen,  dass  der  Ausdehnangs-Co^fficient  e  der  Eiseu- 
stange  2  ist: 

e  =  _J!^  =  «^  (27) 


imd  da  z  —  e  =  e:m  ist,  hat  man  nan  aach: 


^ ^  (28) 


L  —  w  fco         'o 

Hiebei  ist  L  —  m  ÄTq  =  {q  diejenige  Stangenlänge  l,  welche  für  t  =  0  stattfindet. 
Fdr  die  Mittelwerte  der  Bessel  sehen   Stangen   haben  wir  Xto  =  2,1249  (fflr  t 
in  R%  m  =  0,56422,  womit  berechnet  wird  Iq  =  1727,9178  and  insbesondere: 
e  =  0,000  014  854  and  g  =  0,000  041 180 

Die  letzten  Stellen  dieser  Zahlen  sind  nur  genähert  richtig ,  wegen  des  Kinflnsses  der  in 
Fig.  1.  8.  72  yemsohlässigten  Zwischenstücke  D  in  Fig.  4.  8.  69  u.  a.  w.  TgL  unsere  2.  Auflage  1878, 
a  89—00  aieicbnngen  (l)-(6). 

Nan  hat  man  für  die  Messstangen  zwei  Arten  von  Längen-Bestimmungen,  erstens 
mit  den  Metall-Thermometern  nach  der  Qleichang  (24)  and  zweitens  mit  den  ein- 
gelegten Qaecksilber-Thermometern  nach  (26a). 

Bessel  hat  die  EOnigsberger  Basis  nach  beiden  Arten  berechnet,  and  gefauden, 
dass  die  Qaecksilber-Thermometer  mehr  gaben,  nämlich: 

för  die  erste  Messung:        -^-  16,346»  =  20-» fOr  1*-  \ 
für  die  zweite  Messung:      -h    7,406'=    9«'" fflr  1*"  J  (29) 

Mittel:  H-  11,876'  =  15—  für  1*-  ' 
Der  Grand  dieser  erheblichen  Unterschiede  wurde  darin  gefdnden,  dass  die  ein- 
gelegten Quecksilber-Thermometer  den  Temperatur- Äitdemti^eti  Morgens  und  Abends 
viel  rascher  folgen,  als  die  massiven  und  trägen  Eisen-  und  Zinkstangen.  Insofern 
nun  diese  Stangen  ihr  eigenes  Thermometer  sind,  wurde  ihren  Angaben  der  Vorzug 
gegeben  und  die  Quecksilber-Thermometer  nicht  weiter  berücksichtigt. 

Die  Basis  wurde  in  zwei  Abschnitten  je  zweifach  hin  und  her  gemessen,  und 
die  Berechnung  nach  den  Metall-Thermometern  gab  folgendes: 

Abschnitt      Messung  I.      Messung  IT.      Düferenz  d  =  I— 11 
«1  441,1852-        441,1839*  H- 1,3"" 

^2  1381,1571«      1381,1632-" —  6,1— 

Summe     1822,3423-      1822,3471-  —4,8— 


(30) 
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VL    Fartgesetste  Maas-Bestimmungen  ßr  den  Bessel  sehen  Apparat 

In  ähnlicher  Weise,  wie  wir  im  Vorstehenden  von  der  Königsberger  Messung 
beschrieben  haben,  wurden  auch  später  Mass-Bestimmungen  zu  den  in  §  10.  S.  67 
erwähnten  Basis-Messungen  gemacht,  z.  B. : 

1834    Königsberg  1  =  1729,1167'  — 0,56422  Ä  I 
1846    BerHn  I  =  1729,0999'  — 0,55228  Jfc  |  ^    ' 

Die  nicht  unerheblichen  Änderungen  in  diesen  Zahlen  haben  zu  der  Anschau- 
ung gefQhrt,  dass  die  Stangen  im  Laufe  der  Jahre  ihre  molekulare  Struktur  geändert 
hätten.  (.Publik,  d.  geod.  Inst.  Massvergleichungen«  I,  1872,  8.  38— 46,  Bericht  von 
General  Baeyer).    Doch  hat  sich  das  bei  näherer  Untersuchung  nicht  bestätigt 

Um  das  Wesentliche  der  hierauf  bezüglichen  Fragen  anzuführen,  reduzieren  wir 
die  verschiedenen  Formeln  (81)  auf  den  Mit  fei  wert  Jfc  =  1,4,  d.  h.  wir  formen  so  um: 
1834    Königsberg  l  =  1728,3268»  —  0,56422  (k  —  1,4) 


1846    BerUn  l  =  1728,3267'  —  0,55228  (k  —  1,4)  (  ^^^^ 

entsprechend  der  Formel  /  =         L'        —  m(k  — 1,4) 

Nun  sind  die  Absolutglieder  fast  gleich  geworden,  während  sie  vorher  bei  (31) 
um  0,0168  Par.  Linien  =  0,038"*  verschieden  waren. 

Die  Absolutglieder  ih  (31)  gelten  för  Jk  =  0,  was  einer  Temperatur  von  etwa 
47**  B,  entspricht,  welche  beim  Gebrauche  nie  vorkommt,  und  deswegen  ist  die  Form 
(82)  mit  dem  Mittelwert  k  =  1,4,  entsprechend  einer  Temperatur  von  etwa  16**  Ä., 
zur  sachlichen  Vergleichung  viel  mehr  geeignet. 

Auch  die  Änderung  der  Ausdehnungs-Coäfßcienten  m,  e,  z,  welche  sich  z.  B. 
zwischen  den  Jahren  1834  und  1846  als  Verkleinerung  von  e  und  z  zeigt,  kann  ohne 
die  Annahme  molekularer  Änderungen  erklärt  werden. 

Eine  Eigentümlichkeit  des  Apparates  besteht  auch  darin,  dass  die  Abnützung 
der  äusseren  Schneiden  die  Stangen  verkürzt,  wie  immer  bei  Abnützung  von  End- 
massen, dass  aber  eine  Abnützung  der  inneren  Schneiden,  zwischen  welchen  der  Tem- 
peraturkeil k  (Fig.  4.  S.  69)  eingelegt  wird,  die  Stangen  scheinbar  verlängert.  Wenn 
nämlich  dieselbe  Stangenlänge  l  nach  der  Formel  (32)  zweifach  dargestellt  ist 

l  =  L''-m(k—\A)  oder  =  Z"  —  m (Jfc' —  1,4) 
und  wenn,  durch  Abnützung  der  inneren  Schneiden,  if  grösser  als  k  ist,  so  muss  auch 
i"  grösser  als  i'  sein.  Wenn  also  z.  B.  in  (32)  die  beiden  Werte  L'  =  1728,3268 
und  1728,3267  nach  Verlauf  von  12  Jahren  fast  gleich  sind,  so  kann  doch  die  wirk- 
liche Länge  l  bei  einer  bestimmten  Temperatur  durch  Abnützung  der  äusseren  Schnei- 
den kürzer  geworden  sein,  wenn  gleichzeitig  eine  noch  stärkere  Abnützung  oder  Aus- 
einandertreibung der  inneren  Schneiden  stattgefunden  hat. 

Man  Tgl.  hierüber  .ViertelJahriBohrift  der  ostronom.  GeseUsohaft*'  1877,  S.  150-152,  und 
eine  Abhandlung  von  A.  Börsch,  .aatr.  Nachr.*  90.  Band  (1881),  Nr  2864.  Hieranf  bezieht  eich  auch 
eine  Publikation  dee  königl.  preuss.  geodätischen  Institute ,  «die  Ausdehnungs-CoSfflcienten  der 
Xüsten-Yermessung"  von  Dr.  Alfred  Westpbal.  Berlin  1881. 

§  12.  Die  Gottinger  Basismessung. 

Wie  schon  früher  in  §  10.  S.  68  berichtet  wurde,  zeichnet  sich  die  Göttinger 
Basismessung  vom  Jahre  1880  vor  den  früheren  mit  dem  Bessel  sehen  Apparat  ge- 
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machten  Messungen  dadurch  aus,  dass  hier  zam  erstenmal  die  von  General  Schreiber 
vorgenommenen  Verbesserungen  des  Apparates  und  des  Messungs-Verfahrens  zur  An- 
wendung kamen. 

Verfasser  hat  damals  aktiv  an  der  Basismessung  teilgenommen  (als  Eeilleger 
und  Abloter)  und  hat  dadurch  umsomehr  Veranlassung,  diese  Messung  hier  genau  zu 
beschreiben,  entsprechend  einem  bereits  in  der  .Zeitschr.  f.  Venu.*  1880,  S.  377 — 403 
veröffentlichten  Berichte. 

Der  amtliche  Bericht  über  die  Göttinger  Basismessung  ist  enthalten  in  dem 
Werke:  Die  königliche  Landestriangulation,  Hauptdreiecke  VI.  Teil,  gemessen  und 
bearbeitet  von  der  trigonometrischen  Abteilung  der  Landesaufnahme,  Berlin  1894 
(Hofbuchhandlung  Mittler  u.  Sohn,  Kochstr.  68/70)  S.  179  u.  ff. 

1.  Gesamt' Anordnung  der  Basis, 

Das  Leinethal,  in  der  Gegend  von  Göttingen,  bildet  südlich  von  dieser  Stadt 
genügend  festen  und  horizontalen  Boden  östlich  der  Landstrassc.  Nach  mehrfachen 
Erkundungen,  welche  sich  namentlich  auf  ein  günstig  zu  gestaltendes  Basisnetz 
bezogen,  wurde  diese  Gegend  gewählt  mit  einer  5*"  langen  Linie.    Weitere  südliche 

Erstreckung    der  Basis   wäre 
wohl  wünschenswert  gewesen, 


Fig.  1. 

EndponktR-Pyramide  mit  Hänge-Pfeiler. 

(Massstal)  l :  100  ) 


wurde  aber  durch  die  Boden- 
Verhältnisse  verhindert. 

Das  Längenprofil  der 
Basis  hat  in  den  ersten  zwei 
Dritteln  ziemlich  horizontale 
Erstreckung,  während  im 
letzten  südlichen  Drittel  eine 
Ansteigung  bis  31"  über  dem 
Anfang  stattfindet.  Dort  be- 
trugen die  Steigungen  mehr- 
fach bis  zu  3°. 

Der  nördliche  und  der 
südliche  Endpunkt  werden  hin- 
sichtlich ihrer  Festleg^ing  und 
trigonometrischen  Bezeich- 
nung durch  Fig.  1.  veran- 
schaulicht. Die  Ablotungen 
des  Instrumenten -Standpunk- 
tes T  auf  den  Basispunkt  F. 
beziehungsweise  die  betreffen- 
den Centrierungen ,  wurden 
durch  seitlich  aufgestellte 
Theodolite  bewirkt,  wodurch 
auch  4  äussere  Fundament- 
Versicherungen  beigezogen 
wurden.  Die  Länge  der  Basis 
wurde  vorläufig  zu  5193'"  be- 
stimmt und  dann  in  33  meist 
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gleiche  Teile  geteilt  durch  Anlage  von  32  Zwischen-Pestlegungen.  Hiezu  dienten 
kapfeme  Bolzen,  mit  einzusetzenden  stählernen  in  Nadeln  endenden  Pinnen  mit  Fundierung 
in  Cement,  wie  in  Fig.  1.  unten  bei  F  angedeutet  ist.  Hieraus  ergiebt  sich  der 
mittlere  Wert  einer  Teilstrecke  =  156*  =  10  Stangenlagen ,  während  die  erste  und 
letzte  Strecke  etwas  länger  waren. 


Fig.  2. 

Geradrichttings-Galgen. 

(MasMUb  1 :  100.) 


//.    Gerad'RidUung, 

Um  die  32  Zwischen-Festlegungen  in  die 
Basisrichtung  zu  bringen,  überhaupt  um  die  Basis 
fftr  die  Messung  gerade  zu  stecken,  hatte  man 
nach  erster  vorläufiger  Absteckung  eine  ebenso 
grosse  Zahl  von  , Galgen*  aufgestellt,  je  15,6"» 
=  1  Lage,  nach  Süden  von  den  Festlegungen 
entfernt.  Die  technische  Rüstung  dieser  Galgen, 
mit  1,5*  tief  eingebohrten  und  eingerammten 
Pfählen  von  20«*  Dicke,  zeigt  Fig.  2.  Die  35"" 
breiten  und  9**  dicken  Deckbohlen  dieser  Galgen 
dienten  bei  der  durchlaufenden  Geradrichtung 
zum  Aufstellen  der  Theodolite,  beziehungsweise 
der  Signalscheiben,  beide  centrisch  über  einge- 
schlagenen Messing^innen.  Zur  Auffindung  der  Lagen  für  diese  Pinnen,  d.  h.  für  die 
eigentliche  Geradrichtung  wurde  im  wesentlichen  das  Verfahren  angewendet,  Zwischen- 
punkte durch  Messung  von  180**- Winkeln  einzuschalten,  wie  wir  schon  in  Band  II, 
4.  Aufl.  1893,  S.  693,  gezeigt  haben. 

Es  wurde  zuerst  die  Mitte  gegen  die  beiden  Endpunkte  eingerichtet,  dann  der 
erste  Viertelspunkt  gegen  den  Anfang  und  die  Mitte  u.  s.  w. 

Nach  dieser  Einrichtung  aller  Galgenpinnen  wurde  nochmals  zur  unabhängigen 
Versicherung  eine  durchlaufende  Winkelmessung  über  alle  Galgen  hinweg,  je  mit 
Sichtung  auf  den  vorhergehenden  und  den  nachfolgenden  Galgen,  vorgenommen,  woraus 
sich  durch  Rechnung  ein  Polygon  von  32  Brechungspunkten  zwischen  dem  0**"  und 
<iem  SS**  Punkte  ergab,  welches  eine  grösste  (westliche)  Abweichung  von  25**  ergab, 
was  auf  5193"  Länge  ausser  Betracht  bleibt. 

Zwischen  je  2  Galgen  wurden  noch  4  Pflöcke  (in  Abständen  von  33,2*)  ge- 
schlagen, zum  Spannen  einer  Schnur,  längs  welcher  die  Stangen-Unterlagen  vorläufig 
eingerichtet  werden  konnten ,  während  die  endgiltige  Einweisung^  der  Stangen  selbst 
von  den  Galgen  aus,  beziehungsweise  von  Zwischenstationen  aus,  durch  Theodolite  be- 
sorgt wurde.  Dabei  dienten  Zelte  von  der  Form  Fig.  3.  zum  Schutz  gegen  die  Sonne. 

Zum  Einweisen  der  einzelnen  Stangen  dienten  die 
schon  früher  in  §  10.  S.  70  erwähnten,  in  Fig.  3.  Seite  68 
rechts  gezeichneten  Aufsatz-Scheibchen.  Wir  denken  uns, 
der  Einweise-Theodolit  sei  auf  einem  Galgen  (Fig.  2.)  oder 
einer  Zwischenstation  aufgestellt,  und  das  vordere  Ende  einer 
Stange  sei  bereits  durch  Fahnenwinken  so  genau  eingewiesen, 
dass  der  Faden  des  Femrohrs  in  das  mittlere  weisse,  1** 
grosse  Feld  der  Scheibe  fällt.  Genauer  wird  nicht  einge- 
wiesen, sondern  der  noch  übrige  Rest  des  Einweisungs-Fehlers 
wird  geschätzt,  aufgeschrieben  und  spater  in  Rechnung  ge- 


Flg.  8. 

8chntz-Zelt. 

(MasraUb  1:100.) 
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bracht.    Wenn  zwei  anfeinander  folgende  Stangen-Enden  die  Ablesungen  d  und  d' 

geben,  so  ist  die  zügehörige  Geradstrecknngs-Reduktion  bekanntlich  =  ^ — oj     *  ^®*"^ 

l  die  Stangenl&nge  selbst  ist  (2  =:  3,95"). 

Diese  Betrage  sind  immer  sehr  klein,  sie  dürfen  aber  nicht  vernachlässigt 
werden,  weil  sie  sich  niemals  gegenseitig  aufheben,  sondern  alle  in  demselbm  Sinne, 
nämlich  vergrössemd  wirken.  Die  ganze  Basis  hat  etwa  1815  Stangen,  folglich,  wenn 
man  den  Wert  ±  2""»  als  mittlere  Stangen-Ausweichung  und  0,0005"»"»  als  mittlere 
Reduktion  annimmt,  eine  Gesamtreduktion  etwa  =  1316  X  0,0005  =  0,66"»"»  oder  etwa 
0,13  Milliontel  der  Länge,  ein  Betrag,  der  sich  aber  sofort  auf  das  Vierfache  erhöht, 
wenn  die  obige  kleine  Annahme  ±  2**  fClr  1  Stange  auf  den  doppelten  Wert  kommt. 

III,   Ablotungen. 

Die  Anordnung  der  zahlreichen  Ablotungen,  welche  an  den  Endpunkten  der 
Basis,  an  den  Zwischen-Festlegungen  und  an  den  Unterbrechungen  über  Nacht  und 
über  Mittag  nötig  werden,  ist  von  wesentlichem  Einfluss  auf  den  Gesamtrerlauf  der 
Messung  und  die  Zuverlässigkeit  ihrer  Resultate.  Das  unmittelbare  mechanische  Ab- 
loten mittelst  Fadenlotes  ist  wegen  der  Pendelschwingungen  unbequem  und  ungenau. 
Yiel  sicherer  vollzieht  sich  das  optische  Abloten  mit  Hilfe  eines  seitlich  aufgestellten 
Theodolits.  Dieses  wurde  schon  bei  der  Braaker  Basis  angewendet  und  ist  für  die 
Göttinger  Basis  in  die  Form  gebracht  worden ,  welche  wir  nun  im  Anschluss  an 
Fig.  4.  beschreiben* 

Flg.  4. 
Abloten. 

T 

V 


,K    I    ^,rs    j   <iJN,  m  ,^,,  ^     g  ^1  ^=^: 4* -:^, 

I  1  I       j  ^T*^  I 

u 15^« 1 ^     ;^ ^g-. .>j 

Man  hat  zu  unterscheiden,  ob  ein  Stangene^tde  oder  ein  Zu;ise7i«npunkt  einer 
Stange  auf  eine  Boden-Festlegung  abgelotet  werden  soll;  der  letztere  Fall  ist  durch 
Fig.  4.  angedeutet 

Es  stellt  I,  II,  (in)^  lY  eine  Stangenlage  vor,  es  ist  aber  in  diesem  Falle  (XU) 
keine  gewöhnliche  Stange,  sondern  die  besondere,  mit  einer  oberen  Teilung  versehene 
Festlegungs-Stange,  welche  hier  zur  Ablotung  auf  den  Punkt  F  dient. 

Nachdem  die  gewöhnliche  Messung  bereits  Über  ¥  hinweggegangen  ist,  während 
jedoch  die  benachbarten  Stangen  n  und  IV  noch  wwerriidkt  liegen,  wird  HI  vorsichtig 
herausgenommen  und  durch  (III)  ersetzt.  Durch  Ausziehen  von  Schlitten-Schiebern 
hinten  und  vom  kann  man  mit  dieser  Stange  (III)  die  gaame  Länge  zwischen  11  und 
IV  (nämlich  die  Länge  der  Stange  in  samt  den  2  Keilmassen)  ausfüllen,  und  folglich 
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den  Punkt  F  als  Projektion  ^  auf  der  Teilung  von  (lU)  angeben.  Das  hiezu  nötige 
Heranf-Loten  von  F  geschieht  dnrch  2  seitlich  aufgestellte  Theodolite  T  und  T'. 
Es  empfiehlt  sich  jedoch,  nicht  direkt  den  Auf  lote-Punkt  N  auf  der  Stange  (III)  zu 
bestimmen,  sondern  durch  vorläufiges  Herauf-Projizieren  einen  anderen  genäherten 
Punkt  W  zu  ermitteln  und  dann  noch  den  kleinen  Horizontalwinkel  zwischen  F  und 
^  genau  zu  messen  und  das  ihm  entsprechende  lineare  Mass  in  Rechnung  zu  bringen. 

(Einige  dabei  zu  beachtende  Einzelheiten  s.  «Zeitschr.  f.  Venu.''  1880,  S.  385 
bis  386.) 

Da  alle  diese  Ablotungen  doppelt,  nämlich  durch  ZMDti  symmetrisch  seitwärts 
gestellte  Theodolite  ausgeführt  wurden,  ergab  sich  eine  Versicherung  unmittelbar. 
Die  84  Ablotungen  der  ersten  Basismessung  gaben  eine  mittlere  Differenz  von  nur  1,51", 
also  für  das  Mittel  aus  beiden  Messungen  nur  einen  mittleren  Fehler  von  0,76'',  was 
auf  3,90"  Theodolit-Abstand  einen  mittleren  linearen  Fehler  von  nur  0,014*"  giebt. 
Die  Instrumente  waren  21*^ -Mikroskop-Theodolite,  sonst  zu  Triangulationen  zweiten 
Bangs  gebraucht. 

Zwar  sind  nicht  aUe  bei  den  fraglichen  Ablotungen  mitwirkenden  Verrichtungen, 
Ablesungen  an  der  Stange  (III)  u.  s.  w.  ebenso  genau,  doch  sind  die  Ablotungen  im 
Ganzen  auf  0,1"*"  sicher,  wobei  noch  zu  beachten  ist,  dass  diese  Fehler  der  Zwischen- 
punkte sich  nicht  fortpflanzen  und  in  das  Gesamtbasis-Besultat  überhaupt  nicht  ein- 
gehen. 

In  ähnlicher  Weise  wie  diese  Ablotungen  an  den  regelmässigen  Festlegungen 
wurden  auch  die  Ünterbrechungs-Ablotungen  Mittags  und  Abends  gemacht. 

JF.    Dit  Keilmessung. 

Das  Einlegen  eines  gläsernen  Messkeiles  (vgl.  Fig.  4.  und  Fig.  5.  §  10.  S.  69) 
zwischen  die  Schneiden,  und  das  Ablesen  der  Teilung  ist  nicht  so  einfach,  als  dieses 
auf  den  ersten  Blick  scheinen  konnte;  es  ist  eine  gewisse  Übung  dazu  erforderlich. 
Vor  allem  muss  man  sich  hüten,  den  Keil  zu  stark  „einzuscÄteftcn",  er  soll  nur  „ein- 
gelegi*  werden,  wobei  die  erste  Berührung  mehr  wie  eine  Art  Kleben  als  wie  ein 
Druck  gefühlt  werden  soll.  Wird  zu  stark  eingedrückt,  so  entstehen  erhebliche  kon- 
stante Fehler,  deren  Existenz  schon  die  Brüsseler  Kommission  1854  fand. 

In  der  Landesaufnahme  hat  sich  eine  feine  Art  der  Keillegung  seit  Bessel  und 
Baejer  durch  Tradition  erhalten,  und  die  besonderen  bei  Göttingen  angestellten  Ver- 
suche, über  welche  wir  nachher  berichten  werden,  haben  ergeben ,  dass  bei  Befolgung 
dieser  vorsichtigen  Keillegung  die  konstanten  Fehler  äusserst  kleine  Beträge  haben.  (S.  82.) 

Was  zunächst  den  mittleren  unregelmässigen  Keillege-  und  Ablesefehler  betrifft, 
90  fjGuid  man  denselben  aus  Wiederholungen  der  Metall-Thermometer-Messungen 
=  ±1,8'  und  aus  Wiederholungen  der  Intervallen-Messungen  =  ±2,3*.  Hiebei  soll 
mit  i  der  Wert  0,001  Par.  Linie  bezeichnet  werden;  es  ist  nämlich  1'  die  letzte  noch 
wahrzunehmende  Grösse,  welche  dem  geschätzten  Zehntel  der  Keilteilung  entspricht. 
Diese  Genauigkeit  von  etwa  :t  2 '  =  ±  0,005"",  mit  freier  Hand  und  mit  blossem 
Auge  erreicht,  ist  sehr  Überraschend. 

Die  Metall-Thermometer-Fehler  gehen  in  die  Basislänge  nur  etwa  mit  ihrem 

halben  Betrag  ein,  man  hat  also  für  eine  Stangenlänge  nur  etwa  }/0,92  -f-  2,32  =  4^ 

2,5'  =  ±0,0056""  in  Rechnung  zu  nehmen,  oder  für  1*"  Länge- mit  rund  250  Stangen 

den  mittleren  Messungsfehler  =  ±  0,0056  }/25Ö  =  ±  0,09"".    Thatsächlich   ist  der 

Jordftn,  Handb.  d.  Venneaitmgslninde.    4.  Aufl.    III.  Bd.  6 
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mittlere  onregelinftssige  Basismessnngs-Fehler,  ans  DoppelmessiiDgen  berechneti  etwa 
=  ±  !•«  fftr  !*•,  cL  h.  lOmal  so  gross,  als  der  soeben  a  priori  gefolgerte.  D.  h.  der 
nackte  mittlere  nnregelmässige  Eeilmessongs-Fehler  bildet  nur  einen  verschwindend 
kleinen  Teil  der  wirklieben  Fehler.  Erheblichere  Betr&ge  werden  enengt  durch  Gleiten 
der  Stangen  auf  ihren  Bocken,  sowie  durch  Ungleichheit  der  Temperataren  in  den 
Eisen-  und  Zinkstangen. 

Zar  Bestimmung  des  Eeildrucks  wurde  die  in  Fig.  5  angedeutete  Einrichtung 

getroffen,  es  ist  n&mlich  auf  dem  rechten  Ende  der  Stange  11  ein  Schrauben-Mikroskop 

^-  S-  befestigt,  dessen  Gesichtsfeld  auf  das 

linke  Ende  der  Stange  III  hinllber- 

I  n     ^^/ir        ^  reicht,  und  eine  dort  angebrachte  feine 

'■^""■^■"V,^""^^"^^"'^'^""^"^     Teilung  einzustellen  gestattet.     Jede 

'  ^  relative  Bewegung  der  zwei  Stangen 

n  und  III  kann  mit  dieser  Vorrichtung  leicht  auf  +  0,1 '  genau  gemessen  werden. 

Es   wurde  dadurch  gefunden,  dass  stärkere  absichtliche  Eeildrücke  zweierlei 

Wirkung   haben,   erstens   grösstenteils    elastisches   Zurückgehen,  zweitens  .aber  eine 

dauernde  Verschiebung  von  etwa  0,4  ^ 

Die  schwachen  Eeildrficke,  wie  sie  bei  der  eigentlichen  Basismessung  vorkamen, 
hatten  eine  dauernde  Wirkung  von  nur  im  Mittel  0,29*  oder  0,17  Milliontel  der  L&nge. 

V.    Temperahir-VerhäUnisse, 

Temperatur-Bestimmung  mit  dem  Quecksilber -Thermometer  findet  bei  der 
Besselschen  Messmethode  unmittelbar  nicht  statt  Indessen  besteht  doch  ein  gewisses 
Interesse,  auch  die  eigentlichen  Stangen-Temperaturen  zu  kennen,  und  zu  diesem 
Zweck  zuerst  eine  Beziehung  zwischen  dem  Eeilmass  k  und  dem  Temperaturgrad  R 
eines  Quecksilber-Thermometers  herzustellen;  so  hat  Beseel  in  der  „Gradm.  in  Ost- 
preussen*'  S.  29  (vgl.  unseren  §  11.  Gleichung  (25)  S.  75)  f&r  das  Mittel  der  vier 
Stangen  die  Beziehung  gegeben: 

k  =  2,1249  —  0,045489  Ä,  oder  Ä  =  46,712«  —  21,983  * 

wo  Ä;  das  Eeifanass  in  Par.  Linien  und  R  die  entsprechende  Quecksilber-Thermometer- 
Angabe  in  JB«  bedeutet. 

Bei  Gottingen  machte  ich  an  den  2  Tagen  der  intensivsten  Messung,  17.  und 
18.  August,  einige  Versuche  zur  Vergleichung  mit  Quecksilber-Thermometern. 

Es  wurden  etwa  halbstündlich  folgende  8  Aufzeichnungen  gemacht: 

1.  Temperatur  der  freien  Luft  durch  Schleuder-Thermometer. 

2.  Temperatur  des  Innenraums  der  E&sten,  an  den  eingelegten  Thermometern 
durch  die  Glasverschlüsse  abgelesen. 

3.  Metall-Thermometer-Eeilmasse  für  die  4  Stangen. 

Die  Verhältnisse  waren  auch  insofern  andere,  als  bei  der  ersten  Eonigsberger 
Vergleichung  von  1834,  als  damals  die  mit  heller  Ölfarbe  angestrichenen  hölzernen 
Stangenk&sten  unmittelbar  den  Sonnenstrahlen  ausgesetzt  wurden,  während  bei  Got- 
tingen  die  Eästen  noch  Überzüge  von  weissem  Schirting  hatten,  welche  durch  die  Er- 
fahrungen bei  der  Braakschen  Messung,  1871,  als  nützlich  erkannt,  in  der  That  einen 
erheblichen  Schutz  gegen  strahlende  Wärme  gewähren. 
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Flg.  6. 
Gang  der  Tempentoxen  b«i  der  Götünger  BMlimwwfmng: 
(Mittel  Tom  17.  und  1&  Angnet  ISSa) 


Die  Ergebnisae  dieser  YergleichiiDgen  sind  in  vorstehender  Fig.  6.  dargestellt 
Die  Original-Beobachtangen  hieza  würden  in  der  j^Zeitschr.  t  Yerm.''  1880»  S.  894 
TerOffeDtlidit,  nnd  zwar  17.  und  18.  August  1880  im  allgemeinen  halbstündlich.  Die 
Beobachtongcn  dieser  zwei  Tage  wnrden  zuerst  gemittelt  und  wenig  ausgeglichen, 
wodurdi  folgende  ZusammensteUung  erhalten  wurde: 

Göttlngen  IT.— 18.  Angiut  1880. 


Tegescelt                 Luft 

Kasten 

Metall>Tbermometer 

Morgen      6»                     10,7»  0 

9.9*0 

10,0*0 

7                       10.8 

103 

103 

8                       11.6 

11.6 

11.2 

9                       18.1 

12.6 

123 

10                       153 

143 

143 

11                       17^ 

173 

163 

Mittag      13                       18^ 

193 

173 

1                        18.5 

19.7 

18.6 

S                       183 

193 

193 

8                       18.1 

19.4 

183 

4                       18.0 

193 

193 

5                       17.7 

19.4 

193 

6                       17.1 

193 

18.8 

Abend        7                      16.0 

18,4 

183 

rte  wurden  nochmals  ein  wenig 

graphisch 

ausgeglichen,  und 

Diese  Werte  wurden  nochmals  ein  wenig  graphisch  ausgeglichen,  und  dann 
wurde  die  obenstehende  Fig.  6.  darnach  aufgetragen. 

Der  Gang  der  Temperaturen  ist  im  wesentlichen  dieser:  Unmittelbar  vor  dem 
Erscheinen  der  Sonne  haben  die  Luft,  der  Kasten  und  die  Stangen  infolge  der  nächt- 
lidien  Ausgleichung  nahezu  gleiche  Temperatur;  sobald  die  Sonne  zu  wirken  beginnt, 
hebt  sich  die  Lufttemperatur  und  nachfolgend  auch  allmählich  die  Temperatur  des 
Kastens  und  der  Metallstangen;  dann  beginnt  der  Kasten  nach  und  nach  als  W&rme- 
bebüter  zu  wirken  und  teilt  auch  den  Stangen  seinen  Wärme?orrat  mit,  so  dass  Nach« 
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mittags  und  Abends  der  Kasten  und  die  Stangen  wärmer  als  die  Luft  sind.  Die  Unter- 
schiede zwischen  dem  Quecksilber-Thermometer  und  dem  Metall-Thermometer,  welche 
über  1^  gehen,  zeigen  sich  hier  deutlich;  dagegen  über  den  Temperatur-Unterschied 
der  Eisenstange  und  der  Zinkstange  giebt  dieser  Versuch  keine  Auskunft. 


§  13.    Neuere  Basis-Apparate  mit  isolierten  Mikroskopen. 

Zur  Geschichte  und  zur  Yorgeschichte  dieser  Apparate  berichtet  Wolf,  Histolre  de  rappareil 
Ibanez-Brunner ,  Comptes  rendus  112,  1891,  8.  370 — 371  und  Hammer,  Zur  Geschickte  der  Basis- 
messung,  .Zeitschr.  f.  Yerm.*  1891,  S.  446—448  (Tralles,  Hassler,  Porro,  d'Aubuisson.) 

J.    Der  ältere  spanische  B<m8- Apparat. 

General  Ibanez  liess  im  Jahre  1856  für  seine  spanische  Landes-Aufnahme  einen 
Basis-Apparat  durch  Mechaniker  Brunner  in  Paris  konstruieren,  mit  dem  er  mehrere 
Grundlinien,  namentlich  im  Jahre  1858  die  14  663*  lange  Grundlinie  bei  Madridejos  mass. 

Wir  geben  die  Beschreibung  des  Basisstabes  nach  dem  Werke:  »Eip^riences 
faites  avec  Tappareil  ä  mesurer  les  bases  appartenant  ä  la  Commission  de  la  carte 
d'Espagne,  par  Laussedat,  Paris  1860  ■. 

Fig.  1. 

Brunner  s  Basis-Messstange. 

Querschnitte  in  natürlicher  Grösse. 

Fig.  Ib.  Fig.  Ic. 

Allgemeiner  fireier  Ausdehnungsbestim- 

Querschnitt.  mung  an  den  Enden. 


Fig.  1  a. 
Feste  Verbindung  in  der 
Mitte. 


6""< -21" -> 


b  T 


S*" 


ZI 


Kupier 


Die  beiden  Stäbe  von  Platin  und  Kupfer  haben  gleiche 

i  Dimensionen,  nämlich  wie  in  Fig.  1  b.  angegeben  ist,  je  21"* 
Breite  und  5*"'  Höhe,  mit  einem  Zwischenraum  von  6"*. 
Fig.  1  b.  zeigt  den  normalen  Querschnitt,  wie  er  überall  der 
Länge  nach  ist,  wo  keine  Berührung  der  beiden  Stäbe  statt- 
findet. 

In  der  Mitte  sind  beide  Stäbe  fest  verbunden,  wie 
in  Fig.  la.  angegeben  ist;  zwei  Rahmen  a  mit  einem  Mit- 
telstück c  sind  seitlich  fest  zusammengeschraubt  und  halten 
damit  die  Platinstange  P  und  die  Kupferstange  L  fest  zu- 
sammen. Fig.  la.  zeigt  auch  eine  Tragstange,  welche  der 
ganzen  Länge  nach  durchgeht,  mit  einem  Querschnitt  von 
umgekehrter  X^^^rm,  ebenso  wie  in  der  späteren  Fig.  4.  S.  87. 

Endlich  zeigt  noch  Fig.  1  c.  den  Querschnitt  an  dem  einen  Ende,  wo  die  gegen- 
seitige Ausdehnung  zwischen  Platin  und  Kupfer  gemessen  wird. 

Hier  ist  der  Platinstab  in  seinem  mittleren  Drittel  durchbrochen  und  durch 
ein  besonderes  ^förmiges  Platinstflck  h  ausgefüllt,  das  zwischen  Pund  P  lose  gleitet, 
dagegen  nach  unten  fest  mit  e  und  L  verbunden  ist. 
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An  der  Fuge  zwischen  h  und  P  befindet  sich  auf  der  horizontalen  Oberfläche 
von  h  und  von  P  eine  Teilung  T,  an  welcher  man  die  relative  Ausdehnung  der  Stäbe 
X  und  P  mikroskopisch  ablesen  kann. 


II.   Basis- Apparat  des  geodätischen  Instituts. 

Etwa  im  Jahre  1876  hat  das  geodätische  Institut  einen  Basis-Apparat  von  Me- 
chaniker Brunner  in  Paris  bestellt  und  1878  geliefert  erhalten.  Dieser  Apparat  hat 
im  wesentlichen  dieselbe  Konstruktion,  wie  der  soeben  beschriebene  spanische  Apparat 
von  General  Ibanez.  Der  Apparat  des  geodätischen  Instituts  hat  einen  Stab,  der  aus 
Platin-Iridium  und  Messing  zusammengesetzt  ist.  Die  erste  Mitteilung  hierüber  giebt 
der  Generalbericht  der  Europ.  Gradm.  fQr  1878,  S.  99,  mit  einem  Anhange  „Sur  la 
construction  de  la  rdgle  g^odäsique  internationale,  par  M.  M.  H.  Sainte-Claire  Deville 
et  E.  Mascart*  und  Fortsetzung  in  dem  Gen.-Ber.  d.  Europ.  Gr.  fttr  1879,  Anhang. 

Mit  diesem  Apparate  wurden  vom  geodätischen  Institute  bis  jetzt  8  Grund- 
linien-Messungen ausgeführt,  nämlich  1879  Nachmessung  der  2763  Meter  langen  Basis 
von  Strehlen  in  Schlesien,  welche  früher  1854  mit  dem  Bessel  sehen  Apparate  gemessen 
worden  war,  femer  1880  Nachmessung  der  2336  Meter  langen,  früher  1846  für  die 
Küstenvermessung  angelegte  Grundlinie  bei  Berlin  und  1892  Nachmessung  der  Bonner 
Basis.  Im  Anschluss  an  diese  letztere  Messung  sind  auch  weitergehende  Untersuchungen 
auf  der  Yersuchsstrecke  des  geodätischen  Institutes  auf  dem  Telegraphenberge  bei 
Potsdam  ausgeführt  worden.  (Probemessungen  mit  dorn  Bepsold^schen  Ablotungs- 
Apparat  von  Schumann»  Mitteilung  des  Geodätischen  Instituts,  s.  .Zeitschr.  f.  Instru- 
mentenkunde*, 1894,  S.  18—20.) 

III   Der  neue,  vereinfachte  spanische  Basis-Apparat 

Während  die  Genauigkeit  der  Messungen  mit  dem  Brunner  sehen  Apparat  ge- 
nügend war,  fand  man  in  Spanien  die  Geschwindigkeit,  nämlich  etwa  70  Meter  für 
1  Stunde  nicht  befriedigend. 

Es  wurde  deswegen  nach  Angabe  von  General  Ibanez  im  Jahre  1864  ein  neuer 
einfacherer  Apparat,  jedoch  im  wesentlichen  nach  dem  ersten  Grundgedanken  kon- 
struiert, mit  dem  nicht  nur  von  1865—1879  acht  weitere  spanische  Grundlinien,  sondern 
dann  auch  von  1880—1881  drei  Linien  in  der  Schweiz  gemessen  wurden,  2,4**  bei 
Aarberg,  2,54**  bei  Weinfelden  und  3,2*'"  bei  Bellinzona. 

Wir  beschreiben  zuerst  im  Anschluss  an  Fig.  2.  und  Fig.  8.  S.  86  die  Anord- 
nung des  Apparates  und  den  Gang  der  Messung  im  allgemeinen,  und  benützen  dabei 
zunächst  die  Brochüre  von  Dr.  Koppe:  »Der  Basis- Apparat  des  Generals  Ibanez  und 
die  Aarberger  Basismessung,  Zürich  1881",  nebst  einigen  dankenswerten  Privatmitteil- 
ungen von  Koppe. 

Es  wird  ein  Massstab  von  4"*  Länge  angewendet,  welcher  in  Fig.  3.  durch  a  h 
angedeutet  ist  und  auf  2  Stativen  Si  xmd  S^  aufliegt. 

unabhängig  von  dem  Massstab  und  seinen  Stativen  Si  S^  sind  zwei  Mikroskope 
Ml  und  Ifg  auf  besonderen  Stativen  Ti  und  T2  an  den  Enden  des  Massstabes  auf- 
gestellt. Die  Mikroskope  Mi  und  M^  werden  auf  die  Endstriche  a  und  b  (oder  nahe 
den  Endstrichen)  eingestellt,  dann  wird  der  Massstab  um  seine  eigene  Länge  von 
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rechts  nach  links  vorgerückt,  so  dass  a  nadi  h  kommt  und  die  Stative  8^  nnd  8^  in 
Anwendung  kommen;  M^  bleibt  stehen,  nnd  Mx  rflckt  um  die  zweifache  Massstab- 
länge  vor,  so  dass  es  nun  vorderes  Mikroskop  wird  n.  s.  w. 

Der  Massstab  a  h  bewegt  sich  hiebei  nicht  in  der  abgesteckten  und  festgelegten 
Geraden  AB  selbst,  sondern  in  einer  Parallelen  ah  zu  AB^  was  offenbar  gleich- 
gOltig  ist 

Die  Messstange  a  h  besteht  aus  Eisen,  und  ist  der  freien  Luft  ausgesetzt,  ohne 
Schutz  durch  einen  hölzernen  Kasten.  Dagegen  wird  der  Apparat  im  Gfanzen  durch 
ZeUe  geschlitzt,  welche  mit  Leinwand  bespannt  gegen  direkte  Sonnenstrahlen  und  auch 
gegen  leichten  Regen  Schutz  gew&hren.  Die  Zelte  sind  tragbar,  und  werden  dem  Fort- 
sehritte der  Messung  entsprechend  stets  hinten  abgenommen  und  vorne  wieder  angesetzt. 

Die  Anordnung  im  Ganzen  zeigt  Fig.  2.  S.  86. 

Übergehend  zu  den  Einzelheiten  betrachten  wir  in  Fig.  4.  zuerst  den  Quer- 
schnitt der  Stange;  derselbe  hat  umgekehrte  ^-'EQixm^  so  dass  ein  breites  Auflager 
entsteht    Der  Stab  ist  4"*  lang  und  50^  schwer. 

Zur  Temperatur -Bestimmung  dienen  gewöhnliche  Quecksilber -Thermometer, 
welche  in  Fig.  4.  rechts  oben  durch  T  veranschaulicht  sind  und  auch  in  Fig.  8.  S.  86 
der  Länge  nach  an  4  Stellen  durch  7,  T,  T,  T  angedeutet  wurden. 

Die  mit  Quecksilber  gefällten  Glaskugeln  dieser  Thermometer  sind  mit  dem 
Eisen  der  Stange  in  unmittelbarer  inniger  Berdhrung  und  sind  ganz  in  EisenfeUspähne 
eingebettet.  Die  Glasrohren  der  Thermometer  werden  durch  flbergedeckte  Glasplatten 
von  Aussen  abgelesen. 

Zur  Neigungs-Bestimmung  der  ein- 
zelnen Stangenlagen  dient  eine  in  der 
Mitte  angebrachte  Libelle  L  (Fig.  8. 
S.  86). 

Die  Messstange  ist  auf  ihrer  oberen 
schmalen  Fläche  mit  einer  Teilung  ver- 
sehen, früher  der  ganzen  Länge  nach  in 
Centimeter,  bei  der  neueren  vereinfachten 
Anordnung  nur  noch  von  0,5  zu  0,5  Meter, 
und  zwar  durch  feine  Striche  auf  einge- 
legten Platin-Plättchen. 

Nun  haben  wir  das  in  Fig.  5.  S.  88 
abgebildete  Instrument,  ,  Mikroskop-Theo- 
dolit' genannt,  zu  betrachten,  welches 
dreien  Zwecken  gemeinsam  dient,  nämlich : 

1)  Ablotung  auf  die  Festlegungs-Bolzen 
im  Erdboden, 

2)  Einrichtung  in  die  abgesteckte  Basis- 
Gerade, 

3)  Mikroskopische  Einstellung  oder  Ab- 
lesung auf  den  Stangen-Enden. 

Zu  diesen  drei  Zwecken,  denen  der  Mikroskop-Theodolit  zu  dienen  hat,  ist  im 
Einzelnen  zu  bemerken: 

zu  1)  Wenn  der  Mikroskop-Theodolit  als  Abloter  dienen  soll,  so  wird  statt  des 
horizontalen  Femrohrs  F  Fig.  5.  ein  vertikales  Femrohr  eingelegt,  welches 


Flg.  4. 

Quenohnltt  det  MMMtabes 

in  halber  nattkrlloher  Qtöne. 
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durch  das  Loch  0  im  Stative  nach  der  Vertikalen  M  N  eingerichtet  werden 
kann,  mit  Schlittenführungen  s  und  Schraubenbewegungen  m  nach  zwei  zu 
einander  rechtwinkligen  Richtungen. 

zu  2)  Wenn  es  sich  um  Einrichtung  in  die  Gerade  in  horizontalem  Sinne  handelt, 
so  wird  das  horizontale  Femrohr  J^  Fig.  5.  vor-  oder  rückwärts  nach  A  oder 
B  eingerichtet.  Soll  die  Mitte  M  selbst  Zielpunkt  werden,  so  wird  das 
Femrohr  F  ausgehoben  und  eine  Zielmarke  in  die  Axenlager  eingelegt. 

zu  3)  Die  mikroskopische  vertikale  Einstellung  auf  die  Messstange  ist  in  Fig.  5. 
bei  V  und  h  angedeutet.  V  ist  ein  vertikales  Mikroskop,  welches  auf  die 
schmale  Oberfläche  b  des  eisernen  Massstabes  E  eingestellt  werden  kann. 
Den  Massstab  E  haben  wir  mit  seinem  Querschnitt  bec'  in  Fig.  5.  ohne 
Stative  angedeutet 

Fig.  5 
Mikrotkop-TbeodoUt  (MussUb  etwa  1 :  5). 


Der  Gang  der  Messung  lässt  sich  nun  vollends  leicht  beschreiben: 
Die  Aarberger  Basis  von  2400"  Länge  war  durch  drei  grosse  dreieckige  Scheiben- 
Backen  (s.  Fig.  2.  S.  86  links)  über  der  Erde  bezeichnet,  und  wurde  durch  Messing- 
bolzen in  Quadern  unterhalb  festgelegt.  Die  Linie  befand  sich  auf  gerader  und  ebener 
Landstrasse,  die  Stative  wurden  auf  den  Strassenboden  gestellt.  Der  Strassenverkehr 
wurde  während  der  Dauer  der  Messung  gesperrt. 
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Zn  gleichzeitiger  Verwendung  kamen: 

4  Mikroskop-Theodolite, 

4  AuflagdreifQsse  für  die  Messstange, 

6  grosse  Holzstative  (T  Fig.  3.  S.  86)  ftr  die  Mikroskop-Theodolite, 
10  kleine  Holzstatiye  {S  Fig.  3.  S.  86)  für  die  Messstange, 

2  hölzerne  je  4  Meter  lange  Latten  zum  Vor-Messen. 
Das  Personal  war: 

2  Beohachter  mit  Gehilfen  zum  Vorwärtstragen  und  vorläufigen  Stellen  der 

Holzstative, 
2  Beobachter  mit  Gehilfen   zum  endgUtigen  Stellen  der  Holzstative, 
4  Beobachter  an  der  Messstange   zum   Einstellen  der  Null-  und  Endstriche 
unter  die  Mikroskope,  zum  Ablesen  der  4  Thermometer  und  der  Libelle, 
2  Gehilfen  zum  Vorwärtstragen  der  Stange  (die  Fig.  2.  S.  86  zeigt  15  Mann), 
über  die  Messungs-Geschwindigkeit  ist  folgendes  mitgeteilt: 
Am  22.  August  1880  begann  die  Messung  5  Uhr  48  Minuten  und  wurde  bis 
800*  durchgeführt.     Nach   drei  Tagen  war   die  erste   Messung   der  Basis   beendigt; 
gleichzeitig  wurden  in  Entfernungen  von  400*  zu  400"»  feste  Punkte  errichtet. 

Am  Nachmittage  des  24.  August  wurden  die  Instrumente  und  sämtliche  Gerät- 
schaften nach  dem  Basisanfange  zurücktransportiert;  alle  Apparate  einer  sorgfaltigen 
Prüfung  unterworfen.  Am  25.,  26.  und  27.  August  wurde,  wie  an  den  drei  vorher- 
gehenden Tagen,  in  der  Zurückmessung  um  je  800*  vorgerückt,  alle  Fixpunkte  ein- 
gemessen und  so  auch  die  zweite  Messung  in  drei  Tagen  beendig^.  Die  Zeiten,  welche 
auf  die  Messung  der  einzelnen  Sektionen  verwandt  wurden,  sind: 

Sektion  I.  Messung  II.  Messung 

1.  =  400  Meter    2  Stunden  47  Min.    2  Stunden    6  Min. 


2.  =  400 

2 

fi 

-44  n 

1 

59  , 

8.  =  400 

1 

^ 

27  , 

2 

24  . 

4.  =  400 

2 

■ 

26  . 

2 

8  . 

5.  =400 

2 

, 

21  . 

2 

81  , 

6.  =  400 

2 

- 

49  , 

2 

49  . 

Mittel:      400  Meter    2  Stunden  36  Min.    2  Stunden  20  Min. 

Die  zweite  Messung  ging  etwas  rascher  vor  sich  als  die  erste,  weil  das  Setzen 
der  Fixpunkte  bei  der  ersten  Messung  einige  Zeit  in  Anspruch  nimmt. 

Die  grösste  Neigung  der  Messstange  während  dieser  Messungen  betrug  1,5^, 
die  Korrektion  fflr  die  Neigung  im  Mittel  nahe  1^  für  1  Sektion.  Ausgesprochen 
ungünstig  ffir  die  Messung  war  der  erste  Beobachtungstag,  namentlich  während  der 
Messung  der  zweiten  Sektion,  indem  der  liegen  die  Zelte  durchweichte.  Die  Differenz 
ist  bei  dieser  Sektion  die  grösste. 

General  Ibanez  selbst  hat  über  seine  Basis-Apparate  folgendes  als  Gesamturteil 
ausgesprochen: 

,Die  einfache  Einrichtung  meines  Apparates  und  die  Art  seiner  Anwendung  ist 
das  Ergebnis  der  Erfahrungen,  welche  ich  bei  neun  in  Spanien  ausgeführten  Basis- 
Messungen  zu  machen  Gelegenheit  hatte.  Bei  meinem  ersten  Apparate  waren  alle 
denkbaren  Korrektions-Vorrichtungen  angebracht.  Die  Messstange  bestand  aus  zwei 
Metallen,  deren  Längen-Unterschied  infolge  verschiedener  Ausdehnung  durch  die  Wärme 
mit  einer  Mikrometer-Schraube  gemessen  wurde.  In  gleichen  Intervallen  eingelassene 
Quecksilber-Thermometer  liefern  eine  zweite,  von  der  ersten  unabhängige  Bestimmung 
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der  Temperatür.  Es  seigU  sieh  schUesslieh,  dass  die  QuecksHber-Thermometer  die 
Tempera^wr  der  Messstange  leichter  und  hesser  bestimmen  lassen^  als  das  Metaü- 
Thermometer  und  deshalb  habe  ich  erstere  allein  beibehalten.  Die  Sucht,  jedes  Mass 
und  jede  Korrektion  gesondert  mit  der  Mikrometer-Schraube  messen  zu  wollen,  wie 
wir  es  erstmals  thaten,  fDhrt  zu  grossem  Zeit-  und  Arbeits- Auf  wände  ohne  reellen 
Gewinn  an  Genauigkeit;  und  grossere  erreichbare  Vorteile  gehen  durch  die  komplizierte 
Art  und  längere  Dauer  der  Messung  verloren.  Das  beste  Mittel,  dem  Anhäufen  der 
Beobachtungs-Fehler  in  ausgedehnten  Dreiecksnetzen  entgegen  zu  arbeiten,  ist  die 
Messung  einer  ausreichenden  Zahl  von  Grundlinien.  Dieses  Mittel  kann  aber  um  so 
eher  in  Anwendung  gebracht  werden,  je  mehr  der  Messapparat  mit  ein&cher  Einricht- 
ung und  Handhabung  ausreichende  (Genauigkeit  der  Resultate  verbindet.' 


Flg.  6. 

lUpiold'Oomtiock»  MeusUnge, 

Quenohnitfc  In  natürlicher 

Grötie. 


IV.  Der  amerikanische  Basis-Apparat  van  Repscid. 

Die  nord-amerikanischen  Vermessungen  im  neueren  Sinne  begannen  etwa  1841; 
von  da  bis  1874  wurden  9  Grundlinien  gemessen  und  im  Jahre  1876  wurde  ein  neuer 
Basis-Apparat  von  Bepsold  in  Hamburg  angeschafft,  mit  welchem  unter  Leitung  von 
Comstock  dann  drei  Grundlinien,  bei  Chicago  1877,  Sandusky  1878,  und  Onley  1879 
gemessen  wurden. 

Nachricht  hierflber  giebt  das  grosse  amtliche  Werk :  j, Professional  papers  of  the 
Corps  of  engineers,  ü.  S.  Army,  Nr.  24.  Beport  upon  the  primary  triangulation  of 
the  United  States  Lake  Survey,  by  Lieut.  CoL  0.  B.  Comstock,  Corps  of  Engineers, 

Brevet  Brigadier-General,  ü.  S.  A.,  aidet  by  the  Assi- 
stents  on  the  survey.  Washington:  Govemement  prin- 
ting  Office.  1882.«  (vgl.  auch  .Zeitschr.  f.  Verm.  1884«, 
S.  538—547  und  1888,  S.  385—395.) 

Der  Grundgedanke  des  Bepsold-Comstock  sehen 
^Apparj^tes  ist  derselbe  wie  beim  Brunner  sehen  (S.  84), 
pämlith  eine  Messstange,  deren  Enden  zwischen  festen 
I  Mikroskopen  abgelesen  werden. 

FHe  Messstange  besteht  aus  der  Verbindung  von 
iZink  und  Stahl,   wie  in  Fig.  6.  angegeben  ist.    Die 
aus  Zink  und  Stahl  zusammengesetzte  Messstange  ist 
lln  eine  Bohre  von  12,5**  Durchmesser  eingeschlossen 
and  rtLgt  an  den  Enden  derselben  hervor,  wie  durch 
idie  nachfolgenden   Fig.   7.  bis  12.   S.  91—93   darge- 
stellt ist. 
Die  zwei  Platinplättchen  ee  m  Fig.  9.  S.  93  sind  mit  feinen  Teilungen  ver- 
sehen, welche  durch  die  isoliert  aufgestellten  Mikroskope  abgelesen  werden. 

Fig.  12.  (S.  93)  zeigt  den  Bohren-Querschnitt  und  zugleich  die  Queransicht 
eines  mit  der  Bohre  parallelen  Bichte-Femrohrs  &,  welches  in  der  grossen  Fig.  7. 
(S.  91)  rechts  oben  in  Seiten-Ansicht  dargestellt  ist.  Dieses  Bichte-Femrohr  lässt 
sich  durchschlagen,  also  auf  eine  vordere  oder  eine  hintere  Bichte-Bake  der  Geraden 
einstellen. 

Im  übrigen  ist  durch  die  zahlreichen  Figuren  alles  wesentliche  erklärt.  Die 
photogiaphische  Aufiiahme  des  Gesamt- Apparates  mit  den  Schutz-Zelten,  welche  wir 
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anf  S.  92  nachgebildet  haben,  zeig^  auch  rechts  die  Mikroskope,   welche  von  ihren 
Stativen  übergeneigt,  einen  etwas  unstabilen  Eindruck  machen. 

Fig.  9.  (Mas88tob  1:4.)  Fig.  10. 

Hinteres  Ende  der  Messstange  ans  der  Bohre  hervorragend.        Querschnitt  der  Bdhre  mit  den 
t  e  Platlnplättchen.  Stäben  Z  und  8. 

Röhren-Durchmesser  =  12,5  cm. 


Flg.  11. 

Stativ  für  die  Röhre  mit  der 

Messstange. 

(Massstab  1 : 8.) 


Fig.  la. 

Querschnitt  der  Röhre  und  des 

Riehte-Femrohrs  h. 

(Massstab  1 : 4.) 


V.   Der  fdederläncUsch- ostindische  Basis-Apparat  von  Repsöld, 

Schon  vor  dem  soeben  beschriebenen  amerikanischen  Apparat  (welcher  1876 
hergestellt  wurde),  haben  Repsold  und  Söhne  einen  auf  ähnlichen  Prinzipien  beruhen- 
den Apparat  konstruiert,  welcher  teilweise  nach  Angaben  von  Oudemanns  schon  von 
1865,  zur  Triangulierung  von  Java,  1873,  gedient  hat. 

Eine  erste  Beschreibung  wurde  im  September  1876  von  Repsold  selbst  gegeben  in  Nr.  1661 
der  ,astr.  Nachr.*  70.  Band,  S.  65—^0,  die  Hauptbeschreibung  mit  Zeichnungen  ist  enthalten  In  dem 
Werke:    .Die  Triangulation  von  Java,  erste  Abteilung,  von  Oudemans,  Batavia  1875". 

Das  Prinzip  ist  das  bimetallische,  ein  Zinkstab  und  ein  Stahlstab,  11,5"*"  und 
13,5*"  breit  und  beide  22"*  hoch,  liegen  neben  einander  und  sind  in  eine  Röhre  ein- 
geschlossen, aus  welcher  nur  die  Stab-Enden  hervorragen,  wie  bei  Kepsold-Comstock 
Fig.  10.  8.  0.  Im  übrigen  aber  ist  die  Anordnung  eine  andere ;  es  sind  4  Stäbe  von 
4*  und  1"  Lftnge  vorhanden  nach  Andeutung  folgenden  Schemas: 
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1-  1- 

Die  kurzen  1*  langen  St&be  tragen  an  ihren  Enden  Mikroskope,  welche  anf 
die  4^  langen  Stäbe  hinflberreidien  und  so  die  Messung  ermöglichen. 

I  14.    Massbesüminniigen  fftr  bimetallisehe  Stibe. 

Die  Verbindung  zweier  verschiedener  Metalle,  z.  B.  Zink  und  Eisen,  Kiffer 
und  Platin,  zu  einem  Massstabe,  welche  bei  der  ersten  Betrachtung  so  grosse  Vorteile 
zu  haben  scheint,  leidet  doch  an  dem  Obelstande,  dass  die  beiden  Metalle  sehr  oft 
nicht  gleiche  Temperaturen  haben ,  und  damit  wird  der  Vorteil  der  ganzen  Einrichtung 
fraglich. 

Allerdings  wenn  die  Temperatur  im  allgemeinen  längere  Zeit  kongtofit  bleibt, 
so  werden  wohl  auch  beide  Metalle  gleiche  Temperatur  annehmen,  wenn  aber  die 
Temperatur  der  umgebenden  Luft  sich  ziemlich  rasch  ändertt  oder  wenn  strahlende 
Wftrme  einwirkt,  so  werden  zwei  verschiedene  Metallstangen,  je  nach  ihrer  Masse, 
ihrer  spezifischen  W&rme  u.  s.  w.,  den  äusseren  Wärme-Einflflssen  mehr  oder  weniger 
rasch  folgen,  und  deswegen  zu  gleichen  Zeiten  verschiedene  Temperaturen  haben. 

Eine  hierauf  bezflgliche  Rechnung  hat  Oudemans  angestellt  in  dem  Werke: 
.Die  Trianguktion  von  Java*,  erste  Abteilung  Vergleichung  der  Massstäbe,  Batavia 
1875,  8.  7—8.  Oudemans  nimmt  nach  dem  .Lehrbuch  der  Ezperimental-Physik  von 
Wdllner"  die  nachfolgenden  Zahlen  für  Zink  und  Stahl  an,  welchen  wir  zugleich  die 
Zahlenwerte  für  Platin  und  Messing  beifftgen  (letztere  ebenfalls  nach  Wflllner  an- 
genommen von  Fischer,  astr.  Nachr.,  103.  Band  (1882)  Nr.  2451): 


Zink 

Stahl,  Eisen 

Platin 

Messing 

Spezifische  Wärme            w 

0,089 

0,109 

0,034 

0,094 

Absorptions-Vermögen        a 

0,19 

0,175 

0,17 

0,07 

Wärmeleitungs-Fähigkeit  X 

363 

874 

84 

281 

Dichte                              J 

6,86 

7,82 

21,51 

8,00 

Femer  sei  die  freie  der  Luft 

ausgesetzte  Oberfläche 

eines  Stabes 

=  F 

.    Das  Volumen  eines  Stabes  . 

•    • 

=  V 

Damit  ist  die  Wärmemenge,  welche  einem  Stab  von  seiner  freien  Oberfläche 
ins  Innere  zugeftthrt  wird,  proportional  dem  Produkt: 

FaX 
Andererseits  ist  die  Temperatur-Zunahme  des  Stabes  umgekehrt  proportional 
dem  Produkt: 

Fz/w 

Im  Ganzen  ist  also  die  Temperatur-Zunahme  eines  Stabes  proportional  zu  setzen 
der  Grosse: 

Der  erste  Quotient  F  :  V  ist  rein  geometrischer  Natur;  jedenÜEkUs  wird  die 
Länge  beider  in  Frage  kommender  Stangen  gleich  sein,  etwa  =  2;  dann  seien  femer 
die  Breiten  und  Hohen  beider  Stangen  =  h  und  h,  bzw.  =  h'  und  h\  Wenn  die 
Stangen  von  allen  Seiten  der  Luft  (bzw.  der  Wärme-Einwirkung)  ausgesetzt  sind,  so  ist: 
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F=2(p-^h)l  V=:hhl 

also:  (dt)  =  — hri: — -  -r~ 

Die  OudemaDs  sehen  Stangen  lagen  scharf  nebeneinander,  hatten  gleiche  Hohen 
\  =  22—  nnd  die  Breiten  5  =  13,5**  für  Stahl  nnd  h'  =  11,5-«  fftr  Zink,  es  ist  also 
xa  setzen:  J'  =  (2  6  H-  Ä)  Z  oder  =  (2  6'  4-  Ä)  I,  folglich: 

,.,,         27-h22    aX         ,.,,         23-1-22    a'X' 


13,5x22  Jtc    '    ^"'^'"11,5x22  /f«^ 

Die  Aosrechnong  giebt  12,7  nnd  20,1  oder  das  Verhältnis  0.63  :  1,  d.  h.  die 
Stangen  entsprechen  nicht  genügend  den  Wärme-Verhältnissen. 

Anch  bei  Bessels  Stangen  (vgl.  Fig.  2.  S.  68)  sind  diese  Verhältnisse  nicht 

eingehalten,  die  Stangen  liegen  au/einander  nnd  geben,  wenn  man  die  Tragstange  als 

nicht  Yoriianden  annimmt: 

alles  rund  in  Millimetern: 


Eisen:  F=55l 

F=189i 

Zink:  JF"  =  271 

F'  =  911 

OL  =  0,175 

X  =  374 

a  =  0,19 

X  =  368 

d  =  7,82 

%D  =  0,11 

d  =  6,86 

w  =  0,089 

Die  Ausrechnung  giebt  hieffir  nach  der  Formel  (1): 
(Jf).:(z/<).=  22:34 

ffier  ist  die  Zinkstange  offenbar  zu  schwach,  und  das  Verhältnis  ist  deswegen 
nicht  richtig. 

Dagegen  berichtet  Fischer  für  den  Platin-Messing-Basismessstab  des  geodä- 
tischen Instituts,  wobei  beide  Teile  je  21"*"*  breit  und  5"*"*  dick,  durch  einen  Zwischen- 
raom  von  7"**  von  einander  getrennt  sind,  dass  das  thermische  Verhältnis  nach  der 
Formel  (1)  sich  =  1,00 : 1,08  ergab.   (,Astr.  Nachr.«  103.  Band,  1882,  Nr.  2451,  S.  43.) 

Zugleich  teilt  Fischer  eine  Bestimmung  des  Temperatur-Unterschiedes  beider 
Stäbe  durch  Thermo-Elemente  mit,  welche  am  25.  Mai  1882  in  dem  Beobachtungs- 
laum  zu  Steglitz  bei  Berlin  eine  mittlere  Differenz  von  nur  =  0,05^  ergab,  yon  0,01^ 
bis  0,12^  anwachsend  und  bis  0,02^  wieder  abnehmend,  mit  Schlusswert  0,04^. 

In  Bezug  auf  die  vorerwähnte  thermische  Theorie  der  Formel  (1)  besteht  natür- 
lich eine  grosse  Unsicherheit,  wie  auch  Oudemans  selbst  hervorhebt  Trotzdem  handelt 
es  sich  hier  um  Überlegungen,  welche  nicht  zu  umgehen  sind. 

Neue  Massbestimmungen  für  den  Bessel  sehen  Apparat,  von  General  Schreiber, 

Die  Massbestimmungen,  welche  zuerst  1834  von  Bessel  mit  den  Zink-  und 
Ksenstangen  vorgenommen  wurden,  haben  wir  bereits  in  §  11  S.  74 — 76  beschrieben. 

Vor  der  Braaker  Basismessung  (welche  1871  stattfand)  wurde  jedoch  der  Ver- 
gleichs-Apparat neu  und  besser  eingerichtet,  statt  der  früheren  Holzgerüste  in  Königs- 
berg wurden  in  dem  Untergeschoss  des  Generalstabs-Gebäudes  in  Berlin  Zementpfeiler 
aufgebaut,  und  die  Eeilmessung  für  die  Konstanten-Bestimmung  durch  Mikroskop- 
Ablesung  ersetzt  Zur  Temperatur-Begulierung  wurden  Holzkästen  mit  Doppelwänden 
zur  Aufnahme  von  Wasser  konstruiert 
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Dieses  ist  mitgeteilt  in  dem  Werke :  «Die  königlich  prenssiscbe  Landee-Triangnlfttion,  Hsnpt- 
Dreieoke,  II.  Teil,  erste  Abtelinng**,  Berlin  1878,  S.  1—87  mit  Tftfel  II.  und  III ,  und  die  Ergebnisse 
der  Vergleichnngen  in  dem  Werke :  «Die  königlich  preuesische  Landes-TriangnUtion,  Hftnptdrelecke, 
VI.  TeU».  Berlin  1894.  S.  181-218. 

Auch  in  anderer  Hinsicht  wurden  die  Yergleichungen  gegen  früher  abgeändert, 
so  dass  nicht  mehr  bloss  eine  der  4  Stangen,  nämlich  die  erste  Zj,  mit  dem  Normal- 
mass  yerglichen  wurde,  sondern  alle  4  Stangen  2},  l^  Zg,  ^4  jede  für  sich. 

Dabei  wurde  zuerst  die  Formel  zu  Grunde  gelegt  nach  (32)  §  11  S.  77  (wobei 
wir  jedoch  wieder  L  statt  L'  schreiben): 

l  =  X  — (ifc  — l,4)m  (2) 

Dabei  ist  /  die  Stangenlänge,  k  das  innere  Eeilmass,  m  der  relative  Ansdehnungs- 
Coöfficient  und  L  das  Absolutglied,  d.  h.  die  Länge  Z,  welche  zu  Ar  =  1,4  gehört. 

Als  erste  Verbesserung  der  Formel  (2)  wurde  von  General  Schreiber  ein  qua- 
dratisches Glied  hinzugefügt,  und  gesetzt: 

Z  =  X~  (ik  — 1,4)  w  —  (Jfe  —  1,4)2  g  (3) 

Eine  wichtigere  Neuerung  wurde  femer  gemacht  durch  Zufügung  eines  Gliedes 
a  h,  welches  die  Temperatur-^MderMn^  berücksichtigt  Um  dieses  begreiflich  zu  machen, 
erinnern  wir  zuerst  an  das,  was  schon  vorher  bei  (1)  S.  94  über  die  Wärme- Verhältnisse 
in  bimetallischen  Stäben  gesagt  wurde.  Die  Eisen-  und  Zinkstangen  folgen  der  all- 
gemeinen Temperatur-Änderung  nur  langsam  nach,  und  noch  mehr:  Die  Eisenstange 
und  die  Zinkstange  folgen  den  Temperatur-Änderungen  nicht  gleich,  sondern  die 
schwächere  Zinkstange  eilt  bei  dem  Besselschen  Apparat  der  Eisenstange  immer  voraus. 
Diese  Erscheinung  findet  ihren  Ausdruck  in  dem  Glied  a  h  der  dritten  Schreiberschen 
Formel : 

/  =!,  — (ifc-l,4)m~(A:  — 1,4)2^4-«^  (4) 

Dabei  bedeutet  a  die  eiwstündige  Änderung  des  Temperatur-Keilmasses  Jb,  und 
h  ist  ein  durch  Versuche  bestimmter  Coöfficient,  in  runder  Zahl  h  =  0,05.  um  die 
"Wirkung  des  letzten  Gliedes  (Folge-Korrektion)  beurteilen  zu  können,  berechnen  wir 
eine  kleine  Übersichts-Tabelle: 

Zeit 


0* 


2* 


1* 


1* 


1        Eeilmasse 

1 

Temperaturen 

Folge-Korrektion 

.       k            a 

in  R<> 

ha  =  0,05  « 

t     1,30 

18,13° 

-4-  0,10 

—  2,19<' 

4-  0,005'  =  -h  0,011"" 

1     1,40 

15,94 

-4-0,10 

—  2,20° 

-1-0,005^  =4-0,011*" 

1     1,50 

13,74 

(5) 


Wenn  also  die  Temperatur  im  allgemeinen  um  rund  2°  in  1  Stunde  abnimmt, 
so  zeigt  das  Keilmass  k  die  Stange  um  rund  0,01""  zu  klein,  weshalb  die  Korrektion 
ah  =  -h  0,01""  zugesetzt  werden  muss.  Nimmt  die  Temperatur  im  allgemeinen  zu, 
so  erscheint  die  Stange  vermöge  des  Keilmasses  k  zu  lang.  Alles  dieses  lässt  sich 
vollständig  durch  das  schon  erwähnte  Voraneilen  des  Zinks  (oder  Zurückbleiben  des 
Eisens)  erklären,  denn  dieses  giebt  bei  Temperatur- Zunahme  eine  Verkleinerung  von  k, 
also  in  1  =  L  —  {k  — 1,4)  m  eine  Vergrösserung  von  h 
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Endlich  ist  Doch  eine  vierte  Formel  durch  Znfägnng  eines  quadratischen  Folge- 
Gliedes  gebildet  worden: 

I  =  i  -  (ik—  1,4) m--(Ä  — 1,4)2 ß  +  «Ä  H-  a!^jc  (6) 

Durch  diese  neuen  Formeln,  namentlich  (4),  sind  nicht  bloss  die  auf  dem 
Komparator  gemachten  Stangen- Vergleichungen  in  bessere  Übereinstimmung  gebracht, 
sondern  auch  die  bei  den  Basismessungen  selbst  auftretenden  Differenzen  der  metro- 
nomischen Eechnung  zugänglich  gemacht. 

Trotzdem  haben  die  Stangen-Vergleichungen  noch  erhebliche  Schwankungen  und 
Unsicherheiten  gezeigt;  während  in  den  einzelnen  Gruppen  bessere  Übereinstimmung 
war,  zeigten  die  Gruppen-Mittel  bis  zu  0,01  Par.  Linien  =  0,026"^  gehende  Ab- 
weichimgen. 

Diese  Erscheinung,  welche  auch  in  anderen  Fällen  beobachtet  ist,  giebt  die 
Warnung,  dass  mittlere  Fehler,  welche  aus  einzelnen  Gruppen  von  Messungen  im 
wesentlichen  unter  gleichen  Umständen  erlangt  wurden,  nicht  ohne  weiteres  ab  reelle 
Genauigkeits-Masse  anzusehen  sind,  und  es  scheint,  dass  die  sehr  kleinen  mittleren 
Fehler  der  Bessel sehen  Vergleichungen  von  1834,  welche  wir  auf  S.  74  erwähnt  haben, 
aus  solchen  Gründen  zu  klein  ausgefallen  sind. 

Gdnenl  Schreiber  bftt  die  Torttehenden  Angaben  in  der  «Zeltsehr.  f.  Yerm.*  1882,  S.  1—17 
Terfiffentlloht,  und  dasn  noch  folgendes  bemerkt:  »Ee  ist  nicht  gelungen,  die  Ursachen  der  enormen 
Bchwanknngen  (bei  den  verschJedenen  Vergleichungen)  dergestalt  festsustellen,  dass  sie  in  Zukunft 
Termieden  werden  können.  Man  wird  vielmehr  Unsicherheiten  bis  zu  etwa  einer  hundertel  Linie 
oder  0,03  Millimeter,  auch  bei  ferneren  mit  den  Bessel  sehen  Measstangen  auszuffthrenden  Ver- 
gleichungen und  Basismessungen  gew&rtigen  müssen. 

Massvergleickungen  für  den  Repsöld  sehen  Stahl-Zink-Apparat  von  Comstock, 

Ähnliche  Verhältnisse  wie  General  Schreiber  mit  den  Bessel  sehen  Zink-Eisen- 
Stangen  fand  auch  General  Comstock  in  Washington  mit  Zink-Stahl-Stangen.  Aus 
dem  gBeport  upon  the  primary  triangulation  of  the  United  States  Lake  Survej  by 
Comstock  etc.  Washington  1882*,  S.  223 — 230,  entnehmen  wir  hierüber  folgendes: 

Die  Zink-Stahl-Stange,  deren  mechanische  Einrichtung  wir  schon  in  §  13.  S.  90 
bis  93  beschrieben  haben,  wurde  in  gleichen  Umständen  wie  bei  der  Basismessung 
selbst,  d.  h.  in  einer  Eohre  eingeschlossen,  im  freien  Felde,  unter  Zelt-Schutz,  in 
folgender  Weise  besonders  untersucht: 

Eine  Messing-Stange  diente  in  einer  Verpackung  von  schmelzendem  Eis  zur 
Vergleichung,  indem  diese  durch  Eis  auf  0^  erhaltene  Stange  und  die  Zink-Stahl- 
Stange  in  ihrer  jeweiligen  Temperatur,  abwechselnd  unter  dasselbe  Mikroskopen-Paar 
zur  Ablesung  gebracht  wurden.  Dabei  wurde  an  der  Zink-Stahl-Stange  die  jeweilige 
Differenz  Z —  8  mikroskopisch  beohiMchtet,  ausserdem  konnte  aber  auch  ein  Wert  Z —  S 
berechnet  werden  aus  der  gleichzeitigen  Vergleichung  mit  der  in  Eis  verpackten  Messing- 
stange and  aus  der  früher  vielfach  und  genau  bestimmten  Differenz  e  —  s  der  ein- 
zelnen Ausdehnungs-Co^fficienten  für  Zink  und  Stahl. 

Die  Differenzen  zwischen  berechneten  Z —  S  und  beobachteten  Z —  5  zeigten 
einen  regelmässigen  Tagesverlauf,  dessen  Hauptwerte  nachstehende  Tabelle  zeigt. 
Dabei  ist  gesetzt: 

(Z—  S)  Rechnung  —  (Z—  S)  Beobachtung  =  d 
e 


J  =  0,6522  J=Ö 

7 
Digitized  by  VjOOQIC 


Jordan,  Handb.  d.  Vermessungskunde.    4.  Aufl.    HL  Bd.  7 


Verschiedene  Projekte  zor  Basismessnng.  §  15. 

Folgendes  ist  eine  Reihe  von  Mittelwerten  solcher  Beohachtnngen : 
8  Tage  zwischen  23.  August  und  8.  September  1881  (Report  S.  228—230) 


Tageszeit 

Temperatar 

A 

h 

Morgen       8» 

20.6  •  C 

-    6,9^ 

-    83/ 

10 

22,8 

-   2.4 

-    1.6 

MitUg       12 

25.4 

+    4,7 

+    3.1 

2 

26.6 

+  14,5 

+   M 

4 

263 

+  14.6 

+    9,6 

Abend         6 

25.2 

+    6,6 

+   4,« 

8 

23.9 

—    1.6 

-    1,0 

10 

22.5 

-10,0 

-    6.5 

Nftcbt        12 

21.4 

-16.7 

-103 

2 

20.7 

—  15,1 

-    9.8 

4 

20.3 

-12.1 

-    73 

Morgen      6 

19,9 

-15,1 

-   93 

Die  hier  mit  d  bezeichneten  Werte  entsprechen  dem  Schreiber  sehen  Qliede  h  a 
(s.  0.  (4)  und  (6)  S.  96),  jedoch  mit  anderen  Vorzeichen,  was  darin  seinen  Grund  hat, 
dass  die  Massen-Verhältnisse  von  Zink  und  Eisen  bei  Repsold  (Fig.  6.  S.  90)  ganz 
andere  sind  als  bei  Bessel  (Fig.  2.  S.  68).  Auf  Grund  von  solchen  Versuchen  wurden 
für  die  amerikanischen  Basismessungen  von  Chicago  kleine  Korrektionen  d  in  Rechnung 
gebracht,  in  ähnlicher  Weise  wie  durch  ah  und  a^k  in  den  Schreiber  sehen  Formeln 
fttr  die  Göttinger  und  Meppener  Messungen.    (Formeln  (4)  und  (6)  S.  96  und  97). 

Hiecn  ist  noch  Im  Aniohluse  an  8.  84  su  eitleren  Hammer:  Von  der  neuen  ftanzösiichen 
BaaismeMnng,  «Zeiteohr.  f.  Verm."  1892.  8.  26—29. 

§  15.  Terschiedene  Projekte  zur  Basismessnng. 

Die  Konstruktion  yon  Basismess-Apparaten  bietet  dem  Erfindungsgeist  ein 
weites  Feld,  und  obgleich  nicht  anzunehmen  ist,  dass  wirklich  leistungsfähige  Apparate 
anders  als  im  engsten  Anschluss  an  die  Berufs-Praxis  entstehen  werden,  können  wir 
doch  einige  solche  Projekte  betrachten. 

Dcks  Messrad. 

Einen  kühnen  Gedanken  hat  in  der  Anfangszeit  der  „Europäischen  Gradmess- 
ung* 1868,  Steinheil  in  Mflnchen  ausgesprochen,  nämlich,  mit  einem  Messrad  gewöhn- 
liche geradlinige  Eisenbahn-Linien  zu  befahren,  und  dadurch  Basismessungen  in  grosser 
Menge  ohne  yiele  Mühe  oder  Kosten  zu  erlangen.  Nach  Steinheils  Vorschlägen  wurden 
von  Voit  in  München  einige  Versuche  im  kleinen  angestellt,  über  welche  Steinheil  in 
den  astr.  Nachr.  72.  Band  (1868)  Nr.  1728,  S.  369—378  berichtet.  Es  wurde  ein 
Dopi^lgeleise  Ton  20"  Länge  von  ge wohnlichen  Eisenbahn- Schienen  wie  bei  der 
bayerischen  Staatsbahn  (mit  Laschenyerbindungen  und  kleinen  Zwischenräumen  zwischen 
je  2  Schienen)  angelegt  Das  Messrad  war  von  Holz  mit  einem  kupfernen  Reif  von 
0,922"  Durchmesser,  und  wurde  aus  freier  Hand  geleitet ;  die  Wiederholungen  stimmten 
unter  einander  auf  etwa  0,01  o/q.  Später  wurde  für  das  Rad  ein  Gestelle  konstruiert, 
welches  die  Rad-Ebene  genau  in  der  Vertikal-Ebene  der  Schienen  erhalten  soll.  Damit 
wurden  50  Be&hrungen  einer  Strecke  yon  17,383"  (6  Radumfänge)  gemacht,  wobei 
sich  der  mittlere  unregelmässige  Fehler  der  einmaligen  Befahrung  =  ±  0,30*^  ergab 
oder  ±2,3""  für  1*". 
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Der  BasiS'Mesa- Wagen. 

In  dem  Werke  von  Zachariae  ,Die  geodätischen  Hauptpunkte*,  deutsch  von 
Lamp,  Berlin  1878,  S.  94,  wird  folgendes  Projekt  von  Bruhns  in  Leipzig  berichtet: 

In  der  Basislinie  werden,  mit  Zwischenräumen  von  ungefähr  4"*,  eiserne  Pflöcke 
eingerammt,  deren  Oberfläche  mit  einem  Punkt  oder  einem  Kreuz  versehen  ist.  Der 
Messapparat  besteht  aus  einem  4"  langen  Massstab  und  zwei  an  den  Enden  ange- 
brachten vertikalen  Mikroskopen,  mit  denen  man  die  Massstablänge  auf  die  PfahlkOpfe 
ftbertragen  kann.  Dieser  Apparat  liegt  auf  einem  Wagen,  wird  durch  ein  Dach  und 
Seitenwände  gegen  Sonnenschein  u.  s.  w.  geschützt,  und  fährt  somit  in  Absätzen  von  4" 
Aber  die  ganze  Basis  hin. 

Messungen  mit  MetcUldrähten  (Zeitschr.  f.  Instrumentenkunde  1885,  S.  362—365). 

In  Stockholm  hat  Jäderin,  1885,  Längenmessungen  mit  Stahlbändern  und  mit 
Drähten  aus  Stahl  und  Messing  gemacht  Die  Drähte  werden  über  Stative  ausgestreckt, 
dabei  durch  Gewichte  in  konstanter  Spannung  gehalten.  Die  Längenbestimmung 
geschieht  mittelbar  durch  Vergleichung  der  Drahtmessung  mit  einer  anderweitigen 
Stangenmessung.  Die  Geschwindigkeit  ist  bedeutend,  die  grOsste  Leistung  war  550* 
in  1  Stunde  und  2368*  in  einem  9stflndigen  Arbeitstage. 

Auf  der  tlrdmessungs-Eonferenz  in  Berlin  1895  wird  berichtet,  dass  in  Buss- 
land  eine  Basismessung  mit  dem  ausserordentlich  schnell  messenden  Jäderinschen 
Apparate  stattgefunden  hat 

Das  Schäie-Mikroskop. 

Während  Nonien  und  Schrauben-Mikroskope  längst  zur  Basismessung  angewen- 
det wurden,  ist  ein  Hilfsmittel,  welches  in  mehrfacher  Hinsicht  nach  unserer  Ansicht 
ndi  hier  votrtrefflich  eignet  noch  nicht  benutzt  worden,  nämlich  das  Schatz-Mikroskop, 
das  wir  früher  in  Band  II,  4.  Aufl.  1893,  S.  191—192  beschrieben  haben. 

Wir  machen  zunächst  eine  allgemeine  Überlegung:  Um  einen  mittleren  un- 
regehnäftsigen  Messungsfehler  von  rund  ±_  1*"  auf  1  Kilometer,  d.  h.  den  thatsächlich 
bei  guten  Messungen  vorkommenden  Betrag  zu  erklären,  braucht  man  keine  sehr  feinen 
optischen  und  mechanischen  Hilfsmittel  anzunehmen,  denn  bei  der  üblichen  Stangen- 
länge von  4*  kommen  250  Lagen  auf  1  Kilometer,  und  wenn  fi  der  mittlere  Fehler 
einer  Lage  ist,  so  hat  man  /i  y25Ö  =  l"",  woraus  folgt  fi  =  0,063*";  dieses  ist  ein 
Betrag,  den  man  sogar  durch  Schätzung  von  freiem  Auge  an  einer  Millimeter-Teilung 
erzielen  konnte,  (etwa  entsprechend  einem  Winkel  von  2*  an  einer  Kreisteilung  von 
100"-  Halbmesser). 

Da  man  aber  natürlich  die  Genauigkeit  im  einzelnen  weiter  treibt,  wurde  man 
bald  zu  Nonien,  Mikroskopen  u.  s.  w.  geführt.  Ein  weiteres  Hilfsmittel  zur  Bestimm- 
ung des  Zwischenraums  oder  des  Übergreifens  an  der  Grenze  zweier  Messstangen,  das 
Schatz-Mikroskop,  ist  sehr  bequem  und  hat  die  für  solche  Zwecke  nötige  Genauigkeit 
giebt  eine  Ablesung  auf  einen  Blick ,  was  zur  Zeitsparung  bei  Basismessungen  sehr 
wichtig  ist. 

Die  Anwendung  eines  Schatz-Mikroskops  zur  Messung  des  Anschlusses  zwischen 
zwei  aufeinander  folgenden  Stangen  I  und  11  ist  in  Fig.  1.  (S.  100)  angedeutet:  Die 
Stange  I  endigt  gabelförmig  und  umfasst  mit  zwei  Teilungen  a  und  b  die  Teilung  c, 
welche  sich  auf  einem  zungenartigen  Fortsatze  der  Stange  II  befindet  Ein  Schatz- 
Mikroskop  wird  mit  drei  Fussspitzen  auf  die  Punkte  A,  B  und  C  gestellt  von  denen 
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100  L&nge  und  Einteilung  der  Grundlinien.  §  16. 

A  und  B  fest  sind  (etwa  konische  Locher),  während  C  dem  Spielraum  des  Anschlusses 

entsprechend  veränderlich  ist    Man  kann  vielleicht  auch  das  Schatz-Mikroskop  mit 

y.    j  einer  Kipp-Axe  A  B  aufstellen.   Das 

Schätz  -  Mikroskop ,     welches    somit 

Im  auf  den  drei  Punkten   A,  B  und 

fq      , C  aufsitzt,  hat  eine  horizontale  Axe 

\    in  der  Bichtung  I  11  und  Eipphe- 
c[H-:->-m+H  o  c  I      ^   wegung  in  der  Querrichtung  N  N*, 

so  dass  die  3  Teilungen  a,  h  und  c 


V 
( 


A, 

ja 


bA 


) 


]    rasch  nach  einander  abgelesen  werden 


jN'  können. 

Trennung  der  Längenmessung  von  den  Müfs-Operationen. 

Die  Einrichtungen,  welche  zu  einem  Basis- Apparate  gehören,  und  die  Operationen 
mit  denselben,  sind  wesentlich  zweierlei  Art,  erstens  solche,  welche  zur  Temperatur- 
Ausdehnung  und  Intervall-Bestimmung,  d.  h.  zur  eigentlichen  Längenmessung  dienen, 
und  zweitens  die  verschiedenen  mechanischen  Hilfsmittel  ffir  das  Auflegen  der  Stangen, 
GeradrichtuDg  und  Neigungsmessung  u.  s.  w. 

Die  eigentliche  Längenmessung  muss  ihrer  Natur  nach  eine  kontinuierliche 
Operation  sein,  sogar  mit  einer  nahezu  gleichförmigen  Geschwindigkeit,  während  das 
bei  den  Hilfs-Operationen  nicht  nötig  ist.  Wir  glauben  deshalb,  dass  die  eigentliche 
Längenmessung,  d.  h.  das  Legen  der  Messstangen  und  das  Bestimmen  der  Zwischen- 
räume, oder  Übergreifungen  ihrer  Enden,  zeitlich  und  räumlich  getrennt  werden  sollte 
von  den  vorbereitenden  Hilfs-Yerrichtungen  der  Gerad-Bichtung,  Neigungs-Bestimmxmg 
u.  8.  w. ;  das  könnte  z.  B.  dadurch  geschehen,  dass  man  stets  etwa  1  Kilometer  voraus 
die  Basis  durch  eingerammte  Pßlhle  (etwa  von  4  zu  4  Meter)  absteckt,  geradrichtet 
und  nivelliert.  Die  Pfähle  wären  zum  Einrammen  unten  mit  eisernen  Schuhen  und 
oben  zum  Auflegen  der  Messstangen  mit  scharfgeformten  Metall-Kappen  zu  versehen, 
welche  zum  Geradrichten  Spielraum  und  Richte-Schrauben  haben. 

Es  mag  hier  auch  nochmal  daran  erinnert  werden,  wie  wir  schon  in  §  9.  S.  62 
mitgeteilt  haben,  dass  Benzenberg  zu  seinen  Basismessungen  eine  Messungsbrücke  von 
1000  Fuss  =  314  Meter  Länge  legte,  so  dass  die  Längenmessung  stets  auf  genflgende 
Länge  von  den  Hilfs-Operationen  unabhängig  war. 

Auch  Schwerd  Hess  bei  seiner  kleinen  Speyerer  Basis  (Sp.  B.  S.  23)  Pfähle, 
welche  0,58"  lang,  0,1"*  dick  und  oben  mit  einem  Brettchen  zur  Aufnahme  der  Stangen 
versehen  waren,  0,3"  tief,  den  ganzen  Vorrat  der  Messung  voraus,  in  den  Boden 
schlagen. 

§  16.    Länge  nnd  Einteilung  der  Grundlinien. 

Die  Basis  eines  Dreiecksnetzes  ist  eine  genau  gemessene  Seite  des  Netzes. 

Will  man  beim  Übergang  von  der  Basis  zu  andern  Dreiecksseiten  spitze  Winkel 
oder  ähnliche  Fehlerquellen  vermeiden,  so  bleibt  nichts  übrig,  als  der  Basis  nahezu 
die  Länge  einer  Haupt-Dreiecksseite  zu  geben,  und  deswegen  finden  wir  bald  nach  dem 
ersten  Aufschwung  der  Triang^lierungen ,  das  Bestreben,  die  Grundlinien  so  lang  als 
möglich  zu  machen. 
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Allerdings  der  Begründer  Snellius  hatte  nur  ganz  kleine  Grundlinien  von  zuerst 
328"*,  848"*,  später  etwa  2000",  dagegen  die  franzosischen  Messungen  im  18.  Jahr- 
hundert hatten  fast  nie  unter  lO''*^  lange  Grundlinien,  nämlich: 

1736  OrftdmeafliiDg  In  Peru  (La  Condamlne) 

Baals  von  Yarouqui 12  226  m 

Buls  von  Tftrqui 10  250m 

1786  OndmessTing  in  Lappland  (Maai>ertQi8) 

Baals  von  Tornea 14  486  m 

1792  Gradmeasong  von  Delambre  und  Möchaln 

Baals  von  Melun 11842  m 

Basis  von  Perpignan 11706  m 

Aueh  in  DsnUcbland  mass  man  am  Anfang  dieses  Jahrhunderts  sehr  lange  Linien,  z.  B.: 

1801  Bayerische  Basis  Mönchen- AufUrchen 21  654m 

1820  Wärttembergiscbe  Basis  Solitnde-Lndwigsbmrg 18  082  m 

1819  Bbeinbayerische  Basis  Speyer-Oggershelm 15  460  m 

Die  letztgenannte  ßasis  war  mittelbare  Veranlassung  zum  Verlassen  der  langen 
Grundlinien : 

Professor  Schwerd  am  Lyceum  in  Speyer  war  mit  der  vor  seinen  Augen  yor- 
genommenen  amtlichen  Messung  von  Steuerrat  Lämmle  nicht  einverstanden,  und  be- 
hauptete, eine  20  mal  kleinere  Basis  leiste  denselben  Dienst.  Zum  Beweis  mass  er 
mit  seinen  Lyceums-Schülem  im  Jahr  1820  eine  kleine  nur  860*  lange  Grundlinie, 
und  leitete  die  grosse  Speyerer  Linie  mit  guter  Obereinstimmung  daraus  ab. 

Sohwerd  veröflentlichte  seine  Arbelt  in  dem  Werk :  .Die  kleine  Speyerer  Basis,  oder  Beweis, 
dasa  man  mit  einem  geringen  Aufwand  an  Zeit,  Mühe  nnd  Kosten  durch  eine  kleine  genan  gemessene 
Linie  die  Gnindlage  einer  grossen  Triangulation  bestimmen  kann.  Speyer  1822."  Netzansgleichung 
in  unserem  I.  Bande,  4.  Aufl.  1895.  §  65.) 

Von  da  an  kamen  kurze  Grundlinien  ziemlich  allgemein  in  Gebrauch,  nament- 
lich Bessel  nahm  zu  seiner  berühmten  Gradmessung  in  Ostpreussen  1884  nur  eine 
1822"  lange  Basis;  doch  ist  das  die  untere  Grenze,  später  ging  man  wieder  weiter, 
nnd  die  neuesten  deutschen  Grundlinien  sind  5 — 7  Kilometer  lang. 

Die  Längen  und  Einteilungen  der  14  Grundlinien,  welche  mit  dem  Bessel  sehen 
Apparate  gemessen  sind,  sind  im  Folgenden  übersichtlich  zusammengestellt: 

Längen  und  Einteilungen  der  14  Grundlinien ^  welche  Us  jetzt  mit  dem  Bessel  sehen 

Apparat  gemessen  sind. 

1.  Königsberg,  1834. 

1.  Basismessung  bei  Königsberg,  1834,  von  Bessel  und  Trgnfc^  Mednicken 
Baeyer.    2  Strecken.                                                              441*  1381"      ^ 

-1822& 

2.  Basismessung  bei  Kopenhagen,  1888.  2701"  lang,  im  ganzen  nur  einmal  ge- 
messen, nur  drei  kleine  Teilstrecken  von  zusammen  692"  Länge  sind  zweifach 
gemessen. 

3.  Basismessung  bei  Upsala  in  Schweden. 

4.  Basismessung  bei  Berlin,  1846,  von  Baeyer,  4  ungleiche 
Strecken. 


4.  Berlin.  1846. 


A  B 

o         o        o 


.2336S' 

5.  Bonn.  1847. 


5.  Basismessung  bei  Bonn,  1847,  von  Baeyer,  6  ungleiche 

Strecken.  LX^?   .  i     S 


-21345^ 
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6.  Basismessang  bei  Lommel  in  Belgien,  1852,  2301"*  lang,  5  Strecken  je  zweifach 


7.  Basismessang  bei  Ostende,   1854,   2489"  lang,  4  Strecken  622",  je  zweifach 

gemessen.  8.  SchlesleD,  1854. 

8.  Basismessung  bei  Strehlen  in  Schlesien,      Knietckwitz  2 1 Herwwlorf 

1854,  von  Baeyer,  3  ungleiche  Strecken,  —2783^^ 

9.  Basismessung  bei  Braak  »•  »'»^  ^  ^^""'^'  ^®"- 

in  Holstein,   1871,  von    Nordpuiiktl        T        M        IF        Y        IT  Südpimki 

V.  Morozowicz,   tngono-  —5875— 

metrische  Abteilung  der  preussischen  Landes-Aufnahme,  7  ungleiche  Strecken. 

10.  Basismessung  bei  Grossenhain  im  Königreich  Sachsen,  1872,  von  Nagel  und 
Bruhns.    Sächsische  Triangulierung,  12  Strecken. 

la  OroMenbain  in  Sachten,  1872. 
Ratchiitz  Grossenhai«  ^Querta 

Al  0  0  0  u  **       ~^  "'  ^  °  u  -         m  *! 

-8909" 

11.  Basismessung  bei  Oberhergheim  im  Elsass,  1877,  von  v.  Morozowicz,  trig.  Ab- 
teilung der  preuss.  Landes-Aufnahme;  in  der  Gegend  der  früheren  französischen 
Basis  von  Ensisheim,  22  Strecken:  376--|-20mal  312«  H- 364- =  6980». 

IS.  Oberhergheim  im  £1im8,  1877. 


-8882" 

12.  Basisraessung  bei  Göttingen,  12.  Göttingen,  isso. 

1880,  von  Schreiber,  trig.  Abt.      Nordpunkt  38Str8Ckeii Südpunkt 

der  preuss.  Landes-Aufnahme,  (frr^>rf>^^>^ni^^<^^OUi^ 

33  Strecken  von  je  156*.  -6I9|S- 

13.  Basismessung    von  is-  Meppen,  isss. 

Meppen,  1883,  von  m^^yy^^y 4BStrecKeii Oitpmdct 

Schreiber,  trig.  Ab-       nnnnonftotvwifltw  1  oooooBunuoflouw  lomTJuuoooofviudn 

teilung  der  preuss.  -7088*- 

Landes- Aufnahme,  45  Strecken  von  je  156". 

14.  Basismessung  bei  Bonn  1892,  2513  Meter  eingeteilt  in  15  Strecken,  4mal  von 
der  Landes- Aufiiahme  mit  dem  Bessel  sehen  Apparat  und  2mal  vom  Geodä- 
tischen Institut  mit  dem  Brunner  sehen  Apparate  gemessen. 

Die  vorstehende  Zusammenstellung  bezieht  sich  (mit  unwesentlichen  Ausnahmen) 
auf  Doppel-Messungen,  d.  h.  jede  Strecke  wurde  hin   und  her  gemessen. 

Auch  die  älteren  franzosischen  Basismessungen  des  17.  und  18.  Jahrhunderts 
sind  meist  doppelt  gemacht,  eine  derselben,  die  Nachmessung  der  Picard  sehen  Basis 
von  Juvisy  durch  Cassini  sogar  5mal.  Dagegen  die  französischen  Messungen  mit  den 
Bordaschen  Platin-Eupfer-Stangen  von  1798—1828  sind  nur  eminal  gemessen. 

Auch  die  langen  süddeutschen  Grundlinien  am  Anfang  dieses  Jahrhunderts  in 
Bayern  und  Württemberg  sind  unbegreiflicherweise  nur  einmal  gemessen,  so  dass  über 
die  unregehnässigen  Messungsfehler  jeder  Nachweis  fehlt. 

Die  Schwerdsche  und  alle  nachfolgenden  Grundlinien  sind  wieder  in  der  Regel 
doppelt  gemessen;  als  Ausnahme  ist  zu  erwähnen,  dass  die  badische  Basis  von  Heiters- 
heim,  2125*  lang,  im  Jahr  1846  sogar  8mal  gemessen  wurde. 
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Wie  man  aus  Doppelmessungen  oder  allgemeiner  aus  Messungs-Wiederholungen 
im  ganzen  oder  in  Strecken  den  mittleren  unregelmfissigen  Messungsfehler  bestimmen 
kann^  werden  wir  später  in  §  23  behandeln. 

Q^amt'Übersieht  der  Basismesaungefi. 

Eine  Zusammenstellung  aller  zu  der  internationalen  Erdmessung  angemeldeten 
Basismessungen  ist  Yon  Ferner  gemacht  worden.  Dieselbe  findet  sich  veröffentlicht 
in  den  Generalberichten  der  internationalen  Erdmessung  und  zwar  fQr  1877,  S.  40 
bis  55;  fftr  1880,  Annexe  VI;  für  1883,  Annexe  III;  für  1887,  Beilage  IV, 

Wir  haben  hieraus   folgenden  Auszug  gebildet,  wo  n  die  Anzahl  der  Grund- 

linien,  und  [B]  deren  Gesamtlänge  fQr  das  einzelne  Land,  also  ^^  die  mittlere  Länge 
einer  Grundlinie  ist. 


Nam. 


Land 


Anzahl 


Summe 

[B] 


I   Mittel 
I      [B] 


1. 

2. 

3. 

4. 

5. 

6. 

7. 

8. 

9. 
10. 
11. 
12. 
13. 
14. 
15. 


Bayern 

Belgien 

Dinemark 

Frankreich  mit  Algerien  . 

Italien 

Holland 

Heesen-Darmstadt  .  .  . 
Schweden  und  Norwegen 
Österreich- Ungarn     .    .    . 

PreuBsen 

Portugal 

Bussland 

Spanien 

Schweiz 

Nord-Amerika 

Summe 

Gesamt-Mittel 


3 

51,0*»- 

2 

4.8 

1 

2,7 

10 

117,1 

42,8 

6,0 

7,7 

27,1 

19 

80,6 

11 

45,1 

10,5 

19 

118.8 

9 

32.8 

6 

27,0 

5 

49,0 

104 

617,4 

617.4 
104 

17,0»w 

2.4 

2,7 
11.7 

4,7 

6,0 

7.7 

3,9 

4.2 

4,1 
10.5 

6.0 

3,6 

4,5 

9,8 


=  5,9i- 


Diese  Tabelle  ist  nicht  vollständig;  es  fehlen  von  den  deutschen  Linien  die 
Württembergische  und  die  Badische,  namentlich  aber  fehlen  die  Britischen  Messungen 
in  England  selbst  und  in  den  Kolonien.  Andererseits  sind  zwei  preussische  Linien 
(Strehlen  und  Berlin)  infolge  Ton  Nachmessung  doppelt  aufgeführt. 

In  England  sind  nach  S.  422  des  Werkes:  ,Ordnance  trigonometrical  survej 
u.  s.  w.*  von  1791—1849,  7  Grundlinien  von  zusammen  219  579  engl.  Fuss  oder  rund 
66,9*"  Länge  gemessen  worden  (Mittel  =  9,6*") ;  fügt  man  dieses  zu  der  vorstehenden 
Znsammen  Stellung,  und  rechnet  für  die  britischen  Kolonien  noch  einen  runden  Betrag, 
so  kann  man  die  gesamten  Basislängen  der  Erde  zu  rond  700  Kilometer  schätzen, 
oder  7%  des  Erdquadranten. 

Wir  entnehmen  aus  dieser  Statistik,  dass  die  mittlere  Länge  einer  Grundlinie 
rund  =  6  Kilometer  ist. 

Neuere  Berichte  über  Baaismeasung  geben  die  Verhandlungen  der  internationalen  Erdmessung 
z.  B.  Yerbandlongen  aber  die  Versammlung  1892  in  Brüssel,  1898.  Annexe  A.  lU  S.  157—164.  Wir 
haben  diese  neueren  Berichte  zunächst  nicht  mehr  nachgetragen,  weil  als  summarische  Übersicht 
unsere  vorstehende  Tabelle  genügt. 
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§  17.    Basisnetze. 

Die  Basis  einer  Triangulierung  ist  meist  erheblich  kleiner  als  die  Dreiecksseiten 
im  allgemeinen,  und  es  entsteht  daher  die  Aufgabe,  eine  grosse  Seite  aus  einer  kleinen 
trigonometrisch  abzuleiten.  Ungünstige  Dreiecks- Verbindungen  sind  hier  nictt  zu  ver- 
meiden; denn  entweder  macht  man  den  Übergang  von  der  kleinen  Basis  zu  einer 
grossen  Hauptdreiecksseite  durch  wenige  Dreiecke,  und  man  muss  dabei  spitze  Schnitte 
anwenden;  oder  man  nimmt  eine  grosse  Zahl  von  Dreiecken,  man  hat  dann  aber  eine 
grosse  Zahl  von  Fehlerquellen. 

Wir  werden  nun  zuerst  mehrere  Basisnetze  bekannter  Triangulierungen  be- 
trachten, und  sehen,  wie  zu  verschiedenen  Zeiten  verschiedene  Landmesser  sich  bemüht 
haben,  teils  durch  zweckmässige  Anordnung  der  Dreiecke,  teils  durch  lange  Grund- 
linien selbst,  die  in  der  Natur  der  Sache  liegenden   Schwierigkeiten  zu  überwinden. 

1)  Das  Basimetg  von  Sneüius  (Fig.  1.) 

Flg.  1.   sneiuns,  1615.  ^ie  wir  schon  in  unserem  I.  Bande,  4.  Aufl. 

M»M«ub  1  :  100000  iggg^  g   47g^  mitgeteilt  haben,  verdanken  wir  dem 

Niederländer  WiUebrord  Snelhus  m  Leiden  1615  die 

erste  Triangulierung  in  dem  heutigen  Sinne;  und  in 

y^  überraschender  Weise    hat   das   erste    Snellius  sehe 


Basisnetz  (Fig.  1.)  diejenige  Form,  welche  heute 
noch  als  die  beste  gilt.  Allerdings  die  Genauigkeit 
absolut  genommen  war  bei  Snellius  noch  gering,  die 
Basis  tc  wurde  mit  hölzernen  Messlatten,  und  die  Winkel  mit  einem  geteilten  Qua- 
dranten von  2,2  rhein.  Fuss  ohne  Fernrohr  auf  etwa  1'  gemessen. 

In  Fig.  1.  sind  L  und  5  die  Türme  von  Leiden  und  dem  südlich  von  Leiden 
gelegenen  Dorfe  Soeterwoute,  die  wirklich  gemessene  Grundlinie  ist  nur  tc  =  87,05 
rheinL  Buten  =  327,85*  lang,  daran  schliessen  sich  zwei  hochgestellte  Dreiecke  tce 
und  tcOf  und  an  die  abgeleitete  Linie  ea  =  1229"  schliessen  sich  wieder  zwei  hoch- 
gestellte Dreiecke  eaL  und  eaS,  woraus  LS  =  4114*  berechnet  wird. 

Für  jedes  der  vier  eigentlichen  Messungs-Dreiecke  teilt  Snellius  nur  je  ticei 
Winkel  als  gemessen  mit,  und  zwar  jeweils  die  Winkel  an  der  Basis,  was  nach  der 
ganzen  Art  seiner  Darstellung  in  solchen  Fällen,  in  welchen  er  die  Probestimmungen 
nicht  mitteilen  will,  nicht  ausschliesst,  dass  auch  die  dritten  Winkel  gemessen  und 
ausgeglichen  wurden.  Ob  Snellius  das  Hauptgesetz,  dass  die  spitzen  Winkel  (z.  B. 
der  Winkel  a  in  dem  Dreieck  tac)  wesentlich  die  Genauigkeit  bestimmen,  gekannt 
hat,  ist  daraus  nicht  zu  ersehen. 

2)  Basisnetee  van  Schwerd^  1820, 

Der  Vater  der  neueren  Basisnetz-Theorie  ist  Professor  Schwerd  in  Speyer  (vgl. 
S.  100  und  101).  Dieser  hat  im  Jahre  1820  das  richtige  getroffen;  er  fand  nämlich 
durch  theoretische  Betrachtungen  und  Vergleichungen : 

erstens,  dass  das  rhombische  Netz  ABND  Fig.  2a.  (S.  105)  das  günstigste 
ist  (was  schon  Snellius  hatte)  und 

zweitens,  dass  die  spitzen  Winkel  bei  N  und  D,  welche  der  Basis  gegenüber 
liegen,  hauptsächlich  bestimmend  für  die  Genauigkeit  sind,  und  deswegen  mit  beson- 
derer Schärfe  gemessen  werden  müssen. 
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Die  eigentlicheD  kleinen  Basisnetze,  welche  Schwerd  gemessen  and  berechnet 
hat,  sind  in  den  folgenden  Figuren  dargestellt.  Schwerd  hat  ansser  seinem  ^Hanptnetz* 
Fig.  2  a.  noch  zwei  „Prafongsnetze*  Fig.  2  b  and  Fig.  2  c.  angewendet.  Die  eigent- 
liche Basis  A  B  selbst  ist  nur  860"*  lang.  Die  Entfernung  HB  leitete  Schwerd  hieraus 
dreifach  trigonometrisch  ab  mit  den  Ergebnissen  4959,084",  4959,068"*,    4959,098". 

Flg.  2. 

Bssisnetze  von  Schwerd.  1S20. 

MMSBtob  1  :  100  000.  ÄB=zB90m,  ffDssA959m. 

Flg.  2  a. 

Hftuptnetz. 


Flg.  2  b.  Erstes  Prüfungsnetz. 

w 


1)  Ho^c: 


tJ^D 


Die  weitere  Verbindung  der  Linie  HD  mit  der  amtlichen  bayerischen  Basis 
Speyer-Oggersheim  haben  wir  schon  in  unserem  I.  Bande,  4.  Aufl.  1895,  S.  208  be- 
handelt, wobei  mit  D  Sp  der  Punkt  Dom  in  Speyer  bezeichnet  ist,  welcher  abgesehen 
Yon  einer  Ezcentricität  auf  dem  Turme,  dem  Punkte  X>  in  Fig.  2  a.,  2  b.  und  2  c. 
entspricht. 

3^  Basisnetz  der  Gradmessung  in  Ostpreussen,  1834. 

Flg.  8.    MMSstab  1  :  400  000. 
BftBls  Trenk-Mednlcken  =  1822  m 
Gftltgftrben-Gondehnen  =  29  563  m 


Fudisbejy 


CoTtcUhruTu 


Kßniffsbefy 


//  H?O000. 


j 


SoooToueiu 
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Die  Yorerwähnten  Überlegangen  von  Schwerd  haben  auch  auf  die  Anordnung 
der  Bessel sehen  Basismessong  bei  Königsberg  Einfloss  gehabt;  Bessel  erwähnt  auf 
S.  38  der  Gradmessnng  in  Ostprenssen  das  ^sehr  lesenswerte  Bnch  von  Schwerd*,  nnd 
machte  seine  EOnigsberger  Grundlinie  nur  1822*  lang,  wie  aus  vorstehender  Zeichnung 
(Fig.  3.  S.  105)  zu  ersehen  ist  Die  zwei  Rhomben  Wargelitten-Puchsberg  und 
(jaltgarben-Eonigsberg  entsprechen  dem  Schwerd  sehen  Gedanken,  allein  die  Verstärkung 
der  Messungs-Genauigkeit  in  den  spitzen  Winkeln  hat  Bessel,  wie  es  scheint  im  Ver- 
trauen auf  die  Gesamt-Ausgleichung ,  nicht  durchgeführt  (vgl.  hiezu  auch  imsem 
L  Band,  4.  AufL  1895,  S.  499—500). 


Flg.  4. 
MMseUb  1:600  000. 


Griesheim^ 


Castelberg 


Neuenbürg 


^J  Badische  Basis  bei  Heitersheimy  1846. 

Auch  bei  der  kurzen  badischen  Basis,  welche 
1846  bei  Heitersheim  (zwischen  Freiburg  und  Basel) 
gegenüber  der  französischen  Basis  von  £nsisheim  (Ober- 
hergheim)  von  Klose  und  Rheiner  gemessen  wurde, 
zeigt  sich  Schwerds  Grundgedanke.  Die  Winkelmess- 
ungen  hiezu  haben  wir  früher  in  Band  II,  3.  AufL  1888, 
S.  183  als  Repetitions-Messungsbeispiele  mitgeteilt.  Die 
spitzen  Winkel  sind  verstärkt  gemessen.  Die  Basis  selbst 
ist  NS  =  2125",  und  Neuenbürg-Bingen  =  17027-. 


5)  Spanische  Basismessung  von  Ibanez,  1868. 

General  Ibanez  liess  1858  für  seine  spanische  Triangulierung  eine  lange  Linie 
messen,  bei  Madridejos  (etwa  100  Kilometer  südlich  von  Madrid).  Die  Gesamtlänge 
von  14  663"*  wurde  in  5  Teile  geteilt,  welche  alle  unter  sich  trigonometrisch  ver- 
bunden worden. 

Flg.  6. 
MMMUb  1:200  000,  Gftrbonera— BoIofl  =  14  663m. 


Carhonera 


Dolos 


Die  Anschauungen,  von  welchen  General  Ibanez  hiebei  geleitet  wurde,  sind 
durch  folgenden  Auszug  einer  Mitteilung  in  der  Madrider  Akademie-Sitzung  vom 
30.  Nov.  1863  charakterisiert  (astr.  Nachr.  61.  Band,  1864,  Nr.  1462,  S.  339-346): 
Die  zwischen  einigen  franzosischen  und  deutschen  Geodäten  streitige  Frage,  ob  kleine 
Grundlinien  genügen,  wurde  dadurch  zu  beantworten  gesucht,  dass  die  lange  Grund- 
linie in  5  Teile  geteilt  wurde,  welche  unter  sich  durch  ein  Netz  von  10  Paukten  mit 
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120  Dreiecken  und  45  Verbindungs-Linien  trigonometrisch  verbunden  wurden.  Die 
trigonometrische  Rechnung,  welche  sich  auf  das  Mittelstück  stützte,  gab  für  die  vier 
äusseren  Stücke  Werte,  welche  von  den  unmittelbar  gemessenen  Längen  nur  sehr 
wenig,  d.  h.  um  2 — 3*"  Abweichung  zeigten. 

Weiteres  über  dleie  epanlaohe  VermeBsimg  glebt  der  General-Bericht  der  ,Eiirop.  Grad- 
;  für  1869,  8.  62—65  und  für  1876,  8.  126—128",  sowie  dss  grosse  Werk :  ,Memori»s  del  in- 

.     ..   X..  _-    - , .-     _. /^.A«*,    ;i—    rii^n  .Da*     ^\y^    1R60.    R    &Ki:     RftflA 


stitnto  geogrmfloo   y   estsdistico",  femer  (nach   einem   CiUt   des   Gen.-Ber.  für  1869,  8.  68) :  .Base 
centrale  de  U  trlangulaUon  g^d^iqne  de  l'Espagne  par  les  Oolonels  Ibanez  et  Saavedra,  1865.* 

e)  Sächsisehe  Basis  hei  Grossehhain,  1872. 

Flg.  6. 
Massstab  1 :  600  000.    Basis  Rasohütz-Quersa  =  8909rm. 


Strtai/ii 


Baegerhöht 

Im  Königreiche  Sachsen  wurde  im  Jahre  1872  eine  lange  Grundlinie  mit  dem 
Besselschen  Apparat  unter  Leitung  von  Nagel  und  Bruhns  gemessen,  deren  Basisnetz 
in  Fig.  6.  gezeichnet  ist 

mheres  hierüber  giebt  das  amtliche  Werk:  «Astr.  geodät  Arbeiten  für  die  Europ.  Gradm. 
im  Königreich  Sachsen,  L  Abteil,  die  Grossenhainer  Grundlinie,  von  Bruhns  und  Nagel,  Berlin  ISS^*, 
und  Auszug  hieraus  im  «Oivilingenleur  XXVIII,  1882,  Heft  1*,  und  Bericht  von  Helmert  in  der 
.Zeitschr.  f.  Verm.  1883",  8.  596—604.  Aus  diesem  Helmertschen  Bericht  ist  auch  unsere  Fig.  6. 
entlehnt. 


7)  Göttinger  Basis,  1880, 

Die  Gottinger  Basis  ist  die  zwölfte  der  mit  dem  Bessel  sehen  Apparat  gemes- 
senen Grundlinien;  die  Messung  geschah  1880  unter  Leitung  von  General  Schreiber, 
welcher  den  Mess-Apparat  und  dessen  Anwendung  zu  diesem  Zwecke  verbessert  hatte, 
und  auch  in  der  trigonometrischen  Anlage  des  Basisnetzes  von  früherem  abwich. 

Das  Gottinger  Basisnetz  Fig.  7.  (S.  108)  zeichnet  sich  durch  klassische  Einfach- 
heit aus,  es  entspricht  dem  von  General  Schreiber  dabei  ausgesprochenen  Grundsatze, 
ydass  die  Güte  der  Messungen  nicht  in  einer  systemlosen  Häufung  von  Eontrollen, 
sondern  in  einer  scharfen  Messung  solcher  Elemente  zu  suchen  ist,  welche   die  Ge- 
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nauigkeit  der  Scbloss-Ergebnisse  in  erster  Linie  bestimmen*  (^Zeitscbr.  f.  Verm.  1880*, 
S.  397).  In  diesem  Sinne  wurde  das  Göttinger  Basisnetz  Veranlassung  für  General 
Scnreiber7~die  Anordnung  der  Winkel-Beobachtungen  nacb  dem  Grundsatze  günstigster 
Gewicbts-Verteilnng  allgemeiner  zu  untersucben  (s.  Schreiber:  Die  Anordnung  der 
Winkel-Beobachtungen  im  Göttinger  Basisnetz,  «Zeitschr.  f.  Verm.  1882«,  S.  129—161). 
Auch  gehört  hiezu  der  Schreiber  sehe  Satz  über  günstigste  Gewichtsyerteilung,  den  wir 
bereits  in  unserem  I.  Bande,  4.  Aufl.  1895,  S.  188 — 144  behandelt  haben. 


Fig.  7. 

MMsttab  1 :  670  000. 

Batl8  ^  5  =  m,    Ahlsburg-Meissner  =  57  507  m. 


Flg.  8. 
Masaetab  1 :  600  000. 


Windberg. 


\Ah/sburg 


hohthagen 


Mengstberg/J)     / 


Machen 


Meissner 


Berssen 


Hesepe 
8)    Basis  hei  Meppen,  1883, 

Die  Meppener  Basis,  1883  unter 
Leitung  von  General  Schreiber  gemessen, 
entspricht  ihrer  Vorgängerin  Yon  Gtot- 
tingen.  Das  Basisnetz  besteht  nur  aus  4 
Übertragungs-Dreiecken. 

Amtliches  ist  hierüber  noch  nicht 
veröffentlicht,  eine  vorläufige  Mitteilung 
giebt  die  .Zeitschr.  f.  Verm.«  1888,  S.  577 
bis  584.  In  Fig.  8.  ist  die  Basis  W0  = 
7089"  und  Hesepe-Windberg  =  34561*. 


MaaaaUb  1 :  86  000. 


Flg.  9. 

ilP=  1097m,  A'S  =  829)m. 


9)   Basis  am  Kap  der  guten  Hoffnung,  1886, 

Das  in  Fig.  9.  dargestellte 
Basisnetz  hat  eine  von  allen  unseren 
vorhergehenden  Fig.  1—8.  ab- 
weichende Form.  Die  3  Abschnitte 
sind  für  sich  gemessen  und  durch 
ein  Gitternetz  von  5  Dreiecken  unter 
sich  trigonometrisch  verbunden. 
Denkt   man  sich   das  Mittelstück 


B      m     S 
ii  Meile  engl.  =  1,60933»- 
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Ä  B  allein  gemessen ,  so  l&sst  sich  die  Gesamtlänge  N  S  trigonometrisch  berechnen 
ond  zwar  stimmte  dieses  im  Yorliegenden  Falle  auf  -+-  0,0002  —  0,0027  =  —  0,0025 
engl  Fnss  =  0,8—. 

Die  Frage  der  theoretischen  Fehler-Fortpflanznng  in  einem  solchen  Netze  werden 
wir  später  besonders  behandeln  (§  19) ;  wir  werden  finden,  dass  das  Gitternetz  Fig.  9. 
theoretisch  nngfinstiger  ist  als  das  Bhombennetz,  aUein  das  Gitternetz  mit  nur  kurgen 
Seiten  hat  praktische  Vorzüge.  (Unsere  Fig.  9.  S.  108  ist  ans  einem  Berichte  in  der 
.Zeitschr.  t  Verm.  1887*,  S.  59  entnommen.) 

Noch  einJge  weitere  Beispiele  von  BMisnetzen,  mit  Geiiftiiigkeitstbeorien,  entb&lt  die  Ter- 
ÖffentUchimg  des  geoditisohen  Institute:  .Die  Europ&iscbe  L&ngengradmessang  In  53*  Breite,  von 
Qreenwieh  bis  Warschau,  I.  Heft  Hsuptdreieoke  und  Gnmdllniensnschlfisse  von  F.  B.  Helmert,  Ber- 
lin 1898,"  &  881—252.  mit  Tafel  II,  10  Baslsnetze  In  1 :  60000. 

§  18.  Kittlere  Fehler  yon  Drelecksseiten. 

Wenn  in  Fig.  1.  die  Grundlinie  h  und  die  drei  Winkel  (1),  (2),  (3)  gemessen 
sind,  80  kann  man,  nach  Ausgleichung  der  drei  Winkel  auf  180°,  die  Seite  B  be- 
rechnen: 

5  =  6?^  (1) 

stn(l) 

Vist  1 

und  wir  wollen  für  diese  Funktion  den  mittleren  Fehler  bestimmen 
unter  der  Annahme,  dass  die  Basis  b  fehlerfrei  sei 

Die  Bedingungs-Gleichnng  ist:  B/ 

-+.(l)-+.(2)-|- (3)  — 180^  =  0 
also  die  Coöfßcienten  der  Bedingungs-Gleichung:  ^ 

ai  =  4-l  a2  =  -4-l  a8=-+-l  (2) 

Versteht  man  xmter  fi,  f^  f^  die  partiellen  DifFerentialquotienten  der  Funktion 
B  nadi  Gleichung  (1),  so  hat  man  (nach  Band  I.  4.  Aufl.  1895,  §.  42.): 

.        dB  h8in{2)       .,.  6«n(2)     ,    „,  _     ^   ,,, 

Wir  wollen  zur  Abkürzung  schreiben: 

eotg{\)  =  Ci  eotg{2)  =  C2  co«y(3)  =  C3  (3) 

Bann  wird: 

/i  =  -Bci  /i  =  -+-Bc2  ^8  =  0  (4) 

Die  Gewichte  der  drei  gemessenen  Winkel  seien: 

Pi  J>2  Pz  (5) 

Dann  ist  das  Gewicht  P  der  Dreiecksseite  B  nach  der  Ausgleichung,  indem 
hier  die  Basis  h  als  fehlerfrei  betrachtet  wird,  zunächst  in  allgemeiner  Formel  gegeben 
(nach  Band  L  4.  Aufl.  1895,  S.  125) : 

ran« 

1  =r/Z]^L^J  (6) 
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Die  Einsetzung  der  einzelnen  Teile  aus  (2),  (4)  und  (5)  giebt: 
Dieses  kann  auch  auf  folgende  Form  gebracht  werden: 


(7) 


Setzt  man  den  mittleren  Gewichtseinheits-Fehler  =  ±  /u,  so  hat  man  auch  den 
mittleren  Fehler  der  Seite  B,  den  wir  mit  m  (B)  bezeichnen  wollen : 


jn(B)^  ^  V  ^    -^  ^  jg7Ai^g^^-P8^i^-^^8(^i-^^)'  (9)*) 

Wir  wollen  auch  noch  den  mittleren  Fehler  der  Längen-Einheit  von  B  ein- 
fahren, und  hief&r  das  Zeichen  ti{B)  setzen,  also: 


^(-P)^»/jg)^  ^  T/P\<^^'^P2<^i^-^Pz{^\-^<^f  (10)*) 

-B  Q    y  P\P2+P\PZ+P2V% 

Nach  diesen  verschiedenen  Formen  kann  die  Qenauigkeit  der  trigonometrischen 
Übertragung  von  h  auf  B  beurteilt  werden. 

Aus  der  Formel  (7)  ist  zu  ersehen,  dass  mit  c^  =  C2,  oder  mit  Winkel  (1)  = 
Winkel  (2),  der  zweite  Teil  ganz  fortfällt,  und  dass  dann  p^  gar  nicht  mehr  in  der 
Formel  vorkommt;  wenn  also  das  Dreieck  mit  (1)  =  (2)  gleichschenklig  ist,  also  B  =  6, 
so  ist  der  Winkel  (3)  bei  der  Messung  gleiehgüHg,  Dieses  Ergebnis  ist  zuerst  eigen- 
tflmlich  klingend,  aber  bei  näherer  Betrachtung  ganz  sachgemäss,  denn  wenn  man  nur 
die  Seite  B  von  Fig.  1.  (S.  109)  bestimmen  wollte  und  B  nahezu  =  b  ist,  dann 
brauchte  man  in  der  That  den  Winkel  (3)  gar  nicht  oder  nur  oberflächlich  zu  messen ; 
da  man  aber  gewöhnlich  auch  die  andere  Seite,  welche  (3)  gegenüber  liegt,  haben 
will,  so  darf  auch  der  Winkel  (3)  nicht  vernachlässigt  werden. 

Wenn  das  Dreieck  bei  (3)  rechtwinklig  ist,  so  wird  Cg  =  0,  B  ist  dann  Kathete, 
deren  mittlerer  Fehler  nach  (10)  zu  berechnen  ist,  wobei  nun  ^  =  1 :  Ci  ist. 

Gleiche  Gewichte. 

Aus  (8)  oder  (10)  wollen  wir  auch  noch  den  besonderen  Fall  herleiten,  dass 
alle  Gewichte  einander  gleidif  also  l>i  =je>2  =Ps  =  1  gesetzt  werden;  dann  wird: 


iu  (J5)  =  -^  j/j  (ci2  -H  cg«  -^.  ci  C2)  (11) 

Dreieck  mit  ci=  c^  =  c^=  eotg  60°  =  -v^  giebt  dieses: 

^  (J?)  =  >/  2"  -^  cotg  60*>  oder  =  -^  l/  ^-  =  0,000  003  96  fi  (12) 

Q  Q    r      o 


und  für  das  gleichseitige  Dreieck  mit  ci  =  c%  =  c^=:  eotg  60^  =  -^  giebt  dieses: 

yz 


*)  Es  soll  fQr  diese  und  die  folgenden  Betrachtungen  das  Zeichen  m  wie  ein 
Funktionszeichen  gebraucht  werden,  allgemein  m  (x)  =  mittlerer  Fehler  von  «,  xmd 

PL  (x)  soll  einen  mittleren  sogenannten  reliitiven  Fehler  bedeuten,  nämlich  fi  (x)  =  — ^, 

X 

während  ß  an  und  für  sich  den  mittleren  (}ewichtseinheits-Fehler,  d.  h.  den  mittleren 
Winkelfehler  in  Sekunden  bezeichnet. 
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Nimmt  man  n  =  1",  so  hat  man  rund  fi  (B)  =  0,000  004,  oder  der  Üher- 
tragnngs-Fehler  heträgt  in  diesem  Falle  4  Milliontel  der  L&nge,  oder  4  Millimeter 
auf  1  Slilometer. 

Sehr  ungleiche  Gewichte. 

Wir  betrachten  den  Fall,  dass  man  die  Gewichte  pi  oder  p^  yerstftrkt  oder 
Termindert,  je  nachdem  die  zngehOrigen  Winkel  (1)  und  (2)  mehr  oder  weniger  spits 
werdai.  Namentlich  ein  spitzer  Winkel  (1)  gegenüber  der  Basis  b  in  Fig.  1.  (S.  109) 
wirkt  bekanntlich  sehr  schädlich,  und  das  zeigt  sich  in  den  Formeln  dadurch,  dass 
eoig  (1)  =  ci  sehr  gross  wird,  wenn  (1)  klein  ist.  Nun  zeigt  aber  die  Formel  (7),  dass 
man  dem  grossen  Werte  e^  dadurch  entgegen  wirken  kann,  dass  man  auch  das  Gewicht  px 
gross  macht,  d.  h.  den  Winkel  (1)  verstärkt  misst    Ebenso  ist  es  mit  Cg  und  p^. 

Wir  haben  damit  bereits  den  Hauptsatz  über  Gewichts- Verteilung,  dass  man 
einen  spitzen  Winkel,  der  einer  Basis  gegenüber  liegt,  besonders  genau  messen  soll. 

Wir  wollen  auch  noch  den  Fall  vornehmen,  dass  abwechselnd  je  einer  der  drei 
Winkel  des  Dreiecks  gar  nicht  gemessen  sei,  d.  h.  das  Gewicht  =  Null  habe,  während 
die  beiden  anderen  Winkel  mit  d^n  Gewichte  =  1  gemessen  sind.  Dann  hat  man  aus  (10): 

(/^  (^ia))*=  (f-)^^*  +  ^i')  mit  |>8  =  0 
[fi  (^18))'=  [-fj  {"^^  "^  (^1  "^  '^^)  °^*  ^2  =  ^ 
{f^  {B2s)J=  (  'ff  (ci«  H-  (ci  +  C2)2)  mit  p,  =  0 
Dazu  wenn  alle  drei  Winkel  gleich  gemessen  sind: 

Diese  4  Formeln  geben  die  Beziehung: 

Ähnliehe  Beziehangen  gelten  auch  fär  die  mittleren  Coor-  Fig.  2. 

dlnatenfbbler  und  für  die   mittleien  Punktfehler,  wie  In   unserem 
L  Bftnd.  8.  Aufl.   1888,  §  110—118  gezeigt  wurde. 

Kette  van  Dreiecken. 
In  der  Dreieckskette  Fig.  2.  ist  b  die  Basis;  daraus 
wird  zuerst  durch  das  erste  Dreieck  Bi  abgeleitet,  dann 
B|  durch  das  zweite  Dreieck  u.  s.  w.,  wir  wollen  annehmen 
bis  Bn  durch  ein  n'««  Dreieck.  Jedenfalls  entsteht  jede 
Seite  B  aus  der  vorhergehenden  durch  Multiplikation  mit 
einer  Sinusfunktion,  welche  immer  die  Form  hat  wie  in  der 
Gleichung  (11).  Wenn  die  letzte  Seite  B»  ist,  so  bekommt 
man  durch  wiederholte  Anwendung  der  Gleichung  (11): 

M(&)  =  ^"-)  =  ^/|([c,2]  +  [cd«+[o,Cj])    (13) 

wobei 
[ci«]  =  eots^  (l)i  -h  cotg^  (1)«  -h eotfi  (1).  u.  s.  w. 

Die  Messungsgewichte  der  Dreieckswinkel  sind  dabei  alle  =  1  angenommen. 
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Wenn  alle  Dreiecke,  nm  die  es  sich  handelt,  einander  ähnlich  sind,  so  wird  (13) : 

(14) 


M(B.)=  ^j/^g^^ca  +  cj^  +  c,«,) 


1 


und  nininit  man  alle  Dreiecke  gleichseitig,  also  Cj  =  C2  =  cg  =  eotg  60**  =  -y^ ,  so 
wird  (14) : 

ü^)  =  ^  (B.)  =  1^1 1/^  =  0,000  004  ;*Vn  (15) 

Dieses  ist  der  relative  mittlere  Seitenfehler  der  letzten  Seite  einer  Kette  von 
n  gleichseitigen  Dreiecken;  fi  ist  der  mittlere  Winkelfehler. 


Flg.  3. 


Höhe  eines  Dreiecks. 

Wir  bestimmen  den  mittleren  Fehler  der  Hohe  h  eines 
Dreiecks  nach  Fig.  3.  mit  der  Funktion : 
b 


Ä=  -T^«n(2)«n(3) 
8tn{l)       ^  '       ^ 


(16) 


Diese  Fanküon  wird  ebenso  behandelt  wie  früher  (1)  S.  109. 
Die  verschiedenen  CoSfficienten  sind,  mit  der  Abkürzung  ootg  (1) 
=  Ci  u.  8.  w. : 

ai  =  -hl  fl2  =  -i-l  a8  =  -hl 

Die  Formel  (6)  §  18.  S.  109  giebt  damit: 

-P  \Pi       P^       PsJ 

■  P~ 


^8/         ri-l^^»  -P2         Pzl 


(17) 


Dieses  kann  man  auch  auf  folgende  Form  bringen : 

_L  =  y.yi  (<^  —  <^)^  •+•  P8  (ci  -»-  cg)»  H-  Ps  (gl 
P  PiPt-^PlP^-^P^P^ 

Der  mittlere  Übertragungs-Fehler  ist  hiemach: 

m(h) 


^l_v-i-j2)«  (18) 


=  /i(Ä) 


=  Hl  j/Py 


(c2  —  c^)^  -t-j>2  (gj  +  cs)^  H-ysCci  -»-  C2)> 


ad) 


Ä       ""'     e '^  ;>iP8-Hi>ii>8-»-/>a;>8 

Wenn  man  hier  die  Bedeutungen  q  =  cotg  (1)  u.  s.  w.  wieder  einführt,  so  nimmt 
der  Zähler  von  (18)  und  (19)  folgende  Form  an : 
gtng((2)  — (3))  ,   _       sin*  {2) 


Pi 


-»-1>2 


ging  (3) 

«n«  (1)  «n2  (3)  ■•"  ^  sin^  (l)sin^  (2) 


«n2  (2)  «n2  (3) 

Wenn  man  hier  den  Winkel  (2)  =  (3)  setzt,  also  das  Drei^k  gleichschenklig 
annimmt,  so  fiOlt  das  erste  Qlied  in  (20)  fort,  die  Gleichschenkligkeit  wirkt  also 
günstig.  Wir  wollen  diese  Annahme  in  (19)  einführen,  also  cg  =  c^  setzen,  zugleich 
auch  soll  Pz  =  P2  gesetzt  werden,  dieses  giebt  aus  (19)  und  (20): 


.«-';/ 


Q  T    (2j»i+j)2)»n2(l) 


p  B\n  (1)  f    4 


Q8in{y)f    ^Px^p%+Pz 


(21) 
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Setzt  man  noch  die  Gewichte  pi  nnd  p2=s  p^  =  l,  so  gieht  dieses  (zu  Fig.  8. 
gehörig): 

Von  der  Formel  (21)  kann  man  auch  nnmittelhar  auf  den   Bhombus  Fig.  5 
S.  114  tkbergehen,  doch  wollen  wir  vorher  noch  eine  allgemeinere  Aufgabe  einschalten. 


Diagonale  eines  Vierecks, 

In  ähnlicher  Weise  wie  fär  eine  Dreiecksseite  kann  man 
auch  das  Gewicht  fflr  eine  Diagonale  B  in  Fig.  4.  hestunmen, 
wenn  aof  einer  Basis  b  nach  zwei  Seiten  hin  Dreiecke  (1)  (2)  (8) 
and  (r)  (2^)  (8')  aofgehant  sind. 

In  jedem  dieser  beiden  Dreiecke  hat  man  eine  Bedingangs- 
Gleichung,  also  zusammen: 

a)  -f.  (1) -H  (2) -h  (3) -1800  =  0 

b)  -h  (1')  -h  (2')  4-  (8')  — 180°  =  0 
Die  Diagonale   B  wird  als  Funktion  gemessener  Winkel 

dargestellt  durch  die  Gleichung: 

JB«  =  o«  -h  a'2  —  2  a  a'  CM  (3  -h  8')  (28) 


Fig.  4. 


wobei 


a  =    .   ,,.  sin (2) 


a'  =  -^~70K  sin  (2') 
«n(r)       ^   ^ 


Wenn  man  die  Funktion  B  nach  (1),  (2)  und  (8)  differentiiert,  und  wenn  man 
die  geometrischen  Beziehungen  beachtet: 

a  — a'cw (8-1-8')  =  B CO««,  und  a'«n (3-1-8')  =  Bstna 
so  findet  man: 

/i  ^  ^aeosa eotg (1),     /i  =  -haeosa cotg (2),     fg  =  -hasina 
f{  =  —0^  cosa'  cotg (1'),  f2  ==  -ha' cosc^  cotg {2f),  f^  =  -^a! sina 

Wenn  man  damit  ebenso  verfiUirt,  wie  bei  der  vorigen  Aufgabe  (18)  —  (20),  so 
findet  man  zuerst,  dass  sich  die  Gewichtsreciproke  von  P  in  zwei  Teile  zerlegt,  ent- 
sprechend den  zwei  Dreiecken,  nämlich: 

1 


=  i-hn 


(24) 


Wir  beschäftigen  uns   zunächst  nur  mit  dem  ersten  Teil  I,  die  Ausrechnung 
ist  nicht  schwierig,  jedoch  etwas  langwierig,  das  Ergebnis  ist: 

T—    ^(«Wtt— C(W«COt^(2))8-hp2(^^^"*-"<^<^^^^^^W)^"'~P8<^^^(^^^(^)"^^^^(^))^ 

Den  Zähler  hievon  kann  man  auf  diese  Form  bringen: 

i  eo8{a H-  (2) )Y ^      faco8{(\)  —  ä)Y         {aco8asin({l)-h  (2)))^ 
'^'^'  '^^^  sin  (1)  sin  (2) 

\2  /     c 


fae 


oder 


*»  u 


«in  (2) 
b 


+Pi{ 


(aeos((l)-a)\ 

\   «n(i)   ; 

Jordan,  Handb.  d.  Yermessniigslrande.    4.  Aafl.    III.  Bd. 


cosy 


-P3 


I      ^  \^ 

.  ,..  cos  a 


8 
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18. 


Flg.  ö. 


Dieses  geht  in  den  entsprechenden  Teil  von  (21)  und  (22)  üher,  wenn  man 

jj  =  90  •  setzt,  denn  dann  wird  eos  ((8)  —(2)  +  ß)-  «n((3)— (2) )  nnd  Ä  =  -r^  »tn(2)  «m(3) 

oder  h  =  asin (3)  =^c8in (2).    Dieser  Ohergang,  der  in  sich  richtig  sein  moss,  dient 
als  Entwicklnngs-Prohe. 

Um  nun  zosammen  zn  fassen,  bilden  wir  das  mittlere  Fehlerqnadrat  der  Dia- 
gonale B  von  Fig.  4.  8.  123: 

^    ^   ^^     \q)\  sinHl){p,p^-hpiPs-hp^p^)  "^«n2(l')(pi'i>2'...r^^^ 

Dabei  soll  der  zweite  teilweise  nur  angedeutete  Teil  in  der  Klammer  dasselbe  fQr 
das  untere  Dreieck  von  Fig.  4.  8. 118  bedeuten,  was  der  erste  Teil  für  das  obere  Dreieck. 
Will  man  nicht  den  mittleren  Fehler  m{B)  selbst  haben,  sondern  das  Fehler- 
Verhältnis  fn{B):Bj  welches  wir  sonst  mit  iu(£)  bezeichnet  haben,  so  braucht  man 
nur  in  (25)  alle  Masse  6,  a  u.  s.  w.  in  Teilen  von  B  auszudrücken,  dann  liefert  die 
Formel  (25)  das  gewünschte  fi  (B). 

Man  kann  nach  der  Formel  (25)  für  jedes  Basis- 
Bhomboid  die  Fehler-Übertragung  von  der  kurzen  Diagonale 
zur  langen  Diagonale  beurteilen,  wenn  man  ausser  der  Form 
des  Vierecks  auch  den  mittleren  Winkelfehler  fi  und  die 
sämtlichen  Gewichte  p  kennt. 

Man  bemerkt  sofort,  dass  diese  Gewichte  sehr  un- 
gleiche Einflüsse  auf  das  8chluss-Ergebnis  ausüben,  am 
wichtigsten  ist  das  Gewicht  pi  bzw.  pi,  denn  in  der 
Formel  (25)  trägt  eine  Verstärkung  des  Gewichtes  jpi 
wesentlich  zur  VergrOsserung  des  Nenners  bei  und  im 
Zähler  kommt  pi  nur  in  Verbindung  mit  cos  ( (3)  —  {2)-h  ß) 
vor,  was  mit  ß  =  90^  und  (2)  =  (3),  also  in  dem  wichtigsten 
Falle,  verschwindet. 

Wir  wollen  diesen  Fall,  jj  =  90°  und  p^  =  ^,  nun 
behandeln  und  zugleich  annehmen,  dass  das  untere  Dreieck 
in  Fig.  4.  S.  118  dem  oberen  Dreieck  symmetrisch  sei,  dass 
man  also  den  Rhombus  Fig.  5.  habe.    Damit  giebt  (25): 


TT- 


(26) 


m(B)_ 
2h  B        '^^'^'       Q  8in(l)^   (^Pi-^p^ 

Diese  Formel  kann  man  auch  einfacher  aus  (22)  8.  118  herleiten,  denn  es  ist 

m(B)  =  m(Ä)y2"undAi(B)  =  y|^. 

Günstigste  Gewichts- Verteilung, 

Nun  wollen  wir  die  frühere  Frage  wieder  aufnehmen,  welche  Verteilung  der 
Gewichte  pi  und  p^  am  günstigsten  ist?  Es  handelt  sich  dabei  darum,  den  Ausdruck 
(26)  möglichst  klein  zu  machen  bei  konstanter  8umme  pi  H-pa  -f-Ps  =  Pi  "•"  2i>8  =  [p], 
(indem  die  Messungs-Arbeit  für  jeden  Winkel  dem  Gewicht  proportional  gesetzt  wird). 


Digitized  by 


Google 


§18. 


Mittlere  Fehler  Ton  DreiecksseiteD. 


115 


D»  die  Gewichte  in  (26)  nur  im  Nenner  Torkommen,  mnas  man  darnach  trachten,  die 
Funktion  f^^Pi-^Pt  möglichst  gross  zu  machen,  bei  konstantem  pi  -+-  2p^  s?  [p]. 
Eliminiert  man  zu  diesem  Zwecke  pi^  indem  man  jpi  =  [p]  —  2|>2  in  f  einsetzt 
80  wird: 

f  =  2[p] -4;>2 -hl>2  =  2[i>] -3p2 
nnd  dieses  wird  am  grOssten,  wenn  Pz^^O  gesetzt  wird,  dadurch  mnss  aber  pi  =  [p] 
werden,  und  man  hat  aus  (26): 

Dieses  Ergebnis,  dass  nur  der  eine  Winkel  (1)  an  der  Spitze,  die  beiden  Basis- 
winkel (2)  und  (3)  aber  gar  nicht  zu  messen  sind,  mag  zuerst  sonderbar  erscheinen; 
man  muss  es  aber  richtig  auffassen:  dasselbe  gilt,  wenn  das  Dreieck  gleichschenklig 
ist;  man  muss  also  doch  mindestens  so  riel  Ton  den  Basiswinkeln  messen,  dass  man 
weiss,  ob  die  Qleichschenkligkeit  Torhanden  ist.  Man  kann  also  sagen:  Wenn  man 
durch  vorläufige  Messungen  gefunden  hat,  dass  ein  Dreieck  Ton  der  Form  Fig.  8.  S.  112 
sehr  nahe  gleichschenklig  ist,  dann  kann  man,  wenn  man  nur  auf  die  Hohe  ausgeht, 
alle  weitere  Winkelmess-Arbeit  auf  den  spitzen  Winkel  (1)  konzentrieren. 

Wir  wollen  nun  in  (26)  statt  des  Winkels  (1)  das  YergrOsserungs-Verhältnis 
B  :h  =  V  einfahren,  oder  auch,  indem  wir  nach  Fig.  5.  die  H&lften  nehmen,  hie  =  v 
setzen»  wobei  sm  (1)  =  2  «m  <)9  cos  q),  und: 

c  h 

s»n  go  =     ,  ^     —  cos  0)  =    ,  ^ 

Wenn  man  damit  sin  (1)  in  v  ausdrückt  und  in  (26)  einsetzt,  so  bekommt  man 
fftr  den  Bhombus  Fig.  5.  S.  114: 

1      _  1  H-  t^g 

s*n(l)- 


Fig.  6. 


2v 


(28) 


Ai(B)  = 


ß  l-h\ 


y  2p, -^ 


g      2v     r    55j»i-+-;>2 
und  das  Minimum,  wie  bei  (27): 


[P] 


(30) 


Das  rhombische  MtdtiplikationS'Nets, 

Nach  Andeutung  von  Fig.  6.  kann 
man  die  rhombische  VergrOsserung  wieder- 
holt anwenden.  Wenn  die  Rhomben  alle 
ähnlich  und  ähnlich  gemessen  sind,  so  hat 
nach  (26): 

1 


/^(Bi)  = 


i/: 


1 


Q  sin{\)r    2p,  H-|>2 


^(B2>  = 


/. 


1 


Q  «n(l)f    2pi-hp^ 


u.  s. 
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Dieses  giebt  eine  ähnliche  Fehler-FortpflAnzong,  wie  wir  schon  bei  Fig.  2. 
S.  111  ontersncht  haben,  und  man  hat  daher  fOr  r  malige  Bhomben-Wiederiiolmig: 


(31) 


Bleiben  wir  zanächst  bei  «tüeimaliger  Wiederholong  stehen,  so  haben  wir 
mit  r  =  2 : 

Wenn  nun  wieder  B^'-b^^v  werden  soll,  so  moss  B^i  Bi  =  Bi :  b  =  y  v    sein, 

1  1  -t- 1) 

und  eine  ähnliche  Bechnung  wie  bei  (28)  giebt:     .   .     =  0— ,— i 

folglich 

Q  ^y V  ¥  2/>i-h;>2 
Dieses  gilt  fflr  beliebige  p^  und  pg  =  i>2  >  dagegen  '^im  günstigsten  Falle  mit 

\i  (JB)  wm  =  -A  J_±^  t/  1  (83) 

Nun  kann  man  die  Ausdrücke  (30)  und  (32)  zweckmässig  yergleichen,  es  sei 
kun  (^  der  Fehler-Ausdruck  nach  (30)  für  tinm  Rhombus,  und  (^y  für  moti 
Bhomben,  und  das  VergrOsserungs- Verhältnis  v  sei  in  beiden  Fällen  dasselbe.  Dann 
hat  man  das  Verhältnis  (ji*) :  {pC)  oder  ^  (^2) :  ^  (B)  =  9  wie  folgt: 

Dieses  Verhältnis  ist  immer  grösser  als  1  und  giebt  z.  B. 

wenn  «  =  5,    3  =  0,730,  wenn  v  =  10,    g  =  0,487. 

Der  Doppelrhombus  ist  also  immer  günstiger  als  der  einfache  Bhombus. 

Günstigster  Spitgen- Winkel  (1). 

Im  einzelnen  Bhombus  giebt  es  kein  Mass  für  den  Vorteil  oder  Nachteil  eines 
mehr  oder  weniger  spitzen  Winkels  (1),  weil  dem  Vorteil  in  der  Grenauigkeit  einer- 
seits, der  Nachteil  in  der  geringeren  VergrOsserung  B :  b  andererseits  gegenübersteht, 
was  sich  hier  nicht  abwägen  lässt;  dagegen  kann  man  bei  mehrfacher  Anwendung 
ähnlicher  Bhomben  überlegen,  ob  es  günstiger  ist,  den  Winkel  (1)  sehr  spitz  zu  machen 
und  wenige  Bhomben  zu  haben,  oder  umgekehrt 

Helmert  h«t  dieee  Frage  In  Beinen  .Stadien  über  rationelle  Vermessungen",  III,  46.  (Schlö- 
milobs  .Zeltsohr.  t  Math.  u.  Ph."  1868)  sof^estellt,  und  dahin  beantwortet,  dass  bei  konstanter 
Summe  [p\  der  günstigste  Winkel  (1)  =  2  9>  =  83*  82'  ist 

§  19.    Fehler-Fortpflanzimg  in  Dreiecksketten. 

Wir  haben  schon  in  §  18.  S.  112  Fehlerverhältnisse  in  Dreiecksketten  behandelt, 
nämlich  die  Qenauigkeit  einer  Schlussdreiecksseite.  Wir  gehen  nun  über  zu  der  Frage 
nach  der  Genauigkeit  der  Gesamtausdehnung  einer  Kette. 
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In  der  gitterförmigen  Kette  gleichseitiger  Dreiecke,  ^»8-  J- 

welche  in  Fig.  1.  angedeutet  ist,  soll  es  sich  nm  die  Summe 
mehrerer  Dreiecksseiten,  z.  B.  «^  +  «£  +  s^  handeln,  wobei 

die  einzelnen  Seiten  «j,  Sg,  »g  aus  derselben  Basis  5,  teil- 

weise  durch  dieselben  Winkel  abgeleitet  sind.  'i  ^<  % 

In  jedem  einzelnen  Dreiecke  seien  alle  drei  Winkel  gleich  genau  gemessen,  und 
ausgeglichen,  also  z.  6.: 

a)  (l)H-(2)H-(3)-180<>  =  0 

b) (4)  ^- (5)  H- (6)  — 1800  =  0 

c) (7)-+-(8)-h(9)-]80*>  =  o 

d) 

Alle  diese  Bedingungs-Gleichungen  stehen  ganz  unabhängig  von  einander;  wenn 
man  sie  aber  trotzdem  als  ein  System  zur  Ausgleichung  der  Dreieckskette  als  Ganzes 
aufiCMsen  will,  so  geben  sie  sehr  einfache  Normalgleichungs-Co^fficienten,  n&mlich: 
{aa]  -h  1*  -h  12 -f- 1*  =  3  und  im  ganzen : 

[aa]  =  S         [a5]=0         [ac]  =  0         [ad]  =  0 

[55]  =3         [&c]  =  0         \bd\^0 

[cc]  =  3         [ed]  =  0 


(1) 


(2) 


Wenn  man  nach  der  Ausgleichung  den  mittleren  Fehler  oder  das  Gewicht  der 
Summe  «i  -h  «2  +  «g  berechnen  will ,  so  hat  man  die  Gewichtsformel  für  bedingte 
Beobachtungen  anzuwenden  (ygL  Band  1, 4.  Auf  L  1895,  S.  124,  Gleichung  (12) ),  nämlich : 

P    "^^^      [aa]       [56.1]" 


(3) 


[cc.2] 

Diese  Formel  verein&cht  sich  aber  in  unserem  Fall  sehr  bedeutend;  zunächst 
wird  wegen  [a  b]  =  0,  der  Wert  [5  5  .  1]  =  [5  5]  und  [5  f .  1]  =  [5  /]  u.  s.  w.,  und  des- 
wegen wird  (3)  zuerst  so: 

1 


P   ""^^J       [aa]        [bb]        [cc]       " 
Nun  muss  man  die  Funktion  F  näher  betrachten : 


(4) 


F=-T-^5m(2)- 


6      sin  (3)  sin  (5) 


sin(S) 


sin  (l)  sin  (4)  sin  (7) 

b      sin{S)sin{b)  stn(9)  sin  (11) 

'*'  sin (1) sin {4) Sn(7j 5tn(lÖ)  Sntl3) 

Die  Differential-Quotienten  sind: 

8  7** 
/i  =  ^;  =  —  »1  eotg  (1)  —  ««  eotg  (1)  —  «,  cotg  (1) 

/8  =  ^  =  -h«2CO<5'(3)-l-«8CO*<7(3) 

/i  =  eTf)  =  —  *«  «"«'  (*)  —  *8  eotg  (4) 


nn(14) 


(5) 


(«) 
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In  dieser  Weise  bekommt  man  15  Werte  f,  welche  wir  nun,  mit  Einführung 
Ton  (1)  =  (2)  =  (3)  =  . . .  =  60<>  und  cotg 60°  =  c,  sowie  «i=«2  =  «8  =  «--  =  «  ^ 
zusammenstellen : 

/i  =  — 8«c  /7  =  --2ä<?  /i8  =  —  1*« 

f2  =  -l-l«c  /'8  =  -|-l«C  /i4  =  -|-lfiC 

/'8  =  -|-2äC  /i«:-|-l«C  fi5=         0 

(7> 
/4  =  —  2  «  c  /io  =  —  1 «  c 

/5  =  -4-2äc  /1i  =  -«-1«« 

/e=      0  /l2=      0 

Nun  sieht  man  zuerst  aus  der  Verbindung  mit  (1),  dass 
[af]  =  /i  -h/2  -h/i  =  0,        [6/1  =  /i  -h/5  -h/i  =  0.        [cf\  =  0  u.  8.  w. 
Damit  wird  die  Gewichts-Formel  (3)  sehr  einfach,  nämlich: 

Setzt  man  hier  die  Werte  f  nach  (7)  ein,  so  findet  man: 

-l-  =  (9-hl-h4H-4-h4-h0...)««c«  =  32«»c2  =  32«2cot^960*>  (9> 

Indessen  gilt  das  zunächst  nur  fQr  den  Fall  drtier  Seiten  Si  -h  «£  -h  «s* 
Wichtiger  wird  es  sein,  das  allgemeine  Gesetz  der  Gewichts-Formel  (9)  fOr 
irgend  welche  Seitenzahl  zu  bestimmen,  etwa  für  n  Seiten  nach  der  Formel: 

F.  =  «1  -h  «8  -t-  «8  +  «4  -+-  •  •  •  «•  (1^> 

Denkt  man  sich  hiezu  die  Reihe  (5)  fortgesetzt,  so  sieht  man  leicht,  dass  die 

Winkel  (2),  (8)  und  (14)  nur  in  jedem  Gliede  einmal  Torkommen,  der  Winkel  (1) 

kommt  in  allen  n Gliedern  vor,  und  ähnliche  (besetze  zeigen  sich  auch  im  übrigen» 

so  dass  man  folgendes  findet: 

Winkel  (1)  giebt  (— sc  —  sc  — sc...)*    .    .    .    ^  =  {nsc)^  =  n^(8c)^ 
,      (2),(8),(14)...geben(sc)«-h(«c)2-h(sc)2-h =n(sc)2 

Die  Gruppe -M_giebt -h =  4  (n  -  1)2  (s  c)2 

Die  Gruppe -Mü.giebt -4- =  4  (n  -  2)2  (,,  c)2 

Die  nächste  Gruppe  giebt =  4  (n  —  3)2  (s  c)2 

Die  letzte  derartige  Gruppe  giebt 4(12)(sc)2 

Im  ganzen  hat  man: 

-l.=  ^^-H.n-h4((n-.l)2-h(n-2)2H-...22-hl2)j(sc)2 

=  —  3„?  -1-  n  -h  4 (n2  -h  (n  —  1)2  -h  (n  —  2)2  -h  ...22  -h  12) )  (sc)« 
Nun  ist  aber  die  Summe  der  n  ersten  Quadrate  bekanntlich: 

und  damit  wird: 


1        /     00  .  2n8-h3n2-hn\  ,  >      4n3  — 3n2 -h  5n  ,  , 

—  =  f  — 3n2-hn-h4 g l«2c2= ^ «2  c2 
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Dabei  ist  e  =  cotg  60^  =  0,577,  e^  =  -^ ,    und  wenn  man  nun  den  mittleren 

o 

Fehler  eines  gemessenen  Winkels  mit  /i  einfahrt,  so  ist  der  mittlere  Fehler  der  Seiten- 
snmme  s^  +  «2  +  ^s  •  -  •  ^t  ^^^  Anwendung  der  Bezeichnnngsart  der  Anmerkung  S.  110 : 


m  (ns)  =  -^  s  cotg  60°  7/ ^ (^^) 

Meist  will   man  nicht  den  Fehler  selbst  haben,  sondern  das  Verhältnis  des 
Fehlers  zu  «i  -l-S2  + ...«•  oder  den  sogenannten  relativen  Fehler,  dieser  ist: 


ÜÜ^  =  M(n,)  =  -^  cotg  60»  i/*^-9n  +  h  (^gj 

ns        '^^    '^       Q       ^        r  3n 

Nachdem  wir  so  den  Fall  der  Drei-  '»«•  «. 

eckskette  Fig.  1.  S.  117  in  aller  Ausführ-         A^g — h^ 
liehkeit  behandelt  haben,  wollen  wir  noch         '" 
einige  andere  ähnliche  Fälle  betrachten,  /\j     ie\%t      1^4  _ 
jedoch   nur  die   Schluss-Ergebnisse   hier         *^  K  *i 

mitteilen,  da  die  Entwicklung  nach  dem  Torstehenden  keine  Schwierigkeit  bieten  kann. 

In  Fig.  2.  soll  es  sich  um  die  Summe  Si  +  «2  +  sg  +  •  •  •  '•  handeln ;  der 
mittlere  Fehler  dieser  Summe  wird  gefunden: 


m(ns)  = -^«  co*^  60°!^ -  (13) 

Nun  kann  man  die  zwei  ¥i,\\e  von  Fig.  1.  S.  117  und  Fig.  2.  zusammen  nehmen. 

Wenn  man  hiemach  in  ^ig.  8. 

Fig.  8.  die  Summe  der  auf 
beiden  Seiten  der  Kette  liegen- 
den Seiten  betrachtet: 

Si-hÄj-hSsH----«»  ,/  ^/         ,/  ,  ,  . 

^,j'^^'^,3'4....,.',  '^  «^  «^  «^  *f  «/ 

80  findet  man  dafür  den  mittleren  Fehler  durch  Zusammensetzung  von  (11)  und  (13), 
ttimlich: 


Nimmt  man  hier  n'  =  n  und  it  -h  n'  =  v,  so  wird : 


m(rs)  =  -^scot^60o^l^l^oder  =  J^.co*^^ 


(15) 


Eine  andere  Zusammenfass- 
ung Ton  Fig.  1.  und  Fig.  2.  zeigt 
Fig.  4.,  wobei  es  sich  um  die  Dia-  ' 
gonale  S  S^  handelt,  welche  nfther- 
ungsweise  etwa  =  SB-h  B*  ff  ge- 
setzt werden  kann.  Hiefür  ist  mit 
zweifiicher  Anwendung  von  (11),  mit  2  n  =  v 
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Einen  weiteren  Fall  nehmen  wir  mit  Fig.  5.  vor.  Die  Basis  b  liegt  in  der 
Eettenrichtang  selbst.  Für  die  Snmme  nach  der  einen  Seite  «i  4-  «2  +  «8  +  •  •  •  *" 
findet  man: 

Flg.  5. 


Ss  ^1  «/  6  S/ 

f     \       f^      4.    ßAo  t/^  ^^  9  «2-1-  5  n 
m{n8)  =  ---  cotg  60®  1/ ^ (17) 

Für  die  Gesamtsamme  «i  -h  «2  -^-  «8  +  •  •  •  -I-  ''i'  -H  V  +  ^s'  -•"  •  •  •  genügt  es 
nicht,  diese  Formel  (17)  zweifach  anzuwenden,  denn  der  Winkel,  welcher  der  Basis  b 
gegenüber  liegt,  hat  auf  beide  Seiten  Einfluss.  Die  selbständige  Entwicklung  für  die 
Summe  Si  -h  «j  4-  «3  -h  . . . «»  H-  «i'  -f-  Sg'  -h  «g'  +  •  •  •  *•'  giebt: 


m{b-hn8-^n'8)  =  —cotgQ0''y  (n-^n')^-^ ^ ^ 3— -^- —  (^®) 

Setzt  man  hier  n'  =  n,  so  wird: 


m((2n-l- l)s)  =  ^~-sco*p60®X/ ^ (19) 

Die  ganze  abgeleitete  Länge  ist  hier  =  (2  n  +  1) «,  weil  das  Mittelstück  s  als 
fehlerfreie  Basis  mitgerechnet  wird;  wir  wollen  deswegen  nun  setzen  2n  +  1  =  v,  und 
damit  kann  man  das  Vorstehende  auf  folgende  Form  bringen: 

«(«*)  =  i^  «  cotg eO" ^«"'+lj«^5  (20) 

Vergleichen  wir  die  Fehlerformeln  (15),  (16)  und  (20)  für  die  drei  Hauptfälle, 
so  ergiebt  sich,  dass  der  dritte  Fall  (20)  mit  Fig.  5.  etwas  ungünstiger  ist,  als  die 
beiden  ersten  Fälle,  und  daraus  folgt,  dass  es  besser  ist,  die  Basis  b  quer  zur  Kette 
zu  legen,  wie  in  Fig.  3.  und  4.,  als  nach  der  Längsrichtung,  Fig.  5. 

Wenn  aber  die  Kette  sehr  lang  ist,  d.  h.  n  oder  v  sehr  gross,  so  kann  man 
alle  Formeln  näherungsweise  als  gleich  betrachten,  indem  man  n  und  n*  gegen  nS 
vernachlässigt  Man  sieht  dann  auch,  dass  die  Formeln  mit  v  allgemein  die  Hälfte 
der  entsprechenden  Formeln  für  n  geben,  dass  es  also  jedenfalls  günstiger  ist,  die 
Basis  in  die  Mitte  als  an  das  Ende  der  Kette  zu  legen,  indem  z.  6.  die  Verdoppelung 
der  Kettenlänge  von  der  Mitte  aus  nur  das  V  2fache  des  Fehlers,  dagegen  von  einem 
Ende  aus  das  V^  =  2]/^fache  giebt. 

Mit  der  angegebenen  Näherung  haben  wir  aus  (11): 

m{n8)  =  -^8  cotg  ^^""j/^^  (21) 

Oft  will  man  nicht  den  Fehler  m  selbst  haben,  sondern  das  Verhältnis  des 
Fehlers  zu  der  fraglichen  Länge  «^  4-  «2  +  -  •  •  ^  ^^^^  ^^^  sogenannten  relativen  Fehler. 
Derselbe  ist  für  (21) : 

^ins)=.^  =  fcou,60oj/'f  (22) 
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Oder  da  cotg  60®  =  -^ist,  haben  wir: 

/*(«*)=  f -3  V« 

Setzt  man  rund  ju  =  ±1",  so  giebt  dieses: 

iu(ns)  =  0,000  003  23  >/n 

Dieses  ist  der  relative  Fehler  ftlr  n  fache  Eetten-Ansdehnung  von  der  Basis  an 
einem  £nde  der  Kette.    Ist  dagegen  die  Basis  in  der  Mitte,  nnd  dehnt  sich  die  Kette 

nach  beiden  Seiten  je  nm  das  -^fache  der  Basis,  also  im   ganzen  wieder  nm  das 

r£acbe  ans,  so  bekommt  man: 

^(v8)  =  -^~\/vodeT  =  0.000  001621/7 
Q    ^ 


Vergleichung  der  Bhonibm-Diagonale  mit  der  Gitterlinie, 

Von  allen  Vergleichungen,  welche  zwischen  den  Formeln  dieses  §  unter  sich 
und  mit  denen  des  vorhergehenden  §  18.  angestellt  werden  können,  wollen  wir  hier 
nur  die  wichtigste  herausheben,  entsprechend  Fig.  6.,  wo  eine  Rhomben- Diagonale  B 
und  eine  Gitterlinie  B,  beide  =5  5,  dargestellt  sind. 

För  die  mittleren  Fehler  haben  wir  nach  (29)  §  18.,  S.  115,  und  nach  (20) 
§  19.,  S.  120: 


Rhombus :     ^i{B)^  -^  ^^-^  j/ ^-^ 
Gitter:  li(B)  =^  ^  cotg  60""  j/^^ ' 


P% 


5-h3ü  — 4 
Q      "         r  3t? 

Nimmt  man  im  ersten  Falle  j>i  =  j?2  =  It  also  2pi  -}-j?2  =  ^  ^^^  i^  beiden 
F&llen  ß  =  rund  ±_  V  und  t?  =  5,  so  erh&lt  man: 

Rhombus  ^(B)  =  0,000  007  27  rund  =  7  Milliontel 
Gitter        iu(J5)  =  0,000  004  34     ,      =4  Milliontel 

Die  Gitterlinie  hat  also  einen  kleineren  Fig.  6. 

Fehler  als  die  Rhomben -Diagonale;  dieses  Ver- 
hältnis gestaltet  sich  aber  ungünstiger,  wenn 
man  die  Zahl  der  Winkel-Messungen  überlegt. 
Der  Rhombus  hat  nur  6  Winkel,  und  von 
diesen  brauchen  sogar  die  4  Basiswinkel  nur 
genähert  bekannt  zu  sein,  man  kann  im 
Rhombus  fast  die  ganze  Arbeit  auf  die  ewei 
spitzen  Winkel  konzentrieren,  dagegen  hat  das 
Gitter  9  Dreiecke  mit  27  Winkeln,  oder  wenn  man  die  unwichtigen  Winkel  aus- 
sdieidet,  immer  noch  21  Winkel. 

Trotz  dieses  starken  theoretischen  Missverhältnisses  konnte  doch  auch  das 
Gitternetz,  wegen  der  kurzen  Seiten,  unter  Umständen  praktische  Verwendung  als 
Basisnetz  finden.    (Vgl.  S.  108.) 
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ÄsimuU  Übertragung. 

Die  Azimut -Übertragung  l&ngs  einer  Dreieckskette  besteht  einfach  in  der 
Summierung  aller  längs  eines  Polygons  auftretender  Dreiecks winkel,  z.  B.  in  Fig.  1. 
(S.  117)  besteht  die  Azimut-Übertragung  l&ngs  «i  -h  «£  +  «s  ^  ^^^  Suromierung 
(3)  +  (l)  +  (6)-h(9)-h(7)-h... 

Wenn  jedoch  die  Azimut-Übertragung  l&ngs  der  Haupterstreckung  einer  Drei- 
eckskette  besonders  wichtig  ist,  so  soll  man  schon  die  Anordnung  der  Messungen 
darnach  einrichten,  also  nicht  bloss  die  einzelnen  je  60^  betragenden  Winkel  in  den 
Ketten  von  Fig.  1.  bis  5.  S.  117—120  messen,  sondern  die  je  nahezu  180^  betragenden 
Winkel  der  in  der  Haupterstreckung  liegenden  Seiten. 

Besser  noch  ist  es,  fär  die  Zwecke  der  Azimut-Übertragung  die  Dreiecksseiten 
besonders  anzuordnen,  wie  z.  B.  Bessel  bei  der  Qradmessung  in  Ostpreussen  gethan 
hat.  Dieses  ist  aus  dem  Netzbilde  der  Qradmessung  in  Ostpreussen  in  unserem 
I.  Bande,  4.  Aufl.  1895,  S.  499  zu  ersehen,  indem  auf  der  nordwestlichen  Gesamt- 
erstreckung Tunz-Galtgarben-Nidden-Memel  nur  zwei  Zwischenpunkte  Galtgarben  und 
Nidden  sind,  w&hrend  auf  der  stkdOstlichen  Grenze  7  Zwischenpunkte  zur  Azimut- 
Übertragung  nötig  w&ren. 

§  20.    Yersehiedene  Fehler-Betraehtangeii  znr  Anlage  TOn 
Dreieeks-Netzen, 

J.  Grösse  der  Dreiecke, 

Eine  erste  wichtige  Frage  betrifft  die  Grösse  der 
Dreiecksseiten.  Soll  man,  wenn  man  die  Wahl  hat,  grosse 
oder  kleine  Dreiecke  nehmen? 

Diese  Frage  ist  sehr  unbestimmt,  wir  wollen  ihr  mit 
Fig.  1.  folgende  bestimmtere  Fassung  geben: 

Auf  einer  Geraden  sind  drei  feste  Punkte  A^  C,  B 
gegeben,  x^d  zwar,  wie  wir  meist  bei  Grundlinien  annehmen, 
fehlerfrei  gegeben,  ein  Funkt  D  kann  entweder  durch  4 
V    -^1   Dreiecke  I,  II,  III,  IV  mit  Benützung  des  Zwischenpunktes 
C,   oder  durch  ein   Dreieck   ABD    ohne   Benützung   des 
Zwischenpunktes  C  trianguliert  werden;  welches  ist  das  günstigere? 

Nimmt  man  alle  4  Dreiecke,  so  hat  man  zun&chst  4  Summen-Gleichungen: 
(1)  H-  (2)  -h  (8)  - 180*»  =  0,    (4)  -h  (5)  H-  (6)  -  (180)  =  0,    (7)  -+-  (8)  -h  (9)  - 180«  =  0, 
(10)  -h  (11)  -^  (12)  —  ISO«  =  0  (1) 

und  dazu  eine  Seiten-Gleichung,  welche  die  Beziehung  zwischen  h*  und  h  ausdrückt,  d.  h.: 

siH(l)  sin  (5)  at'n(8)  _  . 
«in  (2)  «m  (6)  «in  (9)"" 
oder  mit  der  Abkürzung  cotgi})  =  c^  u.  s.  w.  giebt  dieses: 

Ci«i  —  C2t?2-h«5«5  —  «6^6-l-C8V8  — «9^9 -•-•••  =  ^  (2) 

Die  Seite  A  D  =  S  wird  in  V  ausgedrückt  durch  die  Funktion : 

^  -  ii  o-  *'  -  V ??i?)  -^  W 8in{l)sin{4)8in(l2) 
^  ""  *  "^  5in(2)  "^     sin(2)  sin{6) sin (Üj 


Fig.  1. 

.0 

■A 

fji\ 

Ao      lis, 
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Das  Weitere  wollen  wir  nor  noch  mit  der  Yereinfachnng  machen,  dass  alle 
Dreiecke  gleichseitig  seien,  also  d  =  5'  =  s  =  s'  und  cj  =  C2 . . .  =  cotg  60®  =  c.  Damit 
gieht  die  Weiterrechnnng  Ar  das  Gewicht  Pder  Seite  S: 

also  der  mittlere  Fehler  Ton  S: 

m(8)=:^  cotg  60  ®  5  j/TiSSS 
oder,  da  2  &  =  iS  ist,  der  relative  Fehler  (vgl.  Anmerkung  S.  110): 

M  (5)  =  ö-  ^9  öö"*  y7333  =  1,354  ^  cotg  60®  =  0,000  003  79  ia  (3) 

IQ  Q 

Wenn  man  dagegen  die  Seite  8  aus  dem  einen  grossen  Dreieck  ABB  bestimmt, 
so  bekommt  man  nach  (12)  §  18.  S.  110: 


ti{ß)=^  1,4142  ^  eotg  60®  =  0,000  008  96  n 


(4) 


Die  Bestimmung  (4)  der  Seite  8  aus  dem  einen  grossen  Dreiecke  ist  also  hier 
&st  gleich  gftnstig  wie  die  Bestimmung  (3)  aus  den  4  kleinen  Dreiecken,  trotzdem, 
dass  mit  den  4  kleinen  Dreiecken  der  günstige  Zwischenpunkt  G  mit  benutzt  wurde, 
der  in  dem  einen  grossen  Dreieck  gar  nicht  vorkommt. 

Bedenkt  man  noch,  dass  in  den  4  Einzeldreiecken  zusammen  4  mal  so  viel 
'^Hnkel  zu  messen  sind,  als  in  dem  einen  Qesamtdreieck,  oder  dass  man  bei  gleicher 
Winkelmessungs- Summe  (Arbeit)  die  Seite  8  aus  einem  grossen  Dreiecke  nahezu 
doppelt  80  genau  bekommt,  als  aus  den  vier  kleinen  Dreiecken,  so  erscheint  das  eine 
grosse  Dreieck  im  Vorteil. 

n.  Diaganälen-Kantroüe, 

In  Fig.  2.  haben  wir  ein  Quadrat  mit  zwei  Diagonalen  ^'  3- 

gezeichnet,  wobei  die  Seite  h  als  Qrundlinie  gilt,  aus  welcher        JQ       $■ 
die  anderen   Seiten  s^,  s  und  s"  trigonometrisch  abgeleitet 
werden  sollen. 

Die  ganze  Figur  ist  bestimmt,  auch  wenn   nur  eine^ 
Diagonale  eingemessen  ist,  und  wir  wollen  untersuchen,  welche 
Genaoigkeits-Änderung  stattfindet,  je  nachdem  eine  oder  beide   ||l  ^ 
Diagonalen  d  und  (f  gemessen  sind. 

Die  Messungen  seien  nach  Richtungen  gemacht,  so  dass 
für  das  volle  Netz  mit  beiden  Diagonalen  12  Richtungen  gleichgewichtig  vorli^en; 
wenn  dagegen  die  Diagonale  (f  nicht  vorhanden  ist,  fUlen  die  beiden  Richtungen  (5) 
und  (11)  fort 

Im  ganzen  hat  das  Netz  vier  Bedingpings-Qleichungen ,  n&mlich  eine  Seiten- 
Gleiehung  und  drei  Winkelsummen-Gleichungen,  diese  vier  Gleichungen  sind: 
sin  (2, 3)  sin  (4, 5)  sin  (7, 9)  sin  (10, 12)  _ 

^'  sin  (1, 3)  sin  (4, 6)  sin  (8, 9)  sin  (10, 11)  "~ 

b)  (10, 12)  -h  (1, 2)  -h   (8, 9)    =  189 

c)  (1, 3)    H-  (4, 5)  -h  (11, 12)  =  180O  )  (6) 

d)  (2,3)   H-(4,6)4-    (7,8)    =  180 


(5) 
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Wenn  es  sich  um  die  Bestimmung  des  Gewichtes  der  Seite  8  handelt,  so 
kommt  hiezn  noch: 

^  j_  _  ^n  (2, 3)  sin  (10,12) 
^    b   "    si«  (4, 6)  sin  (8, 9)^ 

Um  die  Gleichungen  a)  und  f)  linear  zu  machen,  hraacht  man  bekanntlich  die 
Cotangenten  der  Winkel  als  Coefficienten,  nnd  da  in  unserem  Falle  nur  Winkel  von 
45^  oder  90°  vorkommen,  für  welche  man  z.  B.  hat: 

cotg  (2, 3)  =  cotg  45°  =  1    ,     cotg  (7, 9)  =  catg  90°  =  0, 
80  werden  die  linearen  Gleichangen  sehr  einfach. 

Auf  diese  Weise  bekommt  man  aus  a)  eine  Gleichung  von  folgender  Form: 

—  «^2  +  ^8  —  «^4  -H  t?5  -f-  «8  —  t?9  4-  Uio  —  «11  -H  . .  .  =  0  (7) 

Die  Gleichung  b)  wird  geben: 

—  t?i  -h  «2  —  Vg  -h  t?0  —  t?io  -H  Vi2  H-  •  •  •  =  0  (8) 

Das  ganze  so  zu  bildende  Co^fficienten-System  ist  in  folgender  Tabelle  enthalten: 


(9) 


Vi         V2 

«8 

^4 

«5 

«6 

»7 

^B 

H 

^10       <^ll       «12 

a 

.    -1 

4-1 

-1 

4-1 

, 

, 

4-1 

—  1 

-hl     -1        . 

b 

-1  -hl 

. 

, 

. 

. 

—  1 

4-1 

-1        .        4-1 

c 

-1     . 

4-1 

—  1 

4-1 

. 

. 

, 

, 

.        -1     4-1 

d 

.    —1 

-hl 

—  1 

• 

+  1 

-1 

-hl 

• 

. 

f 

.     —1 

4-1 

, 

4-1 

—  1 

. 

Dieses  giebt  [a  a]  =  (—  1)2  4-  (4- 1)«  4-  . . .  =  -h  8 
[a6]  =  (-l)(-hl)4-...         =—4 
Das  ganze  derartige  Co€fficienten -System  ist: 
4-8    —4    4-4    4-4    4-4 
-h6    4-2    —2 
4-6     4-2 
4-6 


—  3 

-hl 
-h3 

4-4 


(10) 


Durch  allmähliche  Elimination  erhält  man: 


4-4 


4-4 
4-4 


0 
0 

0 


—  1 

—  1 

+  1 
+  2 


0  0        ^ 

±i  -^1 

+  V75J 


(10.) 


(10*) 


1 


-|-  lf50  =  -=  für  die  Seite  s,  mit  zwei  Diagonalen. 

Wenn  nun  fi  der  mittlere  Fehler  einer  gemessenen  Bichtung  ist,  so  ist  der 
mittlere  Fehler  des  Verhältnisses  s :  b,  oder  der  sogenannte  relative  Fehler  der  trigono- 
metrischen Übertragung  von  b  nach  s  folgendes: 


.w=f 


1,60 


(11) 
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Nach  diesem  nehmen  wir  an,  dass  die  Diagonale  d'  nicht  gemessen  sei,  dann 
fidlt  die  Seiten-Gleichnng  a)  nnd  die  zweite  Dreieckt-Gleichxmg  c)  fort,  im  tibrigen 
bleibt  die  Bechnnng  wie  Torhin  nnd  giebt: 


1        2        3 

4         6 

7         8        9       10      12 

a 
b 

f 

-1    +1      . 
.      —1    +1 

•      -1    +1 

—  1    +1 

.       —1     +1    —1    +1 
-1    +1       .        .         . 
.       +1     -1     .         . 

+  6    —2    —3 
±6    +3 

±i 
+  5,338    +2,000 

+  2,500 

+ 1,750  =  —  für  «,  mit  einer  Diagonale  d. 

Nachdem  wir  diesen  Fall  in  aller  Aosführlichkeit  Torgerechnet  haben,  mag  es 
genUgen,  fOr  die  beiden  anderen  Fälle  s^  nnd  s"  die  Ergebnisse  mitzuteilen,  wie  in 
folgender  Zosammenstellung  geschieht: 


Berechnete 
Seite 


s' 


mit  einer 

Diagonale 

d 


1 
P 

P* 


=  1,75 
=  4,00 


p^  =  3,75 


mit  etoei 

Diagonalen 

d  nnd  cf 


=  1,50 


-pr  =  8,75 
p^  =  3.75 


=  1,080 


Wie  man  hieraus  sieht,  ist  der  Genauigkeits-Gewinn  durch  Hinzunehmen  der 
iweiten  Diagonale  nicht  bedeutend.  Bei  s"  ändert  die  zweite  Diagonale  d'  Oberhaupt 
nichts,  wie  auch  ans  Fig.  2.  S.  128  unmittelbar  zu  ersehen  ist 

In  der  letzten  Spalte  vorstehender  Zusammenstellung  sind  die  Fehler-Yerh&ltmsse 
1,080  und  1,033  f&r  beide  Fälle  angegeben,  es  ist  also  der  Genauigkeits-Gewinn  durch 
dia  zweite  Diagonale  nur  bzw.  8o/q  und  S^/q. 


m.  Ein  weiterer  Fragefall  ist  in  Fig.  3.  dargestellt.  r»«.  »• 

Wenn  die  Grundlinie  b  fest  gegeben  ist,  so  kann  man 
die  Seiten  8  und  s'  +  s"  =  8  entweder  aus  einem  Dreieck 
mit  den  Winkeln  (1),  (2  +  5),  (6)  oder  aus  etoei  Dreiecken 
(1)  (2)  (8)  und  (4)  (5)  (6)  bestimmen;  es  fragt  sich,  was  das"" 
gflnstägere  ist. 

Da  wir  die  Behandlung  solcher  Aufgaben  nun  genügend 
erläutert  haben,  schreiben  wir  sofort  die  Ergebnisse  mit  der 
Abkürzung  cotg  (1)  =  c^  u.  s.  w.  (mit  den  Fehler-Bezeichnungen  nach  der  Anmerkung 
zu  S.  110).    Die  Gewichte  der  Winkel  seien  alle  =  1. 
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Ffir  die  Seite  8  hat  man  ans  einem  Dreieck  nach  (11)  §  18.  8.  110: 


f^(s)i  =  -J  ;/-3-(ci«  +  cö2h-CiC6) 
Dagegen  ans  beiden  Dreiecken: 

l^ißh  =  ^y-^  (^1*  -<-  Cg«  -h  Ci  «8  H-  C42  H-  Cö*  -h  C4C6) 

Für  die  andere  Seite  S  hat  man  ans  einem  Dreieck: 


i20. 


(12) 


(18) 


^(5)  = 


(C252-hC62-hC25Cö) 


ond  ans  beiden  Dreiecken  (wohei  aher  die  Bedingung,  dass  «^  +  «"  eine  Gerade  sei, 
nicht  mit  enthalten  ist): 


|-^y  («' V  -h  «"2(ci2  -H  C52  -h  <;8*  -h  C5Ca)-+-  iS2Cö«  -  «'«"CiCg  H-  s'iSC2Cg  +  «"SCiC^)) 


(15) 


Macht  man  das  grosse  Dreieck  gleichseitig  und  die  Qnerlinie  rechtwinklig,  also 
Oi  =  C0  =  ~7q~»C2  =  <?6  =  /^  i"id  <58  =  <^4  =*  ö»  80  erhält  man  folgende  Vergleichung: 


aus  ewei  Dreiecken 


aus  einem  Dreieck 

^(«),:/i(»)2=  1:0,8165 
ans  änem  Dreieck  aas  twei  Dreiecken 


MWi  =  f 


(16) 


^(S)  = 


IA(S)'.  /i(«'-|-«")  =  l--l»291  (17) 

Es  wird  also  zwar  die  Seite  8  günstiger  aus  zwei  Dreiecken,  dagegen  8  günstiger 

aus  einem  Dreieck  hestimmt 

Hiemach  kann  man  zu  Fig.  3.  sagen: 

Die  Einschaltung  des  Punktes  hei  3.  4  in  die  Beihe  der  gleichseitigen  Dreiecke 

wirkt  ungünstig  auf  die  Bestimmung  der  L&ngen-Erstreckung  8  der  Kette,  aher  günstig 

auf  die  Basis-Ühertragung  von  b  nach  8. 


Flg.  4. 


4 

1 

1 

1 

\ 

i 

» 
1 

/K 

\ 

^ 

IV,  In  Fig.  4.  zeigt  ide  Fehler-Berechnung,  dass  aus  der 
Basis  AB  =  b  die  Seite  B E=  8  günstiger  durch  drei  gleich- 
seitige  Dreiecke  hestimmt  wird,  als  durch  ein  Dreieck  AB  Et 
denn  die  Fehler-Berechnung  gieht: 

1)  aus  drei  Dreiecken 

S^BC^CE 
y  _  -  gtw  (2)         gm(8)gtn(5)gtn(8) 
«ifi  (1)  "^    sin  (1)  sin  (4)  sin  (7) 


A       b      B  hiefür  wird,  wenn  alle  Winkel  =60^  sind: 

/i(S)  =  0,913^ 


(18) 
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2)  S  =  BE  als  Hypotenuse  des  einen  rechtwinkligen  Dreiecks  BAE  mit 
B  =  60^  -4  =  90*»  nnd  je;  =  30®  berechnet,  giebt: 

^(5)=M14  J  (19) 

Dieser  Fehler  ist  also  nahe  das  l,5fache  des  zuerst  Berechneten  Fehlers  der 
Bestimmung  aus  drei  Dreiecken. 

V.  Wir  wollen  hier  noch  eine  andere  kleine  Genauigkeits-Untersuchung  an- 
schliessen,  wie  auch  schon  in  Band  I,  4.  Aufl.  1895,  8.  470.  Es  soll  der  mittlere 
Fehler  einer  Richtung  bestimmt  werden,  nur  mit  Rficksicht  auf  die  Summen-Proben 
in  dem  Viereck,  also  ohne  die  Seiten-Gleichung.  Man  hat  dann  nach  Fig.  2.  S.  123 
die  schon  unter  (6),  (8)  und  (9)  enthaltenen  Bedingungs-Gleichnngen: 

—  »1  -ht?2 —  t?g  H-t?9  —  «10  H-Vi2-HWi=0 

—  t?i       .        H-  t?8  —  «4  4-  t?5 —  t?n   H-  «12  -»-  ««'s  =  ö 

—  «2  H- 1?8  —  «4      .        -h  «e  —  «7  -h  «8       .  .  .        -h  Wg  =  0 

Hiesu  gehören  die  Normalgleichungen  (deren  CoSfficienten  in  (10)  sehon  mit 
enthalten  sind): 

-h  6*1  H- 2 A:2  — 2  A3 -H  Wi  =  0 
-h2jfcl-^-6Jfc2-^2it8-^-tt;2  =  0 
—  2*1 +  2*2  + 0^8-»-«^  =  Ö 

Die  Auflösung  giebt:' 

_  —  2t<7i+tga—  t^s      ,    __  Wi  -> 2 tC2 -4- tTs      y  _  —  toi+ 1(?2  —  2  tgg 

Äi  -  g-  ,    K^  -  g  ,    ITg  -  g 

Nun  ist  \vv\  =  — [wie]  und  die  Ausrechnung  hiernach  giebt: 

—  8  [w  ife]  =  2  i^i«  +  2  wj»  +  2  wg«  —  2  M?!  W2  -»-  2  U7i  wg  —  2  u;2  »8  (20) 

Das  kann  man  aber  noch  Übersichtlicher  gestalten  durch  Einffihrung  eines 
merien  Summen- Widerspruches  w^,  nämlich: 

tC^l— W2  +  Wg  =  li;4 

Damit  kann  man  (20)  auf  die  Form  bringen: 

—  8  [tr  Jfc]  =  tri«  -»-  W2*  +  *^8*  -^-  ^^ 

und  den  mittleren  Gewichtseinheits-Fehler  nC  erh&lt  man,  da  drei  unabhängige 
Bedingungs-Gleichungen  benützt  wurden : 

m'.  =  I^  =  =^  =  |[^  (21) 

WO  nun  unter  [to^]  die  Summe  cäler  vier  in  dem  Vierecke  möglicher  Dreiecks-Summen- 
proben  bedeutet  Der  Wert  w'  nach  (21)  ist  ein  mittlerer  Bichtungs-Fehler,  der 
entsprechende  mittlere  Winkelfehler  ist: 

m  =  m'yT  =  j/£g3  (22) 

Hierftn  ■chliMtt  ticb  an  der  Schreiber  icbe  Satz  über  günstigste  Oewiobtsrertellnng,  welcber 
bereits  In  unserem  I.  Bande,  4.  Aoflage  1895,  §  48.  bebandelt  worden  ist. 
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§  21.    Triangaliemngs-Eetteii  und  Netze  der  prenssisehen 
Landes-Aufnahme. 

Nachdem  ifir  schon  früher  in  §  2.  8.  15  n.  S,  die  Anfsnchnng  und  Auswahl 
der  Triangalienings-Pankte  in  dem  Sinne  hehandelt  haben,  welche  Funkte  man  yermOge 
der  gegenseitigen  Sichten  n.  s.  w.  benützen  kanfiy  wollen  wir  nun  die  mehr  theoretische 
Frage  aofwerfen,  welche  Punkte  und  welche  Verbindnngs-Sichten  man  nehmen  toiü. 

Nach  der  ersten  Einführang  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  in  die  Trian- 
gulierungen  ist  bald  die  Anschauung  entstanden,  dass  man  nun  darauf  ausgehen  müsse, 
äusserst  tjiele  Messungen  und  Eontrollen  in  eine  Ausgleichung  zusammen  zu  bringen, 
und  es  gab  eine  Zeit,  in  welcher  es  als  höchste  Triangulierungs-Leistung  gepriesen 
wurde,  100  und  mehr  ßedingungs-Gleichungen  zusammen  zu  fassen  und  ebenso  viele 
Normalgleichungen  numerisch  au&ulOsen.  In  dieser  Beziehung  haben  sich  die  An- 
schauungen wieder  teilweise  geändert. 

Folgendes  sind  die  Grundsätze,  welche  bei  den  neuesten  Triangulierungen  der 
preussischen  Landes-Aufnahme  unter  General  Schreiber  zur  Anwendung  kommen;  wir 
benützen  dazu  das  sehr  anschauliche  und  charakteristische  Beispiel  der  Ketten  und 
des  Netzes  in  der  Provinz  Hannover,  welche  in  unserer  Fig.  1.  8. 129.  dargestellt  sind. 

Wir  haben  auf  dem  hier  dargestellten  Gebiete  drei  Grundlinien: 

1)  Grundlinie  bei  Braak  in  Holstein  im  Jahre  1871  gemessen,  5875"  lang 

2)  „  ,    Göttingen  ,       ,      1880  „         6193-     , 

3)  ,  ,    Meppen  .       ,      1883  ,         7039"     „ 

Die  geradlinigen  Entfernungen  dieser  Grundlinien  von  einander  sind  rund  im 
Mittel  230^  und  zu  der  trigonometrischen  Verbindung  sind  drei  zusammenschliessende 
Ketten  angeordnet,  nämlich  die  »Hannoversche  Kette''  im  Westen,  sowie  Teile  der 
«Elbkette*  und  der  «Hannoverisch-Sächsischen  Kette'  im  Osten. 

Diese  Ketten  wurden  zuerst  in  sich  ausgeglichen,  und  liefern  dann  den  festen 
Rahmen  für  das  dazwischenliegende  «^etf '',  welches  den  Namen  , Weser-Netz''  führt. 

Ehe  wir  mit  der  Beschreibxmg  dieser  besonderen  Verhältnisse  fortfahren,  müssen 
wir  hier  über  die  Anlage  der  preussischen  Ketten  xmd  Netze  im  allgemeinen  das 
Notige  berichten. 

Es  geschieht  dieses  am  besten  durch  VorfQhrung  der  geschichtlichen  Entwick- 
lung, welche  diese  Anlage  und  die  zugehörigen  Ausgleichungen  genommen  haben, 
nach  einer  Mitteilung  von  Major  Haupt  in  den  , Astronom.  Nachrichten"  107.  Band. 
Nr.  2549-2550,  (Sept  1883). 

Als  in  den  60er  Jahren  dieses  Jahrhunderts  bei  der  preussischen  Landes- 
Triangulierung  Ketten,  welche  einen  von  Dreiecken  freien  Landeeteil  umspannten^ 
wieder  in  sich  zusammen  schlössen,  stellte  sich  der  Übelstand  heraus,  dass  trotz  der 
Aufstellung  aller  vorhandenen  und  notwendigen  Winkel-  und  Seiten  -  Gleichungen 
identische  Punkte,  von  verschiedenen  Seiten  her  berechnet,  nicht  dieselbe  Länge  und 
Breite  erhielten,  und  dass  der  von  Dreiecken  freie  innere  Raum,  das  Polygon,  nicht 
die  seinem  Inhalt  entsprechende  Winkelsumme  erhielt,  denn  es  fehlten  die  drei  notigen 
Polygon-Gleichungen.  (Was  diese  Gleichungen  betrifft,  so  haben  wir  bereits  in  unserem 
I.  Bande,  4.  Auflage  1895,  S.  177  darüber  gehandelt.) 
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Fig.  1. 
TiisDgiüieniiig  der  trigonometrischen  Abteilung  der  Luides-Aiiltoabme  in  der  Proyinx  Hannover. 

(MftMsUb  1:3180000.) 


Die  Methode,  welche  hieAr  Ton  der  prenssischen  LaDdes-Triangnlation  eingefOhrt 
wurde,  ist  Ton  dem  froheren  Hauptmann  Schreiber  (späteren  Chef  der  Landes-Auf- 
nahme) angegeben,  dasselbe  liefert  swei  Gleichungen  durch  die  Projektion  der  inneren 
Polygonkranz-Begreniung  auf  ein  beliebig  angenommenes  rechtwinkliges,  sph&roidisches 
Coordinaten-Systenu 

forden,  H«ndb.  d.  Vermeeenngekunde.    4.  Anfl.    ni.  Bd.  9 
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Diese  Schreibersche  Methode  des  Polygonkram-Anschlosses  durch  rechtwinklige 
Coordinaten  ist  mitgeteilt  m  dem  Werke:  ^Die  königlich  prenssische  Landes-Trian- 
golation.  Hanptdreiecke.  I.  Teil,  Berlin  1870,  S.  421  nnd  Hanptdreiecke  IL  Teil, 
Berlin  1874,  8.  605',  wozu  ein  Bericht  mit  einem  Beispiele  gegeben  ist  in  .Jordan- 
Steppes,  deutsches  Vermessongswesen',  1885,  S.  81—85  und  8.  103.  Es  wnrde  da- 
mals für  jedes  Polygon  ein  besonderes  Coordinatensystem ,  mit  einer  irgendwie  schief- 
liegenden Axe  angenommen,  während  sp&ter,  nach  Einfähning  des  konformen  Coor- 
dinatensystems  fdr  die  ganze  Landesaufnahme,  dieses  System  auch  für  die  Anfstellnng 
der  Polygongleichongen  benützt  wurde,  wie  an  dem  Schlesisch-Posen sehen  Dreiecks- 
netz zu  sehen  ist,  welches  als  Beispiel  in  unserem  L  Band,  1895,  4.  Aufl.  8.  415  auf- 
genonmien  ist. 

Das  mathematische  Problem  war  gelöst,  es  blieb  aber  der  Übelstand,  dass 
immer  die  jüngste  Kette  alle  diejenigen  Missstimmigkeiten,  welche  sich  in  den  Torher- 
gehenden,  zwanglos  in  freies  Feld  verlaufenden  und  oft  von  verschiedenen  Grundlinien 
ausgehenden  Ketten  angeh&ufb  hatten,  einzig  und  allein  durch  ihre  Winkel-Korrektionen 
ausgleichen  musste,  und  dass  der  innere  zun&chst  frei  gebliebene  Baum  bei  seiner 
sp&teren  Überspannung  mit  sekund&ren  Dreiecken  sämtliche  Fehler  dieses  nicht  stim- 
menden Schlusses  mit  übernehmen  musste. 

Dieses  rührt  davon  her,  dass  man  wegen  des  notigen  Fortschrittes  der  Messungen 
niederen  Ranges,  zum  Anschluss  der  Kataster- Aufnahmen  und  der  topographischen  Auf- 
nahmen, nicht  warten  kann,  bis  das  (janze  fertig  ist,  sondern  aUe  2  bis  3  Jahre  das 
Gemessene  berechnen  und  dem  bereits  fest  stehenden  anpassen  muss. 

Weitere  Einzelheiten  über  die  Methoden  der  preuss.  Landes-Au&ahme  giebt  ein 
Bericht  der  trigonometrischen  Abteilung  der  königlich  prenssischen  Landes-Aufnahme 
von  General  Schreiber,  aus  den  , Verhandlungen  der  1887er  Konferenz  d.  penn.  Kom- 
mission der  Internat.  Erdmessung,  Berlin  1888,  Annex  X*,  8.  6— 10",  aus  welchem 
folgendes  entnommen  ist. 

Das  Wesemetz  (Fig.  1.  S.  129)  enthält  66,  in  drei  verschiedene  Bangklassen 
sich  scheidende  Punkte,  nämlich: 

1)  18  Anschlusspxmkte,  die  zugleich  den  das  Netz  rings  umschliessenden  Haupt- 
dreiecksketten angehören  und  durch  deren  Ausgleichung  endgiltig   bestimmt  sind; 

2)  15  Netzpunkte; 

3)  38  Zwischenpunkte  erster  Ordnung. 

Die  bei  1)  und  2)  genannten  Punkte  und  deren  Verbindungen  mit  einander 
bilden  das  eigentliche  Netz,  welches  als  Ganzes  für  sich,  jedoch  unter  Festhaltung  der 
schon  vorher  endgiltig  bestimmten  Punkte  bei  1),  ausgeglichen  ist 

Erst  darnach  hat  die  Ausgleichung  der  bei  3)  genannten  Zwischenpunkte  statt- 
gefunden, und  zwar  unter  Festhaltung  aller  vorher  ausgeglichenen  Punkte. 

Wie  die  Punkte,  zerfallen  auch  die  Beobachtungen  in  3  Bangklassen,  und  zwar 
in  Ketten-Beobachtungen,  Nete-BeobadUungen  und  ZwischmpunkU'Beobathtwngen^  je 
nachdem  sie  zur  Bestimmung  von  Kettenptmkten^  Netgpunkten  oder  Zwischenpunkten 
dienen.  Auf  jeder  Station  werden  diese  drei  Bangklassen,  selbst  bei  gleichzeitiger 
Ausführung,  dergestalt  getrennt  von  einander  gehalten,  dass  jede  für  sich  auf  der 
Station  ausgeglichen  werd^  kann.  Demgemäss  sind  z.  B.  die  Beobachtungen  auf  der 
sowohl  der  Kette  als  auch  dem  Netz  angehOrigen  Station  Silberberg  wie  folgt  ange- 
ordnet und  ausgeführt  worden  (vgl.  Fig.  2.  S.  131). 
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Flg.  2. 
StoUon  Silberberg.    Von  Fig.  1.  8. 12d  In  grösserem  MssssUb,  mit  Zwischenpunkten. 


NindorfHMeldorf 


Friedrichskoog 


Sieverrf 


i""i""i 


4:4  000  000 


-h 


4- 


H 


a)  Ketten-Beobachtungen:  jeder  der  15  Winkel  zwischen  den  6  Eetten-Bicht- 
ODgen  Sieyem,  Nenwerk,  Friedrichskoog,  Nindorf— Meldorf,  Eaiserberg  und  Stade  ist 
8 mal  gemessen; 

Dieses  entspricht  der  aligemeinen  Vorschrift  för  Winkelmessnng  in  allen  Kombinationeu, 
welche  wir  schon  in  unserem  L  Bande,  4.  Aufl.  1805,  8.  259—272  mitgeteilt  haben. 

b)  Net8'Beoba^tungen>  zur  Bestimmung  der  Richtung  nach  dem  Netzpunkt 
Brimt  sind  die  beiden  Winkel  Stade — Brillit  und  Brillit — Sievem,  und  zwar  jeder 
12mal,  gemessen; 

c)  Zwischenpunkts-Beohaehtungen:  zur  Bestimmung  der  Richtung  nach  dem 
Zwischenpunkt  Dolosenberg  sind  die  beiden  Winkel  Stade-Dolosenberg  und  Dolosen- 
berg— Sierem,  und  zwar  jeder  6  mal,  gemessen.  In  gleicher  Weise  ist  die  Richtung 
nftch  dem  Zwischenpunkt  Wflstenwohlde  an  zwei  Netzrichtungen  angeschlossen  worden. 

Jede  der  Rangklassen  a,  b,  c  ist  fOr  sich  auf  der  Station  ausgeglichen. 

Eine  derartige  Anordnung  gewährt  gegenüber  dem  Streben,  alle  auf  einer  Station 
Torhandenen  Richtungen  möglichgt  zusammenhängend  zu  beobachten,  den  Vorteil,  dass 
die  Beobachtungen  niederen  Ranges  in  den  Zwischenzeiten,  wo  die  LuftrBeschafEenheit 
Beobachtungen  höheren  Banges  zu  machen  ohnehin  yerbietet,  ausgeführt  werden  können, 
indem  de  w^en  der  kleineren  Entfernungen  nicht  nur  leichter  gelingen,  sondern  auch 
bei  etwas  weniger  gflnslagen  Umständen  angestellt  werden  dürfen;  denn  es  liegt  auf 
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der  Hand,  dass  Netz-Beobachtungen,  deren  Fehler  anf  das  Gebiet  des  Netzes  beschränkt 
bleiben,  nicht  so  genaa  zn  sein  brauchen,  wie  Ketten-Beobachtongen,  deren  Fehler  sich 
über  das  ganze  Dreiecks-Sjstem,  soweit  es  noch  nicht  endgiltig  feststeht,  fortpflanzen, 
und  dass  ein  ähnliches  Verhältnis  zfdschen  den  Netz-  und  Zwischen-Beobachtungen 
besteht 

Bei  dieser  Anordnung  hängt  daher  die  zur  Erledigung  einer  Station  erforder- 
liche Zeit  äUein  von  der  daselbst  yorhandenen  höchsten  Bangklasse  ab,  dergestalt,  dass 
die  Beobachtungen  niederen  Banges  dabei  flberhaupt  nicht  mitsprechen.  Wollte  man 
dagegen  alle  Bichtungen  zusammenhängend  beobachten,  so  würde  man  genötigt  sein, 
alle  Beobachtungen  mit  der  für  die  höchste  Bangklasse  erforderlichen  Genauigkeit  aus- 
zuführen. 

Während  somit  eine  zweckmässige  Gliederung  der  Beobachtungen  Arbeits-Er- 
sparung  bedeutet,  nötigt  der  Mangel  einer  solchen  zur  Arbeits-Yergeudung. 

Noch  wichtiger  für  die  Ökonomie  der  Arbeit  ist  die  Auswahl  der  zu  beob- 
achtenden Bichtungen  in  einem  Netz  unter  allen  vorhandenen.  Abgesehen  davon,  dass 
diagonale  und  transversale  Bichtungen  gegenüber  denjenigen,  welche  den  besten  Bech- 
nungsweg  von  Dreieck  zu  Dreieck  vermitteln,  einen  geringen  Einfluss  auf  die  Punkt- 
Bestimmung,  und  oft  sogar  nur  den  Wert  einer  rohen  Eontrolle  haben,  kommt  in  Be- 
tracht, dass  ihre  Beobachtung  schwerer  gelingt,  weil  sie  die  längeren  sind.  Der  Be- 
obachter wird  also,  falls  sie  nicht  ausgeschlossen  oder  für  sich  beobachtet  werden, 
genötigt,  gerade  auf  diejenigen  Beobachtungen,  auf  die  es  am  wenigsten  ankommt,  die 
meiste  Zeit  —  und  oft  eine  kaum  erschwingliche  —  zu  verwenden,  oder  sich  bei  ihnen 
mit  einer  geringeren  Genauigkeit  zu  begnügen;  in  letzterem  Falle  muss  er  sich  aber 
gefallen  lassen,  dass  sie  die  übrigen  Beobachtungen  verderben,  da  in  der  Ausgleichung 
die  einen  von  den  anderen  sich  nicht  trennen  lassen  und  die  Zuteilung  verschiedener 
Gewichte  erhebliche  Bedenken  hat 

Über  Zeitaufwand,  Genauigkeit  sind  zu  dem  Wesemetz  (vgL  S.  129)  Angaben 
gemacht : 

Zur  Bestimmung  der  15  Netzpunkte  des  Wesemetzes  sind  4760  Einstellungen 
(sämtlich  nach  Heliotropen),  und  zur  Bestimmung  der  33  Zwischenpunkte,  3586  Ein- 
stellungen (davon  3247  nach  Heliotropen)  gemacht  worden. 

Hiermit  sind  beschäftigt  gewesen: 

im  Jahre  1886 :  eine  Sektion  162  Tage, 
,       j,      1887:  drei  Sektionen  bezw.  141,  136  und  74  Tage. 

Jede  Sektion  bestand  aus  1  Beobachter,  1  bis  2  Assistenten  und  10  bis  15 
konunandierten  Soldaten. 

Gleichzeitig  sind  von  diesem  Personal  alle  einstellbaren  Türme  je  6  mal  ange- 
schnitten und  aHe  Centrier-  und  Festlegungs-Arbeiten  ausgeführt  worden. 

Wie  aus  der  Karte  (S.  129)  zu  ersehen,  enthält  das  eigentliche  Netz  60  Be- 
dingungs-Gleichungen, abgesehen  von  16  örtlichen  Winkel-Gleichungen  auf  den  An- 
schluss-Stationen.  Es  kommen  somit  durchschnittlich  4  Netz-Bedingungen  auf  den 
Punkt  Die  Ausgleichung  ist  übrigens  nicht  nach  Bedingungs-Gleichnngen  (Correlaten), 
sondern  nach  Elementen,  und  zwar  nach  ebenen  rechtwinkligen  Goordinaten,  ausgeführt 
worden,  so  dass  anstatt  eines  Systems  von  60  nur  ein  solches  von  80  Normal-Gleich- 
ungen (da  15  Punkte  zu  bestinunen  waren)  gebildet  und  aufgelöst  zu  werden  brauchte. 
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Von  den  121  durch  die  Netx-Ansgleichnng  bestimmten  Richtungs-Yerbesserangen 
aind  6  grosser  als  1",  die  grOsste  hat  die  Bichtnng  Hüttenberg— Deister  mit  1,43'' 
erhalten.  Die  Bichtangs-Yerbesseningen  liefern  übrigens  kein  zutreffendes  Genanig- 
kdtsmass  für  die  Winkel-Bestimmung  im  Wesemetz,  da  der  ganze  Anschloss-Zwang 
in  ihnen  enthalten  ist.  Frei  von  letzterem  sind  dagegen  die  Schlnssfehler  der  38 
Dreiecke  und  nicht  in  Dreiecke  zerlegten  Vier-  und  Fünfecke,  in  denen  alle  Winkel 
gemessen  worden  sind.    Von  diesen  Schlossfehlem  (die  der  Vier-  und  Fünfecke,  den 

Ctewichts- Verhältnissen  entsprechend,  bzw.  mit  l/—  und  l/— multipliziert)  liegen: 

2  zwischen  2,5"  nnd  2,0" 
6        ,         2,0"     .     1,0^' 
30       ,         1,0"     „    0,0" 
Die  Summe  ihrer  Qaadrate  ist  27,22,  mithin  der  mittlere  Dreiecks-Schlussfehler: 


/ 


~ff  =  0.85", 


woraus  sich  der  mittlere  Fehler  eines  durch  Stations-Ausgleichung  bestimmten  Winkel- 
werte« gleich  0,85"  l/J-  =  0,49"  ergiebt. 


Fig.  8. 
MMMUb  1:1  1000000. 


Fig.  4. 
KMSStab  1:500000. 


(Erg&nznngen  zu  Fig.  L  8.  129.) 

Falkenberj  Brtllnflerberö 


WdUhmt 


Lühndt 


Sauberg 


Digitized  by 


Google 
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Die  Berechnimg  der  Mesrangen  geschieht  durchweg,  bis  zur  niedrigsten  Ord- 
nung herab,  nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate,  nnd  zwar  unter  yOUigem  Ab- 
sehlnss  der  nen  hinzukommenden  an  die  bereits  feststehenden  Teile,  so  dass  schliesslich 
ein  Hber  das  ganze  Land  ausgedehntes  widerspruchsfreies  Netz  Ton  dnrchschnittlicb 
20  Ponkten  anf  100  Qoadrat-Eilometer  entsteht. 

Die  beste  tSrbenlcht  der  Ketten  nnd  Netze  der  preuMltchen  Landee-Anfnabme  erbftlt  man 
am  den  8  Kartenbeilagen  In  1 : 2  000  000  zn  dem  neuesten  Band :  «Die  königlich  preuMlsche  Lande«- 
Trlangalation,  Hanptdreieoke  Vit  Teil,  Berlin  1895*.  Anch  Ist  dazu  nochmala  an  all  daa  zu  erin- 
nein,  was  dasn  bereits  in  onaerem  I.  Bande,  4.  Auflage  1895 ,  in  §  107—108.  g  181.  u.  a.  mitgeteilt  ist 

Im  Anschlnss  hieran  geben  wir  mit  Fig.  8.  und  Fig.  4.  S.  133  noch  zwei  weitere 
Veryollständignngen  des  Gesamt-Netzes  Ton  Fig.  1.  S.  129  nnd  zwar  in  der  Gegend 
der  Stadt  Hannoyer.  Fig.  3.  zeigt  die  Einschaltang  des  Aegidienturmes  in  Hannover 
in  das  Wesemetz,  zusammen  mit  Brelingerberg  und  Lfihnde. 

Nachdem  so  für  die  Stadt- Vermessung  von  Hannover  ein  Punkt  A^idius  fest- 
gelegt war,  wurde  noch  ein  zweiter  Punkt  Wasserturm  dazu  bestimmt,  wie  Fig.  4. 
in  doppeltem  Massstab  von  Fig.  8.  andeutet. 

Dabei  ist  Wasserturm  als  , Folgepunkt"  im  Anschluss  an  Äegidius  als  , Leit- 
punkt' gemessen  und  ausgeglichen,  wie  wir  des  näheren  in  der  .Zeitschr.  f.  Verm.* 
1889,  S.  1—14  mitgeteilt  haben  (vgl.  auch  Band  I,  4.  Aufl.  1895,  §  104.). 

Dieses  ist  zugleich  der  Nachweis  für  die  Basis  der  Hannoverschen  Stadt- Trian- 
gulierung,  welche  in  unserem  I.  Bande,  4.  Aufl.  1895,  S.  185.  und  in  unserem  11.  Bande, 
4.  Aufl.  1893,  S.  249  behandelt  worden  ist 

Zum  Schlüsse  von  §  21.  wollen  wir  noch  auf  S.  136  und  137  das  Netzbild  von 
einigen  der  neuesten  Messungen  I.  Ordnung  der  preussischen  Landes-Aufoahme  vor* 
fahren,  und  zwar  als  Wiederabdruck  aus  einer  Mitteilung  von  Oberstlieutenant  fxm 
Schmidt  in  der  »Zeitschr.  f.  Venu.  1894»,  S.  1—4,  8—9.     Es  sind  4  Teile: 

I.  Bheinisch-Hessische  Dreiecks-Eette, 
II.  Niederrheinisches  Dreiecks-Netz, 
III.  Belgischer  Anschluss, 
lY.  Südlicher  Niederländischer  Anschluss. 

Hier  ist  auch  (S.  136)  die  2513  m  lange  Bonner  Basis  mit  ihrem  einfachen  An- 
schluss-Netze  zu  sehen,  welches  zu  vergleichen  ist  mit  dem  alten  Bonner  Basisnetze 
von  1847,  das  wir  schon  im  I.  Bande,  4.  Aufl.  1895,  S.  514  vorgeführt  haben. 

Wir  wollen  auch  nochmals  zusammenfassen,  dass  ein  beträchtlicher  Teil  der 
neueren  Ketten  und  Netie  der  Landes-Aufnahme  nun  von  uns  vorgeführt  ist  in  fol- 
genden Stellen: 

Handb.  d.  Verm.  I.  Band,  4.  Aufl.  1895,  S.  280—281,  die  Eibkette, 

9       n       n  9  n  n      S.  400— 411,  Beispiel  III.  Ordnung, 

n       9       n  9  9  «      S.  415,  das  Schlesisch-Posensche  Netz, 

9       n       n  1,  •  9      S.  504—505,  Übersichtskarte, 

,        n       «  „  ,  9      S.  509,  Hann.-Sächs.  Kette  und  Netz, 

Hiezu  i.  vorlgd.  III.  Band,  4.  Aufl.  1896,  S.  129,  Wesemetz  mit  Umfangsketten, 
„  „  0  9  0      S.  136—137,  Niederrhein.  Netz  mit  Umfangs* 

ketten. 
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Mit  diesen  Netzbildem  kann  man  anch  die  Übersichtskarte  der  Hanpttriangola- 
tionen  des  Deutschen  Keiches  in  1 : 2  000  000,  welche  wir  frflher  in  dem  Werke  ,  Jordan- 
Steppes,  deutsches  Yermessnngswesen  1882'  herausgegeben  haben,  ziemlich  auf  den 
heutigen  Stand  ergänzen. 

§  22.    Seiten-Befraktion. 

Bei  den  Unregelmftssigkeiten  der  W&rme-Yerteilung  in  der  Atmosph&re,  ent- 
sprechend der  ungleichen  Wärme-Ausstrahlung  der  Erdoberfläche  (Wasser  und  Land, 
Wälder  und  Sand  u.  s.  w.)f  ist  es  an  sich  wahrscheinlich,  dass  die  Lichtstrahlen  in  der 
Atmosphäre  nicht  nur  nach  der  Hohe  abgelenkt  werden,  sondern  auch  seitlich  kleine 
Refraktionen  erleiden. 

Wenn  s.  B.  ein  Heliotropenlicht  im  Femrohr  nicht  als  ein  Punkt,  sondern  als 
ein  Lichtfleck  von  60^'  Durchmesser  erscheint,  so  haben  jedenfalls  die  seitlichen  Licht- 
teile seitliche  Brechungen  von  ±  30"  erfahren,  und  ob  das  Intensitäts-Zentrum  des 
Lichtflecks,  auf  welches  die  Fadenmitte  eingestellt  wird,  allein  sich  in  einer  vertikalen 
Ebene  fortgepflanzt  hat,  kann  man  nicht  sicher  wissen. 

Wichtiger  als  solche  Überlegungen  sind  Beolxnchtungen  y  zu  denen  wir  nun 
übergehen. 

J.  Struves  Beobachtungen,  1829. 

Struve  hat  schon  im  Jahre  1829  im  7.  Bande  der  «astronom.  Nachr."  S.  891 
bis  395,  Seiten -Refraktionen  yermutet  aus  dem  Umstand,  dass  der  Widerspruch  w  der 
Winkelsummen  a-{-ß-\-y  gegen  180®-+sphär.  Excess,  bei  Dreiecken  mit  kurzen 
Seiten  im  allgemeinen  günstiger  ausflel,  als  bei  langen  Seiten.  Struye  ordnete  die 
31  Dreiecke  seiner  Gradmessung  in  den  Ostsee-Provinzen  Russlands  nach  der  GrOsse 
des  Umfangs  8  =  a-{-h'\-e,  wo  a,  h  und  c  die  drei  Seiten  sind,  und  fand  folgende 
Werte  tr  =  a  +  i^f +  y  — (180«»  +  e): 

Nr.         S  w  Vr,         S  w  "Sr,         S  w 


(!) 


1. 

Wm 

+  0,50" 

U. 

68*-  +  1.09" 

2L 

98tai 

—  0.16' 

2. 

28 

-1.86 

12. 

66 

-0,55 

22. 

98 

-1.16 

8. 

88 

-0,50 

13. 

80 

—  0,55 

28. 

100 

+  1,82 

4. 

48 

+  0,46 

14. 

80 

+  0.18 

24. 

100 

-0.13 

6. 

48 

+  0,45 

15. 

84 

—  0,19 

25. 

102 

+  0.08 

6. 

49 

+  0,22 

16. 

88 

-0.26 

26. 

111 

-0,28 

7. 

51 

—  0,33 

17. 

80 

+  2,18 

27. 

118 

-1,48 

8. 

57 

-0.46 

18. 

94 

—  0.51 

2a 

116 

+  1.40 

9. 

58 

-0,15 

19. 

95 

—  1.08 

29. 

122 

-0,14 

10. 

59 

-0,61 

20. 

97 

-1.15 

80. 
31. 

129 
129 

+  1,08 
+  2,81 

Diese  Zahlen  to  zeigen  allerdings  eine  gewisse  Zxmahme  bei  wachsendem  um- 
fang 8,  Um  diese  Zunahme  durch  Seiten-Refraktion  zu  erklären,  machte  8truve  zuerst 
die  Annahme,  dass  diese  Retraktion  proportional  der  Quadratwurzel  der  Sichtweite  8 
wirke.  Wenn  die  seitliche  Ablenkung  stetig  wie  die  Höhenablenkung  wirkte,  so 
müsste  man  wie  bei  letzterer  einen  Ablenkungs- Winkel  proportional  a  selbst  annehmen ; 
da  aber  eine  solche  stetige  Ablenkung  längs  der  ganzen  Sichtweite  8  jedenfalls  nicht 
besteht,  sondern  vielmehr  zahlreiche  kleinere  sich  teils  häufende,  teils  auch  wieder 
aufhebende  Ablenkungen  wahrscheinlich  sind,  so  ist  diese  8truve sehe  Annahme,  pro- 
portional mit  y~8,  an  sich  ganz  am  Platz.    Aber  ein  Rechnungs- Versuch  mit  dieser 
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Rheinisch  -Hessische  Dreiecks =Kette. 

Mederrheinisches  Dreiecks  »Netz 
und  — ^^' 

Südliclier  Niederländischer  Anschluss. 


vte. 


Mafsstab  =1:1000000 
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Annahme  gab  einen  inneren  Widerspruch,  weshalb  ein  Versnch  in  anderer  Form 
gemacht  wnrde,  so  dass  der  mittlere  Fehler  m  eines  Winkels  mit  den  Schenkel-L&ngen 
a  und  h  Yon  Stmye  so  dargestellt  wnrde: 

ma  =  «2  +  *«(a»  +  52)  (2) 

also:  u;2  =  3e2-|-2Jk2(a«  +  62  +  <j2)  (3) 

Ans  den  in  dieser  Form  gefQhrten  Stmye  sehen  Berechnongen  haben  wir  die 
Formel  gebildet: 

w  =  )/0,1522+ (0,01285)«  =  Vfi^+a^  (4) 

Dabei  ist  m  der  mittlere  Fehler  einer  beobachteten  Richtung,  fi  =  0,152"  der 
mittlere  reine  Theodolit-Messungsfehler  und  a  =  0,0128  S  der  Einfluss  der  Seiten- 
Refraktion. 

Zur  Übersicht  ist  hiemach  berechnet: 


s 

M 

tf 

m 

Gkm 

±0,16" 

±0,00" 

±0,15' 

30 

0.15 

0,26 

0,80 

40 

0,15 

0,51 

0,68 

60 

0,15 

0,77 

0,78 

80 

0,16 

1.02 

1,03 

100 

0,15 

1,28 

1,29 

11.  Pfaffs  Jahresreihe  der  Seiten-Eefraiktion, 

Dr.  Pfaff,  Professor  der  Mineralogie  in  Erlangen,  hat  eine  ganze  durchlaufende 
Jahresreihe  von  Beobachtungen  horizontaler  Winkel  in  Hinsicht  auf  seitliche  Strahlen- 
Brechung  angestellt.  Mitteilungen  hierüber  sind  gemacht  von  Bauemfeind  in  den 
Sitzungs-Berichten  der  ,math.  phys.  Kl.  d.  k.  bayer.  Akademie  d.  Wiss.  zu  München'', 
1872,  S.  147—162  und  im  Auszug  in  der  Publ.  d.  königl.  preuss.  geod.  Instituts: 
.Der  Einfluss  der  Lateral-Refraktion  u.  s.  w.«  von  Fischer,  Berlin  1882. 

Flg.  1.  Die  Lage  des  Beobachtungs-Punktes  und  der  drei  Ziel- 

Raiffenbero  P^°^*®  ^*  ^  ^^-  ^-  angegeben.  Raiflfenberg  und  Kalchreuth 
sind  die  Haupt-Zielpunkte  in  19*"  und  11*"  Entfemung,  und 
dazu  ist  noch  eine  nahe  gelegene  Marke  in  nur  283*  Ent- 
femung genommen. 

Ffir  diese  drei  Zielpunkte  sind  in  der  Zeit  von  No- 

fernher  1870  bis  Oktober  1871  je  93  Messungen  mit  einem 

!^'>?^^vA  20«"-Bepetitions-Theodolit  von  Ertel  gemacht;  allerdings  sehr 

vTS)    n  ^1^  ungleich  verteilt,  mit  Lücken  im  Januar  bis  April,  welche 

Kawnre   n     ^i^^^  ^^j^  ^^^  jährliche  Periode  wahmehmen  lassen. 

Li  unserer  vorigen  Auflage,  IIL  Band,  3.  Aufl.  1890,  S.  153—154  hatten  wir 
einen  Auszug  der  Pfaff  sehen  Messungen  mitgeteilt,  wovon  jetzt  abgesehen  wird,  weil 
die  darauf  zu  gründenden  Schlüsse  über  Seiten-Refraktion  sehr  unsicher  sind. 

III,  Bauemfeinds  Beobachtungen  über  Seiten- Refraktion, 

Aus  dem  Werke  «Ergebnisse  aus  Beobachtungen  der  terrestrischen  Refraktion 
von  Carl  Max  v.  Bauemfeind,  erste  Mitteilung,  München  1880',  S.  48-— 65,  entnehmen 
wir  mit  Bezugnahme  auf  Fig.  2.  und  8.  (S.  139)  folgendes : 
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Auf  dem  Ponkte  Dobra  be&nd  sich  ein  Ertel  scher  Höhenkreis  mit  Fernrohr, 
fest  aafg«stellt,  mit  welchem  4  Zielpunkte  N^  II,  lU,  IV  (Fig.  3.)  in  nahezu  gerader 
lioie  beobachtet  wurden.  Diese  4  Zielpunkte  erschienen  gemeinsam  im  Gesichtsfeld 
des  Femrohrs,  so  dass  die  Horizontal-Winkel,  stets  auf  den  Nullpunkt  i\r  bezogen, 
durch  ein  Okular-Mikrometer  sehr  gmau  gemessen  werden  konnten.  Das  Gesichtsfeld 
des  Fernrohrs  mit  den  4  Zielpunkten  ist  in  Fig.  2.  angedeutet,  ohne  ümkehrung,  so 
dass  der  Punkt  N,  welcher  der  tiefste  ist,  unten  erscheint. 


Flg.  8. 

Gesichtsfeld  des  Fenirohrs 

In  Ddbrs. 


Plg.  8. 
Lsgeplan  a-' 1000  000.) 


Hohen 

795-  über  N.  N. 

0- 

619 

—  176- 

604 

—  191- 

765 

—   30- 

Oohsenkopf 

Die  Entfernungen  und  Hohen  der  Punkte  waren  : 
Punkt  Entfernung 

Döbra  I  0- 

N  9  921- 

U  16766- 

UI  28  701- 

Kapellenberg  IV  47  958- 

In  dieser  Weise  wurden  die  Horizontalwinkel  in  durchlaufenden  Tagesreihen 
Tags  mit  Heliotropen,  Nachts  mit  Lampenlicht,  gemessen,  im  ganzen  an  12  Tagen 
zwischen  Juni  und  September  1877,  sowie  zwischen  August  und  September  1878. 

Das  Ergebnis  war  für  Seiten-Refraktion  ein  negatives,  indem  (nach  Elimination 
einer  Mikrometer-Verdrehung)  keine  ausserhalb  der  Messungs-Genauigkeit  liegenden 
seitlichen  Abweichungen  sich  fanden. 

TV.  DreieckssMüsae  der  sächsischen  Triangulierung, 
Bei  der  Triangulierung  des  Königreichs  Sachsen,  welche  wir  in  unserem  I.  Bande, 
4.  Auflage  1895,  S.  140  beschrieben  haben,  bat  sich  ergeben  (S.  550  unseres  Berichtes 
und  S.  102  des  amtlichen  Werkes),  dass  die  grOssten  Dreiecke  gute  Schlüsse  zeigten, 
was  durch  den  Umstand  erklärt  wird,  dass  lange  Sichten  stets  hoch  über  den  Boden 
weggehen  und  deswegen  yon  Seiten-Refraktion  weniger  zu  leiden  haben  als  kurze  und 
niedere  Sichten. 

F.  Fischers  Vergleichung  der  preussischen  TriangisUerungen, 
Sektions-Chef  Fischer  im  geodätischen  Institut  hat  im  Jahre  1882  veröffentlicht : 
yPabHbition  des  königlich  preussischen  geodätischen  Instituts.  Der  Einfluss  der  Lateral- 
Refraktion  auf  das  Messen  von  Horizontal  winkeln.    Berlin  1882"'  (Bericht  hierüber  s. 
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„Zeitschr.  f.  Verm.  1884*,  S.  79—81).  Es  wurden  von  den  prenssischen  Triangolier- 
nngB-Aosgleichungen,  Gradmessnng  in  Ostprenssen,  Kflsten-Vermessong  n.  s.  w.  bis  zum 
rheinischen  und  hessischen  Dreiecksnetz  die  sämtlichen  Netz- Verbesserangen  in  der 
Form  Ton  Bichtnngs-Yerbessenmgen  (mit  Hilfe  der  Bessel  sehen  Nnllpnnkts-Eorrek- 
tionen,  ygU  Band  I,  §  74)  dargestellt,  nnd,  in  der  Zahl  1434,  nach  der  Grosse  der 
Sichtweiten  8  geordnet,  wie  folgende  Znsammenstellnng  zeigt,  in  welcher  m  den  Mittel- 
wert der  fraglichen  Bichtnngs-Verbesserangen  in  der  Gruppe  mit  der  durchschnittlichen 
Sichtweite  8,  und  p  die  jeweilige  Zahl  in  einer  Gruppe  bedeutet. 
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[p]  =  1434 


Eine  zusammenfassende  Vergleichs-Berechnung  ist  yon  dem  Urheber  dieser 
Sammlung  nicht  gegeben.  Wir  haben  daher  zunächst  diese  Zahlen  m  und  8  in  Fig.  4. 
graphisch  dargestellt;  man  sieht  daraus,  da  die  Eurre  jedenfalls  nach  oben  konkav 
verläuft,  dass  ^eine  Annahme,  wie  sie  auch  Struve  zuerst  versuchte,  das  Anwachsen 
von  m  in  Beziehung  zu  V^zu  setzen,  nicht  durchzufflhreu  ist. 

Flg.  4. 
Bichtongtfehler  als  Funktion  der  Entfernung. 


105       115 
Kilometer 

Wir  haben  daher  drei  andere  Ausgleichungs- Versuche  gemacht,  wobei  immer 
die  Gruppenzahlen  p  als  Gewichte  im  gewöhnlichen  Sinne  genommen  wurden: 

1)  w  =  0,208"  -(-  0,0016  8 

2)  m  =  0,232"  h-  (0,0415  5)2 

3)  m  =  yö,2372  +  (0,00263  S)«  =  V^iiä  +  ää 

In  Bezog  auf  die  Quadratsumme  der  übrig  bleibenden  Fehler  sind  alle  diese  3 
Formen  nahezu  gleich;  im  übrigen  hat  die  dritte  Form  am  meisten  für  sich;  dieselbe 
giebt  folgendes: 
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0.018" 
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0,066 
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45 
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0,171 

0,292 

0308 

—  0,016 
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0,197 
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85 

18 
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0,361 
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95 

12 
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0.250 

0344 

0322 

-0^78 
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6 
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0,276 

0364 

0347 

+  0,017 
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4 

0.237 

0302 

0,384 

0338 

+  0,146 

1484 

Za  Fig.  4.  ist  über  die  drei  letzten  Werte  für  95,  105  und  115^,  welche  zn- 
sammen  nnr  22  mal  (oder  1,5%)  vorkommen,  za  bemerken,  dass  dieses  wohl  nur  Za- 
fiills-Werte  sind,  welche  das  bis  85^  schon  yerlanfende  Gesetz  nicht  stOren. 

Im  übrigen  kann  man  nun  sagen,  dass  nach  den  50  jährigen  Gesamt-Erfahnmgen 
der  preossiBchen  Triangolierangen,  weite  Sichten  im  allgemeinen  ungenauer  sind  als 
kune.  Ob  der  Qrund  hievon  in  eigentlicher  sogen.  Seiten-Refraktion  liegt,  oder  nur 
darin,  dass  weite  Sichten  selten  und  nur  undeutlich  zu  beobachten  sind,  ist  für  die 
darauf  zu  gründenden  praktischen  Folgerungen  zunächst  gleichgiltig. 

Wenn  man  noch  überlegt,  ob  die  grossere  Netz-Unsicherheit  bei  langen  Sichten 
daher  rührt,  dass  diese  Sichten  selten  zu  erlangen  waren,  und  deswegen  mit  geringeren 
Ansehmttsiahlen  in  die  Ausgleichung  eingingen,  so  müssten  die  älteren  Richtungs- 
Messungen,  bei  welchen  ein  fester  Plan  der  Messungs- Anordnung  nicht  yorhanden  war, 
Ton  den  neueren  Winkel-Messungen  in  allen  Kombinationen,  unterschieden  werden; 
reduziert  man  aber  auf  gleichen  Zeit-  oder  Arbeits- Aufwand,  so  kommen  die  langen 
Sichten  jedenÜEdls  in  den  Nachteil. 

In  unaerer  Torigcn  Anfltge,  UL  Band,  1896,  8.  Aufl.  S.  156—169 ,  haben  wir  aaoh  eine  phjel- 
koliMhe  Tksorit  der  Selten-Befroktion  verencht,  auf  welche  Im  Falle  weiteren  Beobaohtonga-Material» 
snröokznkonunen  wäre. 

Grösse  der  Theodolite. 

Indem  mit  diesem  §  22.  über  Seiten-Refraktionen  alles,  was  auf  Winkelmessung 
Bezug  hat,  abgeschlossen  wird,  kann  hier  noch  ein  Nachtrag  zu  §  5.  und  überhaupt 
auch  zu  unserem  11.  Band,  4.  Aufl.  1893,  Kap.  VI  und  Kap.  VIII  gebracht  werden, 
nämlich  betreffend  die  Grosse  der  Theodolite,  mit  Ereisdurchmesser-Wahl  zwischen 
10~  und  40~. 

Die  trigonometrische  Abteilung  der  preussischen  Landesaufiiahme  hat  die  in 
unserem  n.  Bande,  4.  Aufl.  1893,  S.  182—188  abgebildeten  Instrumente  in  folgenden 
GrOssenyerhältnissen : 

Für  Triangulierung    L  Ordnung  Fig.  18.  S.  182  mit  35**  und  27*"  Kreisdurchmesser, 
IL  21«* 

m.         ,  ,     14.  ,  183     ,     14- 

Die  Hannoyersche  Stadt-Triangulierung,  welche  in  unserem  I.  Bande,  4.  Aufl. 
1895,  §  60.  mitgeteilt  ist,  mit  einem  mittleren  Fehler  einer  Netzrichtung  =  +  l,''Ot 
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(I.  Band,  1895,  S.  195)  ist  mit  den  kleinen  IS*«-,  14«"-Theodoliten  von  Band  H  1898, 
S.  183  nnd  S.  184  aosgeftUirt,  mit  je  12  Sätzen  im  Hanptnetz  (Band  I,  S.  185)  nnd 
je  4  Sätzen  in  den  Ponkteinschaltnngen  (Band  I,  S.  400—401).  Andere  Stadtver- 
messnngen  haben  teilweise  grossere  Instramente,  z.  B.  Berlin  (^Zeitschr.  f.  Yerm.'  1881, 
S.  13)  ein  27«"-Theodolit  und  2  kleinere  14«"-In8tnimente ,  beide  mit  Nonien, 
Strassburg  (»Zeitschr.  f.  Verm.«  1893,  S.  130)  ein  21*"-Mikroskop-Theodolit  und  ein 
14,5«»-Nonien-Theodolit,  Leipzig  (»Zeitschr.  f.  Verm.«  1895,  S.  104)  ein  32--Theo- 
dolit  und  ein  IG'^-Theodolit,  beide  mit  Mikroskopen. 

Über  die  Grosse  der  Theodolite,  bzw.  ob  man  zu  gewissen  Zwecken  mit  kleinen 
Instrumenten  ausreichen  kann,  welche  natürlich  für  Transport  und  Handhabung  die 
Bequemsten  sind,  hat  auf  der  Versammlung  des  Deutschen  Geometer-Vereins  1895  in 
Bonn  eine  Erörterung  stattgefunden,  über  welche  in  der  „Zeitschr.  f.  Verm.'*  1895 
S.  496  und  ausführlicher  in  den  Mitteilungen  des  Mecklenburgischen  Geometer-Vereins 
1895  S.  5— 7  berichtet  wird.  An  letztere  SteUe  giebt  Kammeringenieur  Vogeler  noch 
einige  weitere  Angaben  hinzu.    Wir  drucken  dieses  im  wesentlichen  hier  ab: 

Prof.  KoU  trag  vor:  «E«  h&t  «ich  bei  den  trlgonometriachen  Arbeiten  der  prenaeisohen 
KatMterrerwaltnng  ganz  eicher  ergeben,  due  eine,  allen  Anforderungen  yollanf  genügende  Trian- 
gnlatlon  L  und  IL  Ordnung  mit  kleinen  5  zölligen  (18,6«")  Sohranbenmfkroskop-Tbeodoliten  bei 
nur  12  maliger  Beobaohtnng  der  Richtungen  in  I.  Ordnung  und  8  maliger  Beobachtungen  n.  Ordnung 
auageführt  werden  kann.**— 

Eammerlngenieur  Vogeltr  entgegnete  hierauf:  In  Mecklenburg  wird  zur  Zeit  die  Triangu- 
lierung  des  Netzes  II.  und  III.  Ordnung  beacbaATt,  wobei  wir  8  zöllige  (21,5«»)  Mikroskop -Theodolite 
verwenden.  Wir  haben  seit  30  Jahren  in  Mecklenburg  für  die  Zwecke  der  Kleintriangulierang  die- 
selben kleinen  Instrumente  von  nur  18,5«*»  im  Gebrauch«  wie  die  vorher  genannten,  wir  wissen  auch 
sehr  wohl,  dass  man  mit  diesen  Theodoliten  sehr  genau  messen  kann,  aber  trotcdem  haben  wir 
uns  entschlossen,  neue  grössere  Instrumente  anzuschaffen. 

Wir  halten  schon  auf  unserer  Qeometer- Versammlung  1891  in  Berlin  erfahren,  wie  günstige 
Besultate  mit  den  fünfzölligen  Theodoliten  in  der  Kataster- Verwaltung  gemacht  worden  seien,  nnd 
welter,  dass  diese  Erfahrungen  niedergelegt  seien  in  dem  Werke  „Die  Verbindungs-Trlangnlation 
zwischen  dem  Rheinischen  Dreiecksnetze  und  der  Triangulation  des  Dortmunder  Kohlenreriera", 
welches  von  Herrn  Professor  Dr.  Reinhertz  herausgegeben  ist  Wir  haben  dieses  Werk  eingehend 
studiert  und  gefunden,  dass  die  Erfahrungen  sich  nur  auf  wenige  trigonometrische  Punkte  stützen, 
die  man  in  den  Jahren  1881  bis  1888  gemessen  hat.  Es  sind  dieses  die  Erfahrungen  von  zwei  Tri- 
gonometern  mit  einem  Instrumente.  Es  mag  sein,  dass  gerade  dieses  Instrument  besonders  lelstnngs- 
fthlg  gewesen  ist;  denn  nach  8.  31  der  Verbindungs-Triangulation  betrigt  der  mittlere  Feiler  einer 
Richtung  ±  2,01"  (mit  Messung  in  zwei  Femrohrlagen).  Nach  unseren  Erfahrungen  und  den  Er- 
fahrungen anderer  Trigonometer  mit  verschiedenen  Instrumenten  kann  nutn  die  durchschnittli<^e 
Leistungsfähigkeit  fünfzölliger  Mikroskop-Theodolite  auf  einen  mittleren  Richtungsfehler  von  8~ 
bis  4"  veranschlagen,  w&hrend  die  achtzölligen  Theodolite  nur  etwa  einen  Fehler  von  1,6"  bis  8" 
erwarten  lassen.  Dies  heisst  aber  mit  andern  Worten,  dass  man  mit  einem  fünfzölligen  Instrument 
einen  Winkel  viermal  so  oft  beobachten  muss,  wie  mit  einem  achtzölligen  Instrument,  wenn  man 
dieselbe  Genauigkeit  erreichen  will.  Bei  der  Triangulierung  eines  Netzes  II.  und  m.  Ordnung  hat 
man  mit  Entfernungen  von  8  bis  4  Kilometer  zu  thun;  hier  gilt  es,  die  günstigsten  Beleuchtungs- 
verhUtnisse  auszunützen  und  durch  wenige  Beobachtungen  schon  gute  Resultate  zu  erzielen.  Ba 
ist  hier  also  ein  leistungsfähiges  Instrument,  nnd  besonders  ein  Instrument  mit  starkem  Fernrohr 
am  Platze.  Auch  durch  den  Transport  des  grösseren  Instruments  werden  die  Arbeiten  nicht  ver- 
teuert, denn  bei  einer  Triangulierung  II.  und  ni.  Ordnung  hat  man  einen  grossen  Apparat  an 
Geräten  mitzunehmen  und  Entfernungen  von  3—4*«  von  einem  Punkt  zum  andern  zurückzulegen, 
daher  ist  ein  Wagen  unbedingt  erforderlich.  Wir  haben  bei  der  Neuanschafl^ing  von  Instrnmenten 
uns  nach  den  langjährigen  Erfahrungen  gerichtet,  die  man  bei  der  preussischen  Landes-Anfiialune 
gemacht  hat.  Diese  Behörde  verwendet  für  die  Triangulierung  IL  Ordnung  einen  achtzölligen 
Theodolit  (abgebildet  in  unserem  IL  Bande,  1895,  4.  Aufl.  S.  182)  und  zwei  ebensolche  Instrumente 
sind  in  Mecklenburg  Jetzt  im  Gebrauch.  Ein  Sektions-Chef  des  geodätlsohen  Instituts,  welcher 
grosse  Erfahrung  in  Haupttriangullerungen  besitzt,  hat  sich  über  diese  Instrumentanfrage  so  fti»- 
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Kesprochen:  Bei  aUen  Theodoliten  steht  die  Grösse  des  Fernrohrs  mit  der  Or6sse  des  Kreises  in 
einem  gewissen  VerhUtnisse.  Wenn  nun  ein  gutes  Femrohr  för  Trlsngaliemngen  Ton  Netsen  L  und 
IL  Ordnung  durohsus  am  Platze  ist,  so  wird  die  ganze  Eonstrulction  des  Theodolits  hierdurch  schon 
wesentlich  bedingt,  dann  wird  man  aber  dieses  Instrument  nicht  mit  einem  ganz  kleinen  Kreise 
auarAsten  lassen;  denn  im  allgemeinen  wird  ja  auch  der  grössere  Kreis  der  besser  geteilte  sein 
und  eine  grössere  Ablesungsgenauigkeit  gestatten. 

Soweit  der  Mecklenburgische  Bericht  über  die  Bonner  Verhandlungen,  den  wir 
im  wesentlichen  abgedruckt  haben.  Im  übrigen  kann  noch  aus  unseren  eigenen 
Messungen  mit  13«'"-Theodoliten  aus  .Zeitschr.  f.  Verm.*  1892,  S.  26  ein  mittlerer 
Richtungsmessungsfehler  von  +  2,31''  berichtet  werden  (Messung  in  zwei  Femrohr- 
lagen mit  zusammen  vier  Ablesungen,  wie  auch  im  Vorstehenden  stets  angenommen  ist). 

Es  mag  auch  aus  Beinhertz  «Verbindnngs-Triangulation*  S.  33  noch  citiert 
werden,  dass  abgesehen  von  Teilungsfehlem  das  zehnzöllige  Instrument  der  Landes- 
Au&ahme  ein  etwa  zehnmal  so  grosses  Gewicht  liefert,  wie  das  zur  Verbindungs- 
Triangulation  benützte  fÜnfzGllige. 

Aus  der  ,Zeitschr.  f.  Instmmentenkunde"  1892,  S.  104—105  entnehmen  wir 
yüber  die  Leistung  eines  kleinen  Instmmentes*,  dass  bereits  Stmve  darauf  hingewiesen 
hat,  dass  kleine  Instrumente  verhältniamässig  genauere  Besultate  liefern  als  grosse, 
und  dass  astronomische  Messungen  mit  17,5«^Ereisen  unerwartet  günstige  Ergebnisse 
lieferten. 

Fassen  wir  alles  dieses  zusammen,  so  kann  man  wohl  sagen,  dass  manche 
Praktiker  mit  teuren  und  grossen  Instmmenten  unnötig  Torgehen,  z.  B.  Stadtpolygon- 
züge mit  25'*-lGkroskop-Theodolit  («Zeitschr.  t  Verm.'  1888,  S.  78),  dass  aber  die 
auf  der  Bonner  Versammlung  aufgesteUte  Behauptung,  für  Triangulierung  I.  Ordnung 
seien  fün&Ollige  Theodolite  (13,5"^)  ausreichend  und  zweckmässig,  mit  den  dafür  yor- 
gebrachten  Messungsergebnissen  noch  nicht  begründet  ist. 


§  23.    Genauigkeit  nnd  Geschwindigkeit  der  Basisraessnng. 

Über  die  Leistungsfähigkeit  der  in  den  früheren  §  9—15.  behandelten  Basismess- 
Einrichtungen  haben  wir  yerschiedene  Angaben  gesammelt,  welche  im  Folgenden  zu- 
sammengestellt sind. 

Die  Fehler  der  Basismessungen  sind  wesentlich  zweierlei  Art,  erstens  unregel- 
mässige von  der  Handhabung  der  Apparate  u.  s.  w.  herrührende  Fehler,  Ton  denen 
man  gewöhnlich  annimmt,  dass  sie  proportional  der  Quadratwurzel  der  Länge  wachsen, 
und  zweitens  regelmässige  mit  der  gemessenen  Länge  selbst  anwachsende  Fehler,  zu 
welchen  vor  allem  die  Mass-Unsicherheiten  der  gebrauchten  Massstäbe  selbst  gehören. 

Man  wird  im  allgemeinen  annehmen  können,  dass  die  regelmässigen  Fehler  im 
Gesamtergebnis  überwiegen,  indessen  sind  sie  schwer  zu  bestimmen  (und  wahrscheinlich 
sind  dieselben  oft  unterschätzt  worden). 

Leichter  und  sicherer  zu  bestimmen  sind  die  unregelmässigen  Fehler,  mit  welchen 
wir  uns  nun  zuerst  beschäfidgen  wollen.  Man  findet  diese  Fehler  durch  Mestungs- 
Wiederholungen. 

Besonders  wichtig  ist  hiebei  die  Doppelmessung  einer  Linie  in  verschiedenen 
Teilstrecken. 
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Man  habe  hiefttr  folgendes: 

Strecke  Si  gebe  die  Dififerenz  hin  und  her  di 

»      *»     »      »  »  ff  ^ 

Daraus  bildet  man  die  mittlere  Differenz  nach  Band  I,  4.  Aufl.  1895,  §  11. 

oder  den  mittleren  Fehler  einer  Messung  der  Längen-Einheit  (1*^): 


D  ^/l  fdd-i 


(1) 


Damit  hat  man  auch  den  mittleren  Fehler  des  Mittels  aus  zwei  Messungen  der 
Lftngen-Einheit :  .    

oder  den  mittleren  Fehler  des  Mittels  aus  zwei  Messungen  einer  Lftnge  L: 


«  =  -/x-  =  i/fI^' 


(8) 

Die  Doppelmessungs-Ergebnisse  der  Basis  der  Gradmessung  in  Ostpreussen  Ton 
1834  haben  wir  bereits  in  (30)  unten  auf  S.  76  mitgeteilt  und  die  Anwendung  der 
vorstehenden  Formeln  (1)— (3)  auf  dieses  schon  mehrfach  von  uns  benützte  klassische^ 
Beispiel  der  Gradmessung  in  Ostpreussen  haben  wir  bereits  in  unserem  L  Bande» 
4.  Aufl.  1895,  S.  38  gezeigt. 

Wenn  alle  Teilstrecken  si  62* ••  nahezu  gleich  sind,  so  braucht  man  die  Quo- 
tienten  diYs  bzw.  d^is  nicht  einzeln  auszurechnen. 

Als  Beispiel  fQr  gleiche  Strecken,  jedoch  fOr  dreifache  Messung  aller  Teilstrecken  > 
nehmen  wir  die  schweizerische  Basismessung  Ton  Aarberg  mit  dem  spanischen  Apparat 
(▼gl.  S  13.  S.  89): 


strecke 

HeHnngl 

Messimg  II 

Messang  lU 

Mittel 

*t 

400,0870« 

400.0864« 

400.0870» 

400.0868« 

*« 

400.0890 

400.0688 

400.0879 

400.0384 

«• 

400.0388 

400.0382 

400.0388 

400.0884 

»% 

400.0670 

400.0580 

400,0684 

400,0678 

U 

400.0358 

400.0856 

400.0358 

400,0354 

U 

899.9046 

890.9044 

890.9048 

899.9044 

Summe 


2400.1110 


2400.1109 


2400,1117 


2400,1112 


Nun  bildet  man  die  sämtlichen  18  Differenzen  v  zwischen  den  Streckenmitteln 
und  den  Einzelmessungen,  mit  Quersummen  [v]  =  0  zur  Probe,  worauf  die  Quadrate 
t^  sich  ergeben: 


1. 
2. 
3. 
4. 
5. 
6. 


V 

«2 

V 

r« 

V 

t?2 

M 

(   -0,2-- 

'  0,04 

+  0,4- 

•  0,16 

—  0.2- 

•  0,04 

0.0"' 

'   —0,6 

0,36 

-hO.l 

0,01 

+  0,5 

0.25 

0,0 

+  0,1 

0,01 

H-0,2 

0,04 

-0,4 

0,16 

-0,1 

-h0,8 

0,64 

-0,2 

0,04 

—  0,6 

0,36 

0,0 

-+-0,2 

0,04 

-0,2 

0,04 

-f-0.1 

0,01    , 

-+-0,1 

-0,1 

0,01 
1,10 

0,0 

0,00 
0,29^ 

-^0,1 

0,01 
0,83 

0,0 

2,22  =  [p8] 
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Der  mittlere  Fehler  einer  Messung  einer  Strecke  von  rund  0,4*^  wird  hiemach : 

Hiebei  ist  mit  a  die  Wiederholungszahl  der  Strecken-Messung  bezeichnet,  also 
in  diesem  Falle  a  =  8.  Weiter  berechnet  man  den  mittleren  Fehler  einer  Messung 
Ton  1**,  da  s  =  0,4**  ist: 

m  =  mi  j/^^  =  ±  0,68—  (6) 

Auch  hat  man  den  mittleren  Fehler  der  8  fach  wiederholten  Messung  der  Ge- 
samtlänge von  2,4*": 

Jtf=  T/Mm  =  ±0,6l—  (6) 

Man  wird  hiemach  das  Gesamtergebnis  schreiben: 
L  =  2400,1112«  ±  0,0061- 
Wenn  hier  die  Strecken  s  nicht  alle  gleich  wären,  so  mflsste  man  nicht  bloss 
V  und  «2,  sondern  auch  alle  Werte  «:>/«  bzw.  v^is  bilden,  und  dann  rechnen: 


Sind  alle  8  gleich,  so  stimmt  das  mit  (5)  und  (6)  überein. 

Nach  diesen  Formeln,  welche  zur  Berechnung  des  mittleren  unregelmftssigen 
Basismessungs-Fehlers  aus  Messungs- Wiederholungen  dienen,  geben  wir  im  Folgenden 
eine  Reihe  von  Beispielen  hiefdr,  wobei  immer  m  den  mittleren  unregelm&ssigen  (aus 
Wiederbolxmgen  berechneten)  Fehler  einer  Messung  von  1  Kilometer  Länge,  bedeutet. 

1786.  Basis  von  Yarouqui  in  Peru,  2  Messungen  mit  hölzernen  15  oder  20 
Fuis  langen  Latten  (La  Condamine  Mesure  des  trois  premiers  degräs  dans  Themisphdre 
auftrale,  Paris  1751,  S.  5)  ,nous  nous  accordämes  ä  moins  de  trois  pouces  prds  sur 
une  longueur  de  6278  toises.*  Dieses  giebt  81,21*"*  auf  12,226*-  doppelt  gemessen 
oder  den  mittleren  Fehler  für  eine  Messung  von  1*-: m  =  ±16,42—. 

1786.  Basis  von  Tomea  in  Lappland,  2  Messungen  mit  holzemen  Latten, 
7407  Toisen,  Differenz  4  Zoll.  (Astr.  Nachr.  6.  Band,  1828,  S.  20.)  Dieses  giebt 
20,152—  auf  14,486*-  oder m  =  ±  20,15—, 

1789.  Nachmessung  der  Pieardsohen  Basis  von  Juvisy,  durch  Cassini  (Base 
du  wjstkme  mätrique,  lU,  S.  505),  Basis  Ton  5747  Toisen  mit  Eisenstangen  gemessen, 
welche  längs  einer  50  Toisen  langen  Schnur  unmittelbar  aneinander  gelegt  wurden. 
Die  Basis  ist  5 mal  gemessen: 

Zoll        Linien  Meter 

8"  6'"        =  11201,991 

0"  9"'        =  11202,481 

4"  10"'        =  11202,217 

6"  10'"        =  11202,569 

0"  0"'        =  11202,411 


Toisen 

Fus 

1. 

5747 

2* 

2. 

9 

4' 

8. 

t 

8' 

4. 

9 

4' 

5. 

9 

4' 

Mittel      1 1202,324-  ±  0,100-. 
JordftD,  Hftndb.  d.  Vermetfiingskimde.    4.  Aufl.    III.  Bd.  10 
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Betrachtet  man  alle  Abweichungen  als  unregelmissige  Fehler,  so  erhftlt  man 
den  mittleren  Fehler  einer  Messung  von  1**: m  =  ±67,0"". 

1805.  Befuenbergs  Basismessung  mit  hölzernen  Latten  für  das  Bheinische 
Kataster  (vgl.  §  9.  S.  62) m  =  ±8.2— . 

1819.  Schwerds  kleine  Basis.  Zwei  Messungen  auf  200B  reduziert:  859,442784" 
und  859,440943-  Differenz  =  1,791—.  (Sehtoerd,  »Die.  kleine  Speyrer  Basis«,  S.  83.) 
Dieses  giebt w  =  ±  1,87"*. 

1834—1872.    Basismessungen  mit  dem  Besselsfhen  Apparate. 

Die  Längen-  und  die  Strecken-Verteilung  der  zahlreichen  seit  1884  mit  dem 
Bessel  sehen  Apparate  gemachten  Basismessungen  haben  wir  schon  in  §  16.  S.  101—102 
mitgeteilt,  und  da  auch  die  Messungs-Differenzen  bereits  anderw&rts,  n&mlich  in  dem 
Werke:  «Deutsches  Vermessungswesen  von  Jordan-Steppes  1882*,  I,  S.  133  von  uns 
zusammengestellt  wurden,  bilden  wir  hier  die  Tabelle  der  mittleren  unregelmässigen 
Fehler  m  für  je  eine  Messung  von  1  Eil. : 

Jahr        Länge                        Basismessung                     mittlerer  Fehler  m 
1834       1,822*-    Königsberg  (Gradm.  in  Ostpreussen)  .    .    ±2,77— 
1838       2,701       Kopenhagen 0,86 

1846  2,336       Berlin  (Küstenvermessung) 1,55 

1847  2,134       Bonn       0,78 

1852  2,301       Lommel  (Belgien) 0,66 

1853  2,489       Ostende 0,54 

1854  2,763       Strehlen  (Schlesien) 1,75 

1871  5,875       ßraak  (Holstein) 1,59 

1872  8,909       Grossenhain  (Sachsen) 1,46 

(Die  Angaben  für  Grossenhain  sind  von  Nagel  veröffentlicht  im  »Civilingenieur*, 
28.  Band,  1882,  1.  Heft,  vgl.  auch  Helmert,  „Zeitschr.  f.  Verm.  1883*.  S.  596.) 

Besonders  zu  erwähnen  ist  hier  noch  die  Gottinger  Basismessung,  weil  dieselbe 
in  metronomischer  Beziehung  neu  behandelt  wurde,  wie  wir  bereits  in  §  14.  S.  96—97 
beschrieben  haben.  Die  Genauigkeits-Berechnung,  entsprechend  4  verschiedenen  me- 
tronomischen Formeln,  ist  von  General  Schreiber  in  der  ,Zeitschr.  f.  Verm.  1882*, 
S.  1—17  mitgeteilt  worden.  Aus  den  33  Strecken-Differenzen  der  5193*  langen  Linie 
(eine  Strecke  =  157")  ergab  sich  der  mittlere  Fehler  m  einer  Messung  von  1*-,  unter 
der  Annahme  unregelmässiger  +  gleich  wahrscheinlicher  Fehler  so: 

Formel  (vgl.  §  14.  S.  96—97)  mittl.  Fehler  m 

L  Z  =  L  — (*— l,4)m ±0,80"- 

n.  l  =  L  — (ik-l,4)m  — (*  — l,4)2p 0,70 

m.  i  =  L  — (ik  — l,4)m  — (ifc  — l,4)2ßH-aÄ     .    .    .         0,55 
IV.  i  =  L-(ik— l,4)f»  — (Jfc— l,4)2ß  +  aÄ  +  a2k.         0,57 
Die  Differenzen  fQr  die  ganze  Länge  5193"  (hin  und  her)  der  Gottinger  Basis 
wurden  nach  diesen  4  Formeln: 

I  II  in  IV 

—  14,10—      —13.04-"      —8,17—      —7,62— 
1879—1880.    B<Mismessung  des  geodätischen  Instituts. 

Im  Jahre  1879  wurde  die  alte  schlesische  Basis  bei  Strehlen,  2763-  lang, 
welche  erstmals  1854  mit  dem  Bessel  sehen  Apparat  gemessen  worden  war,  von  dem 
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geodätischen  Institute  mit  einem  Brunner  sehen  Apparate  (S.  85)  nachgemessen.  Die 
Linie  wurde  in  10  gleichen  Teilen  yon  je  276"*  hin  und  her  gemessen.  Die  Messungs- 
Differenzen  sind  in  dem  .Generalbericht  f.  d.  Europ.  Gradm.  fQr  1879',  S.  104  Ter- 
Offentlicht;  man  berechnet  hieraus  den  mittleren  unregelm&ssigen  Fehler  einer  Messung 
Ton  1*-: , w  =  ±0,76*". 

Einiges  weitere  hierOber  giebt  auch  der  , Generalbericht  über  den  Fortschritt 
der  Arbeiten  für  d.  Europ.  Gradm.  im  Jahre  1880'',  8.  83—35. 

Über  die  Bonner  Basismessung  1892  haben  wir  bereits  einiges  dtiert  in  Band  I, 
1895,  4.  Aufl.  S.  614.    (Brunner  =  2512,995-,  Bessel  =  2512,984-,  Differenz  =  11—). 

1858.    Spamsche  Basismesmngen. 

Spanische  Basis  von  Madridejos,  mit  dem  älteren  Brunner  sehen  Apparate  (S.  84) 
gemessen.  Das  Mittelstfick,  2767-  der  5teiligen  Basis  (s.  o.  S.  106,)  wurde  in  12  Ab* 
Sätzen  je  zweimal  gemessen  (Astr.  Nachr.  61.  Band,  1864,  8.  340).  Die  11  ersten 
Abschnitte  haben  je  234-  Länge  und  die  Differenzen  der  11  Doppelmessungen  sind: 
^-0.23  —0,20  +0,49  +0,00  —0,02  —0.23  —0,82  +0,39  —0,09  —0,28 
+  0,36—,  das  letzte  Stflck  hat  nur  194-  LSnge  und  gab  bei  der  Doppelmessung  die 
Differenz  —  0,14.    Aus  diesen  12  Doppelmessungen  berechnet  man   .    m  =  ±  0,40—. 

Über  zwei  kleinere,  im  Jahre  1860  eben&lls  mit  dem  älteren  Brunner  sehen 
Apparate  gemessene  Grundlinien  giebt  der  ,  Generalbericht  d.  Europ.  Gradm.  fflr  1869', 
S.  65  die  Einzelheiten  der  Doppelmessungen,  woraus  man  berechnet: 
Basis  von  Mahon,  2359-  in  6  Absätzen,    m  =  ±  0,43— 
,        ,    Ivice,     1665-  ,4        ,  m  =  ±  0,32— 

Ausser  diesen  drei  Linien  sind  bis  1879  noch  6  Grundlinien  in  Spanien  ge- 
messen worden,  worüber  Einzelheiten  mitgeteilt  sind  in  dem  amtlichen  Werke:  .Me» 
morias  del  Institute  geogräfico  y  estadistico.  Tomo  III.  Madrid  1881,  und  Tomo  IV, 
Madrid  1883.  (Arcos  de  la  Prontera  III,  S.  259,  Lugo  HI,  S.  337,  Vieh  III,  8.  419, 
Olite  IV,  S.  99.) 

Schweizerische  Basismessungen, 

In  den  Jahren  1880—1881  worden  mit  dem  neuen  spanischen  Apparate  (vgl. 
S.  87—89)  drei  Grundlinien  in  der  Schweiz  gemessen,  bei  Aarberg  2400-,  bei  Wein- 
feiden  2540-  und  bei  Bellinzona  3200".  Die  erste  Linie  3  mal  (s.  o.  S.  144)  die 
beiden  anderen  je  2  mal. 

Aus  den  MessungsDifferenzen  berechnet  man  den  mittleren  Fehler  einer  Mess- 
ung von  1*-:      Aarberg        m  =  ±0,68— 

Weinfelden  m  =  ±_  1,27— 
Bellinzona     m  =  ±  0,89— 

Weiteres  hierüber  giebt  das  amtliche  Werk:  „Le  r^eau  de  triang^tion  suissse, 
publik  par  la  commission  g^äsiqne  suisse,  troisi^me  volume,  la  mensuration  des  bases 
par  A.  Hirsch  et  J.  Dumur.    Lausanne  1888. 

Nordamerikanische  Basistnessungen  mit  dem  Bepsold-Comstock sehen  Apparat 
(§  13.  S.  89-93). 

Nach  dem  Werke:  , Report  upon  the  primary  triangulation  of  the  United  States 
Lake  Survey,  by  Comstock  etc.  Washington  1882,  S.  262,  S.  290,  S.  303  berechnet 
man  aus  den  Messungs-Differenzen  die  mittleren  unregelmässigen  Fehler  einer  Mess- 
img von  1*-: 
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1877  Chicago-Base    7509»  in  8  Strecken m  =  ±  1,12^ 

1878  Sandusky-Base  6227-»  in  6       ,  1,19 

1879  Olney-Base       6689«  in  6       ,  0,79 

Dabei  sind  die  auf  S.  97 — 98  erwähnten  Eorrektionen  fQr  die  Ungleichheit  der 

Temperataren  beider  Massstabteile  berücksichtigt. 

1881.    Cälifomien,     Tolo-Gotmtry. 

United  States  coast  and  geodetic  tnrvej,  metbods  and  resnlts  on  the  length 
of  the  Yolo-Base-Line.  Appendix  Nr.  IL  Report  for  1888.  Washington  1884,  be- 
rechnet von  Charles  A.  Schott,  Assistent.  (Vgl.  auch  .Generalbericht  d.  Enrop.  Gradm. 
für  1888«,  Annexe  HI,  S.  2—8.) 

Die  17,5^  lange  Linie  warde  teils  zwei&ch,  teils  dreifach  gemessen.  Ans  den 
18  Differenzen-Yergleichnngen  zwischen  der  ersten  und  zweiten  Messung  berechnet 
man  den  mittleren  Fehler  einer  Messung  von  1** m  =  '±^  2,08"* 

Osterreichische  Basismessungen. 

1862.  Grundlinie  bei  Josephsstadt,  zwei  Messungen,  2772,174020  und  2772,180 159 
Wiener  Klafter,  DifTerenz  =  0,006  189  W.  Kl.  (, Generalbericht  d.  Europ.  Gradm.  1868«, 
S.  15).    Dieses  giebt  11,64"*  Differenz  auf  5.257**,  oder     .    .    .    .    m  =  ±8,59— 

1868.  Basis  in  Dahnatien,  zwei  Messungen  1805,88270  und  1805,88186  Wiener 
Klafter,  Differenz  =  0,00084  W.  Kl.  (»Generalbericht  d.  Europ.  Gradm.  1870«,  S.  28), 
oder  1,6"-  auf  2,475*« m  =  ±  0,72"" 

1868.  Schwedische  Grundlinie  auf  Axeyella,  zwei  Messungen  1857,08274  Toisen 
und  1857,08860  Toisen,  Differenz  =  0,00086  Toisen  (.Generalbericht  d.  Europ.  Gradm. 
1863«,  S.  28)  oder  IfiS^  auf  2,645*" m=±  0,73— 

1865.  Italienische  Basis  von  Catania.  Eine  Basis  8692"  wurde  6mal  gemessen 
(.Generalbericht  d.  Europ.  Gradm.  1865',  S.  64  und  65). 

Wenn  man  die  6  Messungen  als  gleichartig  behandelt,  so  findet  man 

m  =  ±  1,96"" 

Die  Messungen  1.  2.  und  8.  sind  in  der  einen,  4.  5.  6.  in  der  andern  Richtung 

gemacht.    Die  beiden  Arten  zeigen  eine  regelmässige  Differenz.  Behandelt  man  daher 

die  8  ersten  Messungen  und  die  8  letzten  Messungen  je  für  sich,  so  findet  man  die 

mittleren  unregelmässigen  Fehler  för  1*"  bzw.   für  1.  2.  3.  m  =  Hh  0,85""  und  fUr 

4.  5.  6.  m  =  ±  0,47"" 

1878.  Basis  von  SimlalCf  gemessen  Ton  Oudemans  bei  der  Triangulierung  tod 
Jaya  (s.  o.  §.  14.  S.  94). 

Eine  Länge  von  8909*  wurde  in  20  Strecken  von  je  rund  200"  doppelt  ge- 
messen, woraus  sich  ergiebt m  =  •±_  1,69"" 

1890.  Französische  Basismessung  bei  Juvisy,  in  der  Nähe  von  Paris.  Ein 
Bericht  in  Comptes  rendes  etc.  112.  Band,  1891  S.  770—778  und  Auszug  in  «Zeitschr. 
f.  Yerm.«  1891,  S.  26 — 29  giebt  hierüber:  Die  neue  Grundlinie  liegt  an  SteUe  der 
schon  von  Picard  1669  mit  4  hölzernen  Stangen  und  1789  von  Cassini  mit  4  eisernen 
Stäben  gemessenen  Linie  von  7,2*"  (s.  o.  §  9.  S.  68).  Die  Neumessung  1890  geschah 
mit  einer  4"  langen  Platin-Kupfer-Stange  von  Brunner  (vgl  S.  84),  wobei  eine  Um- 
wicklung mit  dickem  Wollenstoff  stattfand,  innerhalb  dessen  Wasser  zirkulierte  zum 
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Zweck  der  Temperatar-Aosgleichong.  Die  Messung  erfolgte  in  24  Abschnitten  von 
ungleichen,  im  Mittel  300**  betragenden  Längen.  Der  mittlere  anregelmässige  Fehler 
einer  Messung  Ton  1^  ergab  sich  nach  der  Formel  (1)  S.  144  für  den  südlichen  Teil 
m  =  1,02»",  far  den  nördlichen  Teil  m  =  1,90*",  im  Ganzen      .    .    m  =  ±  1,52"". 

Oesehtoindigleit  der  Basismeasung. 

Bei  der  Beurteilung  der  Leistungs-Fähigkeit  eines  Basis- Apparates  kommt  ausser 
der  Genauigkeit  auch  die  Geschwindigkeit  in  Betracht,  weshalb  wir  hiefQr  eine  An- 
zahl von  Angaben  gesammelt  haben,  die  im  Folgenden  zusammengestellt  sind.  Dabei 
bedeutet  inmier  v  die  gemessene  Länge  f&r  1  Stunde. 

Schwerd  mass  im  Jahre  1820  in  8  Tagen  mit  30  Stunden  eine  859"  lange 
Grandlinie  zweimal  (Schwerd:  »Die  kleine  Speyrer  Basis*,  S.  23—32).  Dieses  giebt 
fÄr  1  Stunde t?  =    57" 

Die  Württembergische  Grundlinie  Solitude— LudwiMborg  von  13  032"  Länge 
wurde  in  19  Tagen  einmal  gemessen  (Köhler:  .Die  Landes- Vermessung  des  König- 
reichs Württemberg*,  S.  57).  Rechnet  man  1  Tag  durchschnittlich  zu  6  Stunden, 
soist tJ  =  114" 

Struve  fand  1840  das  mittlere  Fortschreiten  in  1  Stunde  42  Toisen  für  den 
Tenner  sehen  Apparat  und  36  Toisen  fflr  seinen  Apparat  (.Vierteljahrsschrift  der  astr. 
Gesellschaft  1870'',  S.  69),  dieses  giebt 

für  den  Apparat  von  Tenner v  =    82" 

.       ,  ,  ,    Struve t?  =    70" 

Basismessungen  der  preuamchen  Landes- Aufnahmt  mit  dem  Besselsehen  Apparat, 

Nach  einer  bereits  früher  in  der  «Zeitschr.  f.  Verm.*  1880,  S.  387  und  1883, 
S.  583  gemachten  Zusammenstellung  haben  wir  folgende  Maximal-Leistungen  in  1  Tag, 
wobei  1  Lage  =4  Standen  =  15,6"  ursprünglich  als  Einheit  zu  grande  gelegt  ist: 

1834    Königsberg  68,6  Lagen  =  1070" 

1871    Braak  67         ,      =1045 

1 877    Oberhergheim     113         „      =  1 763 

1880    Göttingen  131         ,       =2044 

1883    Meppen  150         ,      =2340 

Dieses  sind  Maximal-Leistringen  für  je  1  Tag;  was  die  mittlere  Geschwindigkeit 
für  1  Stunde  betrifft,  so  war  dieselbe  in  Königsberg  nach  S.  47  „der  Gradm.  in  Ost- 
preussen**  8  Lagen  =  125"  in  1  Stande.  Teils  durch  die  Vervollkonminun^en  des 
Apparates,  teils  durch  die  Übung  steigerte  sich  die  Geschwindigkeit  so  sehr,  oass  bei 
Göttingen  auf  1  Lage  etwa  5  Minuten,  l>ei  Meppen  nur  noch  etwa  3  Minuten  auf  1  Lage 
kamen.    Hiemach  haben  wir  folgende  Geschwindigkeiten  in  1  Stunde: 

Königsberg v  =  125" 

Göttingen v  =  187" 

Meppen t?  =  300" 

Sächsische  Basismessung  hei  Orossehhain. 

Diese  Basis  ist  ebenfalls  mit  dem  Bessel  sehen  Apparat  gemacht  Nach  der 
Mitteilan^  «Zeitschr.  f.  Verm.*  1883,  S.  600  erforderte  die  8909"  lange  Linie  fol- 
gende Zeiten: 

Hinmessung      13  Tage  =  118,5  Stunden,  also  75  Meter  in  1  Stunde 
Bückmessung    12     „      =    88,0         „          ,101      „      ,1      , 
Im  Mittel  hat  man  206,5  Stunden  fdr  17818"  oder  die  mittlere  Geschwindigkeit 
in  1  Stunde:    .    .    .     , «  =  86« 
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Basümessungen  des  geodätischen  Instituts. 

Mit  einem  Bronner sehen  Apparat,  ähnlich  dem  ersten  spanischen  Apparate» 
wurden  die  zwei  Qnmdlinien  hei  Strehlen  (2768"*)  and  hei  Berlin  (2836*)  in  den 
Jahren  1879—1880  gemessen.  Nach  Mitteilung  von  Fischer  worden  zu  Anfang 
stündlich  5  Stangenlagen  (=  20*)  gemacht;  nachdem  aher  das  Personal  eingeübt  war, 
kamen  bei  der  Strehlener  Basis  auf  1  Stunde  durchschnittlich  7—8  Lagen,  und  hei 
der  Bückmessung  10  Lagen.  Bei  der  Berliner  Basis  wurden  bei  etwa  dreistündiger 
Arbeitszeit  Yormittags  und  dreistündiger  Nachmittags  zusammen  60  Lagen  =  240" 
gemessen. 

Hiemach  ist  die  (Geschwindigkeit  für  1  Stunde  anzunehmen :  .    .    .    v  =  40« 

Spanische  Basismessungen  mit  dem  Brunnersehen  Apparat. 

Der  erste  Brunnersche  Apparat,  mit  welchem  die  Basis  von  Madridejos  gemessen 
wurde,  hatte  eine  sehr  geringe  Geschwindigkeit.  Koppe  schreibt  hierüber  in  der  Ab- 
handlung ,der  Basisapparat  des  Generals  Ibanez  und  die  Aarberger  Basismessung*  S.  2: 

Die   erste   spanische   Basismessung,   14663«,   dauerte  Tom  22.  Mai   bis   zum 

7.  September  1858.    Sie  erforderte  78  Arbeitstage,  also   5,3  Tage  für  1  Kilometer. 
Reebnet  man  1  Tag  =  6  Stunden,  so  erhält  man  für  1  Stunde    ..,.©=    31" 

In  dem  Werke:  »Exp^riences  faites  avec  Tappareil  ä  mesurer  les  bases  u.  s.  w. 
traduit  par  Laussedat,  Paris  1860",  S.  210  ist  angegeben,  dass  die  Geschwindigkeit 
2  Minuten  für  1  Meter  war,  oder  für  1  Stunde «  =    30" 

Bei  den  zwei  kleinen  spanischen  Grundlinien  von  Mahon  und  Ince  auf  den 
balearischen  Liseln  war  nach  dem  .Generalbericht  der  Europ.  Gradm.  für  1869**, 
S.  65  die  Messungs-Geschwindigkeit  in  1  Stunde: «  =  120" 

Schweigerische  Basismessungen. 

1880—1881  die  Grundlinien  bei  Aarberg,  Weinfelden  und  Bellinzona  (vgl  §  13. 

8.  85  bis  89).    Die  Zeitverhältnisse  sind  sehr  genau  angegeben,  man  findet  die  Ge- 
schwindigkeit in  1  Stunde: 

Aarberg v  =  142** 

Weinfelden t?  =  114" 

Bellinzona t;  =  144" 

Ausserdem  sind  auch  die  Rosten  angegeben  (S.  86  der  amtl.  Veröffentlichung), 
nämlich  für  alle  drei  Linien  37  600  Fr.  oder  4  600  Fr.  fDr  1  Kilometer. 

Nordamerikanische  Basismessungen  mit  dem  Bepsold-Comstock sehen  Apparat 
(Tgl.  §  13.  S.  90-93). 

, Report  upon  the  primary  triangulation*  etc.  8.  262,  S.  290,  S   300  giebt: 

1877  Chicago-Base.   Die  mittlere  Messung  in  1  Tag  war  292",  die  grOsste  Leistung 
in  1  Tag  500", 

1878  SanduskyBase.    Der  Durchschnitt  für   1   Tag   bei  der   Hinmessung  war 
88  Rubren  =  352",  bei  der  Rückmessung  100  Röhren  =  400-, 

1879  Olnej-Base.  Die  mittlere  Röhrenzahl  in  1  Tag  war  105  =  420".  die  grösste 
Zahl  an  1  Tag  war  168  Röhren  =  672".    Gemessen  wurde  an  32  Tagen. 

Die  Tag^leistung  wächst  mit  den  Ühungsjahren.  Nehmen  wir  zum  Sdilusse 
1  Tag  =  6  Stunden  =  420",  so  wird  für  1  Stunde: «  =  70" 

Neue  französische  Messung  mit  einer  Brunner  sehen  4"  langen  Platin-Kupfer- 
Stange  (s.  0.  S.  148-149). 

Nach  dem  Bericht  in  Comptes  rendus  etc.  112.  Band  1891  S.  772  erforderte 
die  7,226^  lange  Linie  zur  Hinmessung  25  Tage,  zur  Rückmessung  18  Tage,  also 
43  Tage  mit  14,5*".  Rechnet  man  1  Tag  =  6  Stunden,  so  giebt  dieses  14  500 :  258 
=  56"  auf  1  Stunde «  =  56" 
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SchhuS'BetraclUungen  über  Basismessung. 

Die  neueren  Basismessnngen  sind  technisch  so  fein  hehandelt,  dass  der  mittlere 
Tinregehnftssige  Messnngs-Fehler  nicht  mehr  als  etwa  1  Millimeter  fQr  1  Kilometer 
betr&gt.  Dieses  geht  ans  den  auf  S.  146 — 148  gesammelten  mittleren  Fehlem  dentlich 
henror,  denn  wir  haben  für  den  mittleren  Fehler  einer  Messung  von  1  Kilometer,  in 
runden  Durchschnittszahlen: 

S.  146    für  Bessels  Apparat m  =  ±  1,3— 

S.  147      ,    den  neuen  spanischen  Apparat  0,9'"" 

S.  148      „       ,    nordamerikanischen    ,         1,0"" 

Durchschnitt    m  =  ±  1,1"" 

Für  Doppelmessung  vermindert  sich  dieses  noch  auf  1,1 :  y  2  =  0,8""  für  1*", 
indessen  wollen  wir  den  runden  Wert  m  =  ±  1"*"  ^^  1**  als  unregelmässigen  von 
der  Messung  selbst  herrührenden  Fehler  einer  neueren  Basis  nun  annehmen. 

Ganz  anders,  nämlich  ungünstiger,  steht  es  mit  den  regelmässigen,  namentlich 
den  metronomischen  Fehlem  der  Basismessnngen. 

Wir  haben  in  §.  11.  S.  75  berichtet,  dass  bei  der  Bessel sehen  Basismessung 
bei  Königsberg,  1834,  der  Hauptfehler,  nämlich  die  Vergleichung  mit  einem  von 
anderwärts  gegebenen  Normalmass ,  nur  =  0,6  Milliontel  der  Länge  gefunden  wurde, 
und  ähnliche  kleine  Werte  wurden  auch  später  mit  dem  Bessel  sehen  Apparate  gefunden; 
indessen  sind  wahrscheinlich  jene  älteren  Vergleichungen  in  Bezug  auf  Genauigkeit 
überschätzt,  indem  später  mit  dem  Besselschen  Apparate  Unsicherheiten  bis  zu  0,02"** 
auf  eine  Stange  von  4",  d.  h.  5  Milliontel  der  Länge,  gefunden  wurden.  (Vgl.  dazu 
oben  S.  147  auch  die  Differenz  Brunner-Bessel  =  11""  auf  2,5^.) 

Die  beiden  betrachteten  Fehlerteile,  nämlich  m  =  mittlerer  unregelmässiger 
Fehler  und  m'  =  mittlerer  regelmässiger  Fehler,  setzen  sich  in  bekannter  Weise  zum 
Gesamtfehler  M  für  die  Länge  L  zusammen,  nach  der  Gleichung : 


^  =  j/{m  yX)«  +K  L)^  =  j/m^L+m^L^ 


(1) 


Nehmen  wir  nach  dem  bisherigen  m  =  1""  für  X  =  1^  und  als  Minimum  m' 
ebenfalls  =  1""  f ür  L  =  1*",  so  wird : 

Zur  Übersicht  ist  hernach  folgendes  berechnet: 


Gemessene 
Basis- 
Länge 

L 

Mittlerer 

unregelm. 

Fehler 

mVL 

Mittlerer 

regelmäss. 

Fehler 

m'  L 

Mittlerer 

Gesammt- 

Fehler 

M 

Verhältni» 

M 

L 

1*- 
2»" 
5»- 

10»" 

-f-1,00"" 
1,41"" 
2,24"" 
3,16"" 

4-  1,00— 

2,00-" 

5,00"" 

10,00"" 

-h  1,41"- 

2,24"" 

5,10"" 

10,05"" 

Milliontel 
1,41 
1,12 
1,02 
1,005 

Hieraus  ist  zu  sehen,  dass  bei  grosseren  Längen  neben  den  systematischen 
Fehlem  m',  die  unregelmässigen  Messungs- Fehler  m  fast  verschwindend  sind;  dieses 
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ist  noch  viel  mehr  der  Fall,  als  die  vorstehende  Tahelle  zeigt,  weil  wir  hier  nur  m' 
=  1  Milliontel  angenommen  hahen,  während  es  in  Wirklichkeit  das  5—10  fache  hioTon 
betragen  kann. 

Durch  solche  Überlegungen  wird  der  Fingerzeig  gegeben,  dass  die  Technik  auf 
einem  falschen  Wege  war,  als  sie  Apparate,  wie  den  älteren  Brunner  sehen  und  ähnliche 
schuf.    (Vgl.  §  13.  S.  84.) 

Die  Messungs-Qesch windigkeiten  sind  nach  der  Zusanmienstellung  S.  149—150 
sehr  yerschieden;  die  äussersten  Werte  scheinen  zu  sein: 

Älterer  Brunner  scher  Apparat v  =   80  Meter  in  1  Stunde 

Bessel  s  Apparat,  Landes- Aufnahme  bei  Meppen    v  =  300      «      •    «       « 

Die  Hauptsache  der  Basismessung,  nämlich  der  metronomische  Teil,  liegt  nun 
in  den  Händen  des  internationalen  Mass-  und  Gewichts-Bureaus  (vgl.  §  8.  S.  56  und 
in  dieser  Beziehung  werden  ohne  Zweifel  die  nächsten  Basismessungen  sich  wesent- 
lich von  den  früheren  unterscheiden. 


§  24    Basis-Anschlttsse. 

Wenn  man  die  mittleren  Fehler  zweier  Grundlinien  und  den  mittleren  Winkel- 
fehler einer  verbindenden  Triangulierung  kennt,  so  kann  man  auf  theoretischem  Wege 
den  Fehler  berechnen,  welcher  beim  Durchrechnen  der  Triangulierung  von  einer  Grund- 
linie zur  anderen  sich  wohl  einstellen  wird,  oder  man  kann  auch  berechnen,  um  wie 
viel  eine  Triangulierungskette  in  der  Messung  und  Berechnung  ihren  wahren  Endpunkt 
verfehlen  wird,  im  Sinne  der  Entfernung  und  im  Sinne  der  Bichtung. 

Theoretische  Betrachtungen  hiezu  haben  wir  in  den  vorhergehenden  §§  17 — 20 
gegeben,  und  es  ist  hiezu  an  alles  zu  erinnern,  was  bereits  in  unserem  I.  Bande, 
1895,  4.  Aufl.,  in  Kap.  Y  Ober  Triangulierungs-Gtenauigkeit  verbandelt  worden  ist 
Auch  erfahrungsmässige  Genauigkeitsangaben  sind  daselbst  in  grosser  Zahl  gesammelt 
und  wir  wollen  auch  nochmals  an  die  wertvollen  auf  mflhsame  Berechnungen  ge- 
gründeten Angaben  der  preussischen  Landes- Aufnahme  über  Entfernungs-  und  Azimutal- 
fehler langer  Ketten  erinnern,  welche  im  I.  Bande  der  Landestriangulation  enthalten 
und  von  uns  (in  ^pJordan-Steppes,  Deutsches  Vermessungswesen  I"  S.  138 — 139)  dahin 
zusammengefasst  worden  sind,  dass  eine  Dreiecksseite  in  100***  Entfernung  an  der 
Basis,  mit  7  Milliontel  ihrer  Länge  erhalten  wird,  oder  dass  eine  Kette  von  130^ 
einen  Entfemungsfehler  von  nur  3  Milliontel  der  Entfernung  und  einen  Richtungs- 
fehler von  kaum  1"  bietet. 

Wichtiger  als  die  so  zu  berechnenden  theoretischen  Anschlussfehler  sind  die 
thatsächlich  in  der  Praxis  aufgetretenen  Anschlussfehler  und  wir  haben  daher  schon 
frühzeitig  solche  Anschlüsse  aus  der  vorhandenen  Litteratur  gesammelt,  wie  aus 
unseren  Mheren  Auflagen  und  zugehörigen  VerOflentlichungen  zu  ersehen  ist;  es  ist 
aber  schwer  auf  diesem  Gebiete  rein  objektive  Nachrichten  zu  erlangen,  weil  sehr 
oft  die  Vermutung  nicht  zu  unterdrücken  ist,  dass  die  Berechner  früherer  Zeiten  die 
Anschlösse  in  der  Triangulierungsausgleichung  mehr  oder  weniger  haben  mitein- 
spielen lassen.  — 

Das  Wichtigste  auf  diesem  Gebiete  sind  die  neueren  Untersuchungen  des  geo- 
dätischen Institutes,  von  welchen  wir  im  Folgenden  einige  Auszüge  vorführen: 
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Wir  betrachten  zaerst  ein  Werk  Ton  Helmert: 

Yex6ffent]icliuDg  dea  Königlich  prensslsohen  Oeod&tiBOhen  Instituts  und  Centralbnreans  der 
intaxiiAtionAlen  Erdmessung.  Die  europUsohe  L&ngengrftdmeesung  in  62  Grsd  Breite  Ton  Oreenwloh 
bis  Warschau.  I.  Heft,  Hauptdreiecke  und  Gmndllnienanschlüsse  von  England  bis  Polen,  heraus- 
gegeben  von  F.  B.  Helmert  mit  zwei  lithographischen  Tafeln.  Berlin,  Druck  und  Verlag  ron  Stan- 
klewlcz,  Buohdruckerei,  1898. 

Wir  haben  von  diesem  Werke  schon  in  unserem  I.  Bande,  4.  Aufl.  1895,  S.  283—299 
die  neue  Theorie  der  Triangalierungsansgleichang  mit  Bichtnngsgewichten  mitgeteilt 
and  können  nxm  weiter  aus  dem  4.  Kapitel  über  die  Grundlinien  und  ihre  Anschlüsse  fol- 
gendes berichten,  wobei  mit  (H.  S. . . .)  die  Citate  aus  dem  Originalwerk  beigegeben  sind. 

Alle  mit  dem  Basisapparat  von  Bessel  gemessenen  Qmndlinien  beruhen  auf  der 
Toise  Ton  Bessel,  welche  Bessel  selbst  1823  setzte  (H.  S.  225): 

F=  863,9992  Par.  Linien  bei  16,25**  oder  bei  13®  B. 
Wir  haben  diese  Toise  bereits  in  §  7.  S.53— 54  und  in  §  11.  S.  75,  Gleichung 
(19)  erwähnt,  dieselbe  kommt  in  Bessels  «Gradmessung  in  Ostpreussen'  S.  22  vor 
mit  der  Angabe,  dass  ihre  wahre  Länge  =  863,9992  Par.  Linien  sei,  mit  der  Gleichung: 

P  =  863,885384  -f-  0,0126014  R** 
was  man  auch  so  schreiben  kann 

P=  863,99920  (1+0,0000145877  [R°—13°]) 
=  863,99920  (1  +  0,00001167016  [C**  —  16,25°]) 
d.  h.  Bessel  hat  in  der  Gradmessung  in  Ostpreussen  den  Ausdehnungs-Coefficienten 
0,00001167  für  1**  C,  und  bei  den  Pendelversuchen  nahm  Bessel  den  von  Borda  für 
Eisen  bestimmten  Wert  a  =  0,0000114  als  Ausdehnungs-Coefficient  (H.  S.  226). 

Die  in  neuester  Zeit  gemachte  Yergleichung  der  Bessel  sehen  Toise  im  inter- 
nationalen liassbureau  zu  Breteuil  gab  (H.  S.  226): 

P  =  1949,061-'"  bei  16,25° 
und  den  Ausdehnungs-Coefficienten  a  =  0,00001160.  Durch  diese  Neubestimmung 
konnten  die  mit  Bessels  Apparat  gemessenen  Grundlinien  auf  internationales  Meter- 
mass  reduziert  werden.  Das  Endergebnis  ist  nach  H.  S.  230 — 231,  dass  alle  auf 
Bessels  Bestimmungen  beruhenden  geodätischen  Linien  bezw.  Dreiecksseiten,  nachdem 
sie  inzwischen  formell  mit  443,296 :  864  auf  Metermass  reduziert  sind,  nun  noch  mit 
einer  Korrektion  von +  57,7  Einheiten  der  7.  Logarithmenstelle  versehen  werden 
müssen,  um  sie  auf  internationales  Metermass  zu  reduzieren. 

Diese  Zahl  ist  für  die  Zukunft  wichtig  und  wir  wollen  dazu  sogleich  auch  aus 
der  Veröffentlichung  der  Landes- Aufnahme,  Landes-Triangulation,  Hauptdreieck  V.  Teil, 
Berlin  1893  Seite  V  eitleren: 

Allen  in  Metern  ausgedrückten  Ergebnissen  der  Landes- Aufnahme  hat  man,  um 
sie  auf  internationales  Metermass  zu  bringen,  eine  Reduktion  zuzufügen,  welche  beträgt: 

logarithmisch  +  0.0000058  oder  -h  58  Einheiten  der  7.  Stelle 
oder  in  Teilen  der  Längen  selbst: 

+  4.344...=  ^^•*^™""*'^ 
oder  -h  13,4—  auf  1*-. 
So  wurden  behandelt  die  Grundlinien  von  Königsberg,  Berlin,  Bonn,  Ostende 
and  Lommel,  Strehlen,  Grossenhain,  Gtöttingen,  woraus  mit  Rücksicht  auf  Nebenum- 
stftnde  eine  Reduktionstabelle  (H.  S.  241)  entsteht    Nachdem   hierbei  auch  die  mitt- 
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leren  Fehler  der  Grundlinien  geschätzt  waren,  n&mlich  +  lO'O  (d.  h.  10  Einheiten  des 
Tstell.  Logar.)  und  entsprechend  auch  +  18*0  für  englische  nnd  +  lO'O  für  rassische 
Linien,  kommen  die  VergrOssernngsnetze  in  Betracht,  dnrch  welche  der  trigonome- 
trische Weg  Ton  der  Basis  selbst  bis  zur  ersten  Hauptdreiecksseite  hergestellt  wird, 
mit  Fehlerschätzung  nach  Näherungsformeln  (H.  S.  245)  nnd  endlich  dazu  die  trigo- 
nometrische Verbindung  längs  der  Hauptketten  von  Basis  zu  Basis,  wozu  Fehler- 
schätzungen nach  H.  S.  83  möglich  sind.  Das  sind  nun  alles  Genauigkeitsbestimm* 
ungen  a  priori,  und  es  entsteht  die  brennende  Frage,  wie  die  trigonometrische 
Zusammenrechnung  zwischen  den  Grundlinien  thatsächlich  stimmen  wird,  ob  die  fak- 
tischen Anschlussfehler  den  theoretisch  berechneten  Fehlern  entsprechen  werden? 

Die  9  Grundlinien  mit  ihren  8  Yerbindungs-Triangulierungsnetzen  wurden  einer 
Ausgleichung  unterworfen  (H.  S.  243—244),  wobei  die  Verbesserungen  ai  (72 . . .  ag  der 
Grundlinien  selbst  als  unabhängige  Unbekannte  und  die  Verbesserungen  V]  t^ . . .  t;g 
der  8  Verbindungs-Triangulierungen  als  Beobachtungen  auftreten,  mit  Gewichten, 
welche  der  Form  und  Ausdehnung  der  Netze  a  priori  angepasst  sind.  Der  mittlere 
Gewichtseinheitsfehler  ergab  sich  nach  der  Ausgleichung  =  ±  33  und  fttr  das  Durch- 
schnittsgewicht 4—5  der  mittlere  Fehler  =  ±  16  Einheiten  der  7.  logar.  Dezimale 
oder  =  16 : 4.34  =  3,8""  auf  1*",  ein  ungemein  kleiner  Betrag  (giltig  für  ein  v  oder  a). 

Die  Hauptergebnisse  der  Basisgenauigkeiten  und  der  Verbindungs-Triangulierungs- 
genauigkeiten  sind  in  einer  Tabelle  auf  H.  S.  251  enthalten,  welche  wir  hier  in  zwei 
Teilen  vorführen: 

Mittlere  Fehler  a  priori  (H.  S.  251.)  (1) 


Nr. 


Onmdllnie 


Englische 

Ostender 
I   Lommeler 

Bonner 
1   Oöfctinger 
'    Grossenhaiuer 

Strehleuer 
'  Berliner 
I   Eönigsberger 


Basis  . 


Basis,  direkte   I  VergröBserungs- 


Messung 


Netz 


Verbindungs-Netz 


±  18 
±  10 
±  10 
±  10 
±  10 
±  10 
±  10 
±  10 
±  10 


±  AO 
±  85 
±  80 
±  80 
±  9 
±  7 
a:  23 
±  21 


±  100 


± 

50 

± 

82 

± 

37 

± 

28 

± 

88 

± 

22  zu 
83 

(«A 

Durchschnitt 


±28  X  65  7.  Log.-8telle 

±  6,4  ±  12,7««  auf  1»« 

Der  Yorstehenden  Tabelle  für  Fehler  a  priori  entspricht  nun  folgende  zweite 
Tabelle  der  Fehler  a  posteriori: 


Mittlere  Fehler  a  posteriori  (B.  S,  2öl). 


(2) 


Nr. 


Orondlinle 


I  Verblndungsausgleichung 

Verbesserung  Q  \         Verbesserung  v 


L&nge  des  Ver- 
bindungs-Netzes 


Englische 

Ostender 

Lommeler 

Bonner 

OÖttlnger 

QroBsenhalner 

Strehlener 

Berliner 

Königsberger 


Basis 


—  4-6 
-211 

—  20 
4-22.2 
4-   7-4 

—  1-0 
+  14-7 

—  7-2 
+  120 


—  4-5 

—  12-9 

—  13-8 

—  2-8 

+   *ö 

—  7-8 

4- 10-8  zu  (6,8) 
4-18-2 


km 
200 
170 
140 
220 
250 
260 
130 
540 


Durchschnitt 


±16-0 
=  ±3,71 


±  16-0  7.  Log.-Stelle 
3,7»m  auf  1«* 


210  km 
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Die  mittleren  Fehler  sind  in  dieser  Tabelle  in  Einheiten  der  7.  Log.-Dezimale 

0  434 
angesetzt,  d.  h.  da  d  log  os  =  — —  ist,  mnss  man  die  7.  Log.-Stelle  mit  4,34  dividieren, 

X 

mn  sie  in  Milliontel  der  Längen  (oder  in  Millimeter  fflr  1  Kilometer)  zu  verwandeln. 

Die  unmittelbaren  Basisfehler,  im  Durchschnitt  +2,5"*  auf  l*",  sind  Sch&tz- 
imgeo,  nach  Anbringung  der  Bednktionen  auf  das  internationale  Meter. 

Was  weiter  die  mittleren  Fehler  der  Verbindangs-Triangalienmgen  zwischen 
zwei  Grundlinien  betrifFt,  so  hat  man  für  Ketten  erster  Ordnung  unsere  früheren 
Formeln  von  §  18,  insbesondere  die  Formel  (13)  S.  111,  welche  mit  anderen  Bezeich- 
nungen, und  logarithmisch  ausgedruckt  in  H.  S.  83,  Anmerkung,  angegeben  ist. 

Da  aber  die  Ketten  erster  Ordnung  mit  ihren  20—50*"  langen  Seiten  nicht 
unmittelbar  an  die  nur  5—7^  langen  Grundlinien  anschliessen  können,  sondern  be- 
sondere Basisnetze,  gewöhnlich  rhombisch  (ygl.  S.  104—108)  zur  Vermittlung  haben,, 
so  musstcn  dafßr  die  mittleren  Obertragungsfehler  besonders  bestimmt  werden.  Den 
mittleren  Fehler  der  Höhe  h  eines  einzelnen  gleichschenkligen  Dreiecks  haben  wir 
bereits  in  §  18.  bestimmt,  nämlich  nach  der  Formel  (22)  auf  S.  113  oben,  welche  mit 
gleichen  Gewichten  pi  =  pg  =  j^g  =  1,  und  Weglassung  von  g  giebt : 

Hat  man  zwei  solche  gleichschenklige  Dreiecke  auf  beiden  Seiten  einer  Grund- 
linie angesetzt,  etwa  wie  in  Fig.  4.  S.  114,  jedoch  mit  ungleichen  Höhen  h  und  h\ 
80  erhält  man  daraus 

'      «n  (1)  f     3  ~  stn  (1')  Y    3 

^  ^      ^V    ZY  «n2  (1)      ««2(1') 

Dieses  ist  in  anderer  Form  dasselbe  wie  die  erste  Formel  in  H.  S.  245,  und, 
um  auch  die  zweite  dort  angegebene  Formel  fflr  zwei  rechtwinklige  Dreiecke  nach- 
zuweisen, nehmen  wir  unsere  allgemeine  zu  Fig.  4.  S.  113  gehörige  Formel  (25)  S.  114 
xmd  setzen  darin,  um  a  und  o!  in  eine  zu  h  rechtwinklige  Gerade  zu  verwandeln: 
a=0    ,    (l)=y        (3)  =90°    ,    (2)=90°  — y     ,    ß  =  90° 
a'  =  0         (1')  =  /        (3')  =  90°         (2')  =  90°  —  / 
und  dazu  jjj  =  j?^  =  jjg  =  1,  dann  wird  (ohne  ß) : 

{    r Bn«  -    2  /^'^^y-^fl^co^2y-t-c2       52  ^tn«  y*  -4-  a'2  CQS2  Y  -h  c'2  \ 

3    \     ^   62   ^   52  ^  ^    ^    62  ^  62  y 
-  ^^  /oi>2-^^'-^«^'   -.    (a2^ft2)2  +  (a-2  +  62)2>^ 

"Ti^^"*"~p— ■*-  p ) 

(.(B))2  =  ?^(62^^i^^(a2  +  a'2)) 

Dieses  ist  die  zweite  Formel  von  H.  S.  245.    Durch  solche  Formeln  wuiden 
die  Wirkungen  der  Basis-Netze  geschätzt  und  in  Verbindung  mit  der  Kettenformel  (13) 
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S.  111  sind  dann  die  mittleren  Fehler  a  priori  bestimmt  worden,  welche  in  den  zwei 
letzten  Spalten  der  oben  S.  154  gegebenen  Tabelle  (1)  auftreten. 

Betrachten  wir  nun  diese  Tabelle  (1)  8.  154  und  die  darauffolgende  Tabelle  (2) 
S.  154,  80  fällt  uns  zuerst  auf,  wie  klein  die  meisten  auftretenden  Beträge  sind,  mehr 
aber  noch,  wie  sehr  klein  die  a  posteriori  erhaltenen  Fehler  sind  im  Vergleich  mit 
den  a  priori  geschätzten,  z.  6.  12,7  :  3,7  bei  den  Verbindungsnetzen.  Es  wird  ge- 
sagt (H.  S.  252),  dass  zu  diesem  beMedigenden  Ergebnis  der  Zufall  wohl  viel  bei- 
getragen habe.  Unter  allen  Umständen  bieten  diese  Fehlertabellen  ein  yortreffliches 
und  in  mancher  Hinsicht  erstes  aus  weiten  Gebieten  genflgend  kritisch  gesammeltes 
Urteil  über  die  Genauigkeit  modemer  Triangulierungen. 

Eine  zweite  wichtige  Untersuchung  über  Basis-Anschlüsse  ist  mitgeteilt  in  den 
„Verhandlungen  der  X.  allgemeinen  Konferenz  der  Internationalen  Erdmessung  zu 
Brüssel  1892",  Seite  518 — 456.  «Verbindung  und  Vergleichung  geodätischer  Grund- 
linien *,  zusammengestellt  im  Zentral-Bureau  der  Internationalen  Erdmessung  von 
Dr.  Kühnen,  wovon  ein  Auszug  auch  in  der  „Zeitschr.  f.  Verm.*  1894,  S.  75—79 
gegeben  ist. 

Es  war  verfügbar  je  ein  Anschluss  zwischen  den  Ländern :  Algerien,  Spanien, 
Frankreich,  England,  Belgien,  Deutschland,  Bussland;  —  Deutschland,  Schweiz,  Italien, 
Ocsterreich;  —  Deutschland,  Dänemark.  Zwar  giebt  es  zwischen  Deutschland  und 
Bussland  4  und  zwischen  Deutschland  und  Dänemark  2  Anschlüsse,  doch  lagen  die 
Verhältnisse  für  nur  je  einen  von  diesen  so  einfach,  dass  sie  für  den  Bericht  1892  berück- 
sichtigt werden  konnten.  Wären  nun  die  Anschlüsse  der  verschiedenen  Länder  allein 
zusammengestellt,  so  wäre  die  Arbeit  wenig  lehrreich  gewesen.  Dagegen  gewinnt  sie 
ein  grosses  Interesse  dadurch,  dass  eine  Vergleichung  fast  aller  europäischen  Grund- 
linien (nebst  den  algerischen)  ausgeführt  worden  ist.  Im  Ganzen  erstreckt  sich  die 
Vergleichung  von  71/2°  westl.  Länge  (Lugo)  bis  581/2°  östl.  Länge  (Orsk),  und  von 
351/2°  nördl.  Breite  (Oran)  bis  551/2°  nördl.  Breite  (Amager). 

Die  Hauptschwierigkeiten  der  Arbeit  bestanden  darin,  eine  sichere  Reduktion 
der  einzelnen  Basislängen  auf  das  internationale  Meter  festzustellen.  Für  die  Hälfte 
der  Grundlinien  war  diese  Schwierigkeit  bereits  durch  die  Europäische  Längengrad- 
messung von  Prof.  Helmert  gehoben,  über  welche  im  Vorstehenden  S.  154  berichtet  ist. 

Als  allgemeine  Bezugsbasis  ist  nach  dem  Vorgange  der  Helmert  sehen  Längen- 
gradmessung die  Basis  von  Lommel  gewählt.  Die  Ergebnisse  sind  in  einer  Tabelle 
zusammengestellt  welche  ausser  9  deutschen  Grundlinien  weiter  2  belgische,  2  neue 
und  3  alte  französische,  6  spanische,  3  algerische,  2  englische,  3  schweizerische,  2  italie- 
nische, 2  Osterreichische,  1  dänische  und  13  russische  —  zusammen  48  Grundlinien 
enthält,  die  durch  rund  1000  Dreiecke  mit  einander  verbunden  sind. 

Diese  grosse  und  wichtige  Tabelle  findet  sich  in  den  ,  Verhandlungen  der  Kon- 
ferenz in  Brüssel  1892"  auf  S.  540—545  mit  46  Grundlinien  und  ein  Auszug  daraus  in 
der  „Zeitschr.  f.  Verm.«  1894,  S.  78—79.  Hier  genügt  es,  daraus  folgendes  mitzuteilen: 

Die  Anschlüsse  stimmen  im  allgemeinen  über  Erwarten  günstig,  es  ergiebt  sich 
für  je  2  Grandlinien  eine  mittlere  Anschluss-Differenz  von  15,6"""  für  1**. 

Ein  Polygon,  welches  fast  ganz  Zentral-Europa  umfasst,  nämlich  von  der  Grund- 
linie Berlin  ausgehend,  über  Göttingen,  Bonn,  Oberhergheim,  Aarberg,  Weinfelden, 
Bellinzona,  Somma,  Udine,  Grossenhain  bis  zurück  nach  Berlin,  schliesst  mit  einem 
Widerspruch  von  nur  15,5"~  für  l*".  — 
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Solcher  Polygone,  aher  in  yiel  geringerer  Ausdehnung,  konnten  mehrere  in 
Spanien  geschlossen  werden;  auch  dort  sind  die  Resultate,  bis  auf  eines,  günstig.  — 
Die  Anschlossdifferenzen  gegen  Lommel  addieren  sich  nor  bei  der  rassischen  Lftngen- 
gradmessnng  systematisch  nnd  erreichen  bei  Orsk  den  bedeutenden  Betrag  Ton  570""* 
ftr  1^.  Im  flbrigen  sind  die  drei  grOssten  Abweichungen  gegen  Lommel:  Lugo 
(Spanien)  mit  81"**,  Taschbunar  (rass.  Breitengradmessung  von  Struve)  mit  54«*"*  und 
Oran  (Algerien)  mit  86"**  für  1*«. 

Die  Anschlüsse  zwischen  Grundlinien  benachbarter  L&nder,  die  mit  verechie- 
denen  Apparaten  gemessen  worden  sind,  sind  in  der  folgenden  Tabelle  enthalten.  (In 
Belgien  und  D&nemark  diente  der  preussische  Besselsche  Basisapparat) 


Ent- 

Anzshl der 

Anschluss 

fernung 

Terbinden- 

InT.SteHe 

in  mm 

In  km 

den  Dreiecke 

18 

desLog^ 

föjj^ 

1)  Algerien  — Spanien  (or»n-c*rt«gen») 

450 

—   105 

-24,2 

2)  Spanien  —  Frankreich  (viob  -  Perpignan) .... 

100 

10 

—        9 

-  2,1 

3)  Prankreich  —  England  (PwIs  -  engl.  BMen) .  .  . 

300 

27 

+    14 

-H    3,2 

4)  Prankreich  — Belgien  (Paris -Ostende)    .... 

275 

26 

+    46 

-+-10,6 

5)  England  — Belgien  (engt  Bssen- Ostende)  .  .  . 

150 

9 

-     10 

-   2,3 

100 

15 

—    40 

-   9.2 

7)  Schweiz  —  Italien  (Beuinson»  —  Somm»)  .... 

75 

3 

—    29 

-   6,7 

8)  Preussen  —  Russland  (strebien  -  czenstochw)  . 

150 

11 

-H      2 

-h   0,5 

Summe 

1600 

119 

±  255 

±58,8 

Durchschnitt 

km 
200 

13 

±  32 

±7,4 

Der  rohe  Durchschnitt  giebt  also  zwischen  je  zwei  Grundlinien  mit  13  Ver- 
bindungsdreiecken auf  200**  Entfernung  eine  Anschluss-Differenz  =  0.000  0032   im 

32 
Logarithmus  oder  j-^  =  7,4""»  für  1**. 

Im  Ganzen  kommt  der  Verfasser  zu  folgenden  Schlüssen : 

L  Nach  Reduktion  auf  internationale  Meter  zeigen  die  Grundlinien,  welche  in 
benachbarten  Ländern  mit  verschiedenen  Apparaten  gemessen  sind,  keinen  Unterschied 
gegen  die  Grundlinien,  die  mit  demselben  Apparat  gemessen  worden  sind. 

n.  Die  Vergleichung  der  Grundlinien  vermittelst  Dreiecksketten  lässt  deshalb 
weitere  Schlüsse  über  die  MassYergleichung,  über  die  Reduktionsfaktoren,  oder  über 
die  angewandte  Messungsmetbode  nicht  mehr  zu  (d.  h.  diese  Feinheiten  verschwinden 
neben  den  Tiiangulierungsfehlem). 

UL  Um  alle  Grundlinien  wirklich  einheitlich  auf  einander  beziehen  zu  können, 
ist  es  erforderlich,  entweder  sämtliche  Grundlinien  mit  demselben  Apparat  zu  messen, 
oder  eine  einzige  Grundlinie  mit  allen  Apparaten  zu  messen,  und  hiemach  die  einzelnen 
Apparate  gegen  einander  zu  bestimmen. 


§  25.   Indermig  der  geographischen  Breite. 

Die  seit  etwa  10  Jahren  konstatierte  und  nun  in  gründlicher  Erforschung 
befindliche  Änderung  der  geographischen  Breite  eines  Ortes,  allgemeiner  die  Schwank- 
ungen der  Erdaxe,  bis   zu  0,3''  Ausweichung  von  der  Mittellage,  bildet  eine  Haupt- 
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aufgäbe  der  heutigen  internationalen  Erdmessung  und  muss  wohl  auch  in  unserem 
der  Geodäsie  gewidmeten  Bande  summarisch  behandelt  werden,  obgleich  astronomische 
Messungen  sonst  hier  ausgeschlossen  sind. 

Wir  hatten  schon  in  der  ^Zeitschr.  f.  Venu.*  1891  einiges  hierüber  aus  den 
Verhandlungen  der  permanenten  Kommission  der  internationalen  Erdmessung  von 
Freiburg  1890  berichtet,  mit  Mitteilungen  von  Herrn  Professor  AWreeht  am  geodä- 
tischen Institut,  welcher  auch  ffir  die  allgemeine  Konferenz  der  Erdmessung  in  Berlin 
1891  den  amtlichen  Bericht  erstattet  (ygL  ^Zeitschr.  f.  Venu.*  1891,  S.  579—580) 
und  den  nachstehenden  Auszug  daraus  unterstützt  hat. 

Nachdem  schon  früher  1842—1843  an  der  Polhöhe  von  Pnlkowa  kleine  Än- 
derungen vermutet  und  rechnerisch  erörtert  waren  (Helmert,  Höhere  Geodäsie,  II.  Band, 
1884,  S.  894)  ist  die  Frage  der  Breiten -Änderung  auf  der  Erdmessungs-Konferenz  in 
Rom,  1883,  bestimmter  gestellt  worden.  Auf  dieser  Konferenz  wurde  diese  Frage  von 
Fergola  angeregt 

Es  wurde  vorgeschlagen ,  an  mehreren  passend  gewählten  Orten  auf  der  Erd- 
oberfläche unter  Anwendung  gleicher  Instrumente  und  einheitlicher  Beobachtungs- 
methoden Breitenbestimmungen  vorzunehmen,  welche  in  hinreichend  von  einander 
abstehenden  Zeitepochen  zu  wiederholen  seien. 

Die  Konferenz  in  Rom  beschäftigte  sich  eingehend  mit  dieser  Frage,  ohne  dass 
indes  praktische  Folgen  hieraus  hervorgingen. 

Die  Resultate  einer  mehr  als  einjährigen  Beobachtungsreihe  des  Herrn  Küstner 
auf  der  Berliner  Sternwarte  nach  der  Methode  Horrebow-Talcott  brachten  von  Neuem 
diese  Frage  in  Fluss. 

Durch  die  Ergebnisse  dieser  letzterwähnten  Beobachtungsreihe  war  die  Frage 
«iner  Veränderlichkeit  der  Polhöhe  in  ein  akuteres  Stadium  getreten,  da  Küstner  zu 
dem  Resultat  gelangt  war,  dass  die  Beobachtungen  derselben  Stempaare  im  Frühjahr 
1885  eine  um  0,20"  :+:  0,04"  kleinere  Polhöhe  ergaben  als  diejenigen  im  Frühjahr 
1884.  (Vgl.  Küstner,  Neue  Methode  zur  Bestimmung  der  Aberrations-Konstante  nebst 
Untersuchungen  über  die  Veränderlichkeit  der  Polhöhe,  Berlin  1888,  S.  47.) 

Dadurch  wurde  die  Frage  nahe  gerückt,  ob  nicht  vielleicht  neben  den  schon 
mehrfach  vermuteten  säkularen  Änderungen  der  Polhöhe  auch  Schwankungen  inner- 
halb kürzerer  Fristen  nachzuweisen  seien.  Die  Möglichkeit  derartiger  Veränderungen, 
als  Folge  der  meteorologischen  Vorgänge  an  der  Erdoberfläche  ist  unbestritten;  nur 
erschien  es  zweifelhaft,  ob  dieselben  die  .Grenzen  der  Messbarkeit  erreichen. 

Auf  der  Konferenz  der  Permanenten  Kommission  in  Salzburg  1888  wurde  der 
Beschluss  gefasst,  mit  eigenen  Mitteln  und  Kräften  zur  Aufklärung  der  Frage  der 
Veränderlichkeit  der  Lage  der  Erdaxe  im  Erdkörper  beizutragen,  und  zur  Vorbereitung 
weiterer  umfassenderer  Untersuchungen  dieser  Art  Vorversuche  anzustellen,  welche 
dem  Zentralbureau  übertragen  wurden. 

Darauf  hin  wurden  vom  Anfang  1889  ab  fortlaufende  Breitenbestimmungen  in 
Berlin,  Potsdam  und  Prag  unter  Anwendung  der  Methode  von  Horrebow-Talcott 
ausgeführt. 

Der  Grundgedanke  dieser  Methode  ist  in  Fig.  1.  S.  159  angedeutet,  er  beruht 
auf  der  Meridian-Zenit-Distanzmessung  zweier  Sterne  in  nahezu  gleichen  Zenitabstinden. 
{Vgl.  Albrecht,  Formeln  und  Hilfstafeln  für  geographische  Ortsbestimmungen,  Leipzig 
1894,  3.  Aufl.,  S.  75  u.  AT.) 
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Sind  5|  und  S^  zwei  Sterne,  welche  auf  ver- 
schiedenen Seiten  von  dem  Zenit  Z  eines  Punktes 
/  kulminieren  und  die  Deklinationen  Öi  und  ^2  haben, 
80  sind  die  beiden  Zenitdistanzen  ti  und  ;?£»  ^^^ 
gedrückt  in  der  Breite  g)  des  Beobachtungsortes 
and  den  Deklinationen  Öi  und  ^2  ^^^  beiden  Sterne: 
/j  =  qp  —  ^1  g2^  —  <)P  -H  ^2 


Flg.  1. 


also 


(p  = 


-?i+^ 


2 


(1) 


Wenn  man  nun  solche  Sterne  hat,  deren  Zenit- 
distanzen 5|  und  g^  sehr  nahe  glei<^  sind,  nämlich 
nur  um  wenige  Minuten  yerschieden,  während  xT]  und 
^2  selbst  bis  zu  25**— 30°  betragen  dOrfen,  so  braucht  man  zur  Messung  der  Differenz 
Ml  -  #2»  auf  welche  es  ankommt,  die  Ereisteilung  nicht,  sondern  nur  Ifikrometer- 
Ablesungen,  deren  Fehler  hinreichend  klein  gemacht  werden  können. 

Die  Vorteile  des  Verfahrens  sind:  Minimum  an  Bechnungsarbeit ,  höchster 
Genauigkeitsgrad  der  Besultäte,  nahezu  völlige  Unabhängigkeit  von  systematischen 
Fehlem. 

Um  aber  von  den  Fehlem  in  den  angenommenen  Deklinationen  der  Steme  un- 
abhängig zu  werden,  wurde  ein  Ketten  verfahren  angewendet,  dergestalt,  dass  auf 
jeder  der  Stationen  9  Stemgruppen  von  je  8  bis  9  Stempaaren  ausgewählt  wurden, 
80  dass  an  jedem  klaren  Abende  je  zwei  dieser  Stemgmppen  nach  einem  festen  Be- 
obachtungsprograram  beobachtet  werden  konnten. 

Die  Yeränderang  der  Polhohe  kann  dadurch  unabhängig  von  den  Deklinations- 
onsicherheiten  der  Steme  erhalten  werden,  dass  zunächst  innerhalb  jeder  Stemgrnppe 
die  Reduktionen  jedes  einzelnen  Sterapaares  auf  das  mittlere  Deklinations-Sjstem  der 
betreffenden  Gruppe  abgeleitet,  und  die  übergreifenden  Gebiete  je  zweier  Gmppen 
dazu  benützt  werden,  die  Deklinations-Systeme  der  Gmppen  unter  einander  (unab- 
hängig von  der  Veränderlichkeit  der  Polhohe)  festzustellen. 

Die  Ergebnisse  der  Beobachtungen,  auf  eine  und  dieselbe  Stemgrnppe  reduziert, 
und  daher  von  der  Unsicherheit  der  angenommenen  Deklinationen  der  Steme  befreit, 
sind  enthalten  in  den  Verhandlungen  der  vom  15.— 21.  Sept.  1890  zu  Freiburg  i.  B. 
abgehaltenen  Konferenz  der  permanenten  Kommission  der  internationalen  Erdmessung. 
Berlin  1891,  S.  14—18. 

Diese  Ergebnisse  wurden  graphisch  dargestellt,  wie  aus  den  hier  folgenden 
Kurven  für  Berlin,  Potsdam,  Prag  zu  ersehen  ist. 

Flg.  2.    Berlin. 


188».                                               1890. 

J.\  F.\  M.\  A.\  ll£.\  J.\J.\A.\  S.\0.\N.\  D.    J.\F.\M.\  A. 

52«  SV  17,6"                                          JJ^'^'iSj 

g.     2^^^'               ^>.- 

^^g=£.^Öj^5                            Ä 

-»J:  -—  J^p*  Jl ♦ ^f^                 

E                                              ^Ü^n^^ 

52»30'17,0"                 .                .   ...                                               I^^r           - 
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62<»  22'  56,6" 


62«  22*  55,9" 
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Fig.  8.    Potsdam. 
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Fig.  4.    Prag. 
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In  diesen  Darstellungen  sind  die  Zeiten  als  Abscissen  and  die  Breiten  als 
Ordinaten  behandelt 

In  den  Abscissen  ist  1  Teil  =  20  Tage  oder  =  </g  Monat,  in  den  Ordinaten  ist 

1  Teil  =  0,1".    Die  beigeschriebenen  Zahlen  bedeuten  die  Stempaare  der  Beobacht- 

38 
nngen  and  die  Zahl  der  Beobachtungstage  z.  B.  bei  Potsdam  ^  bedeutet  2  Beobacht- 

ungstage  zwischen  dem  1.  und  20.  Januar  1889,  und  Anwendung  von  83  Stempaaren. 

Die  Kurven  zeigen  einen  so  nahe  parallelen  Verlauf  auf  allen  drei  Stationen» 
dass  an  der  Bealität  der  Polhohenänderung  nicht  zu  zweifeln  ist. 

Dank  der  regen  Beteiligung  einer  grosseren  Anzahl  von  Stemwarten  und  sonstigen 
Beobachtungsstationen  sind  die  Beobachtungen  fortgesetzt  worden  und  haben  es  ausser 
Zweifel  gestellt,  dass  die  Polhöhenschwankungen  durch  wirkliche  Lageninderangen 
der  Umdrehungsaxe  yeranlasst  sind. 

Die  eingehendste  Behandlung  der  vom  Beginn  des  Jahres  1889  ab  erhaltenen 
Resultate  ist  in  einem  Berichte  enthalten,  den  Professor  Albrecht  der  XL  allgemeinen 
Konferenz  der  Intemationalen  Erdmessung  im  Herbst  1895  in  Berlin  vorgelegt  hat 
und  der  auch  auszugsweise  in  den  Astronomischen  Nachrichten  189.  Band,  anfangs  1896 
erschienen  ist. 

Die  azimutale  Polverftndemng  kann  an  einem  und  demselben  Orte  durch  Azi> 
mutbeobachtungen  gefunden  werden,  indessen  genügen  auch  Polhohenmessungen  allein 
dazu,  welche  an  Orten  verschiedener  Länge  angestellt  sind  und  durch  Bechnung  zu- 
sammengefasst  werden. 
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Wenn  fQr  einen  Beobachter  in  Greenwich,  oder  im  Meridian  von  Greenwich, 
der  Momentan-Pol  am  Himmel  nm  den  Betrag  x  hoher  steht  als  der  mittere  Pol,  so 
wird  anch  die  beobachtete  Polhohe  g)  um  ebensoYiel  grosser  sein  ab  die  mittlere 
Polhohe  «Po  oder  es  wird  sein  <|o  —  (pQ  =  x.  Wenn  zugleich  der  Pol  in  Greenwich  um 
den  Betrag  y  rechts  vom  Meridian  des  mittleren  Pols  steht,  so  hat  das  auf  die  Pol- 
hohenmessung  in  Greenwich,  oder  im  Meridian  von  Greenwich  keinen  Einfluss,  da- 
gegen auf  einem  Punkte  in  der  L&nge  90^  Ostlich  von  Greenwich  wird  dieses  y  sich 
als  PolhOhenvergrOsserung  zeigen,  w&hrend  umgekehrt  hier  x  unbemerkt  bleibt. 


Fig.  5.    Bewognng  des  Nordpols  der  Erde  Ton  1890—1895. 
Punkte  in  AbsOnden  Ton  Vm  J<^r. 
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Allgemein  in  der  L&nge  X  Ostlich  von  Greenwich  werden  die  erwähnten  Kom- 
ponenten X  nnd  y  der  Polabweichnng  eine  Polhohenindemng  erzengen: 

(p  —  (Po  =  xcosX-hysinX  (2) 

Hat  man  eine  Gmppe  gleichzeitiger  Bestimmungen  von  g)  —  <Po  ^^  möglichst 
verschiedenen  L&ngen  A,  so  kann  man  daraus  die  Konstanten  x  und  y  durch  Ausgleich- 
ung bestimmen,  und  zwar  nach  denselben  Formeln,  welche  z.  B.  in  diesem  Bande 
§  6.  för  periodische  Schraubenfehler  S.  45—48  angewendet  wurden. 

Das  Ergebnis  der  hiemach  gefQhrten  Ausgleichung  ist  in  Fig.  5.  S.  161  gezeichnet 
Diese  Figur  ist  nicht  dem  Anblick  am  Himmel  entsprechend,  sondern  sie  ist  so  ge- 
dacht, als  ob  der  Beobachter  ausserhalb  der  Erde  steht  nnd  auf  die  Erdoberfläche 
sieht  Der  Coordinaten-Nullpunkt  stellt  den  mittleren  Pol  mit  der  Polhohe  qi^  vor 
und  die  verschiedenen  Kurvenpnnkte  sind  die  Momentan-Pole  in  verschiedenen  Zeiten 
mit  den  Polhohen  qp.  Die  h-  x  Aze  von  Fig.  5.  ist  von  dem  mittleren  Pol  gegen 
Greenwich  hin  gerichtet  und  die  -^y  Axe  entspricht  der  Länge  X  =  90^  westlich  von 
Greenwich. 

Liegt  der  Momentanpol  P  im  ersten  Quadranten  des  Coordinatensystems  (zwi- 
schen -^x  und  -f~y)>  so  befindet  sich  P  fOr  alle  Orte,  deren  Länge  A  zwischen  0^ 
und  90^  beträgt,  näher  an  diesem  Orte  als  Pq,  d.  h.  es  ist  der  Polabstand  90^~qo 
kleiner  als  90^~(po  oder  es  ist  g)  grosser  als  q)Q,  oder  es  gilt  auch  in  diesem  Sinne 
die  Gleichung  (2). 

§  26.    Bedeutung  der  geographischen  Coordinaten  in  der  Geodäsie, 

Unter  geographischen'  Coordinaten  eines  Punktes  auf  der  krummen  Erdober- 
fläche versteht  man  die  geographische  Breite  und  die  geographische  Länge  des  Punktes 
in  der  bekannten,  schon  in  der  elementaren  Geographie  geläuflgen  Bedeutung,  welche 
auf  dem  Umdrehungs-Ellipsoid  Gegenstand  weiterer  Betrachtung  im  Nachfolgenden 
sein  werden. 

Nach  der  Mitteilung  von  §  25.  Aber  die  Veränderlichkeit  desjenigen  astro- 
nomisch-geodätischen Elementes,  welches  man  seit  Jahrtausenden  als  das  festeste  von 
allen  gehalten  hatte,  haben  wir  noch  einige  Worte  zu  sagen  Aber  die  Bedeutung,  welche 
die  geographischen  Breiten  und  die  dazu  gehörigen  Längen  und  Azimute  in  der  Geo- 
däsie  spielen: 

Auch  wenn  von  der  jetzt  konstatierten  Veränderlichkeit  dieser  Elemente  ab- 
gesehen wird,  ist  deren  Messungsgenanigkeit,  im  günstigsten  Fall,  0,r'  bei  weitem 
noch  nicht  entsprechend  der  geodätischen  Punktbestimmung  auf  der  Erde,  welche 
linear  auf  weite  Entfernungen  etwa  ±  0,1  Meter  und  auf  kurze  Entfernungen  ±  0,01  Meter 

beträgt.    Da  nun  eine  Breitensekunde  rund  =    q- .  ^^^    =  31  Meter  giebt  also  0,1" 

öä4  UDO 

immer  noch  3  Metern  entspricht,  kann  die  astronomische  Genauigkeit  der  geodätischen 
Punktfestlegung  noch  bei  weitem  nicht  folgen. 

Dazu  kommen  aber  noch  die  Lotabweichungen  (vgl  Einleitung  S.  11—12), 
welche  auf  den  Verlauf  einer  Dreieckskette  leicht  mehrere  Sekunden  bringen  kann,  so 
dass  also  von  der  Übereinstimmung  der  astronomischen  Breiten-  und  Längenbestimm- 
ung mit  der  geodätischen  Pnnktbestimmung  in  Hinsicht  auf  Messungsschärfe  keine 
Rede  sein  kann. 
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Allerdings  astronomische  Lftngen  nnd  Azimute  tusammen  spielen  hier  noch  eine 
andere  BoUe,  wovon  aher  hier  anch  noch  nicht  gehandelt  werden  kann. 

Vielmehr  bt  es  hier,  vor  Beginn  der  mathematisch-geodätischen  Rechnungen 
auf  dem  Ellipsoid,  nor  nOtig  zu  erklären,  dass  die  Breiten  und  Längen,  welche  his 
auf  Tausendel  und  Zehntausendel-Sekunden  (0,001''  his  0,0001"  und  teilweise  noch 
weiter)  angegeben  werden,  in  der  Gkodäsie  zunächst  gar  keinen  anderen  Zweck  haben 
als  die  geometrische  Punktbestimmung  auf  einer  krummen  Fläche,  welche,  als  Um- 
drehungs-Ellipsoid  angenommen,  selbst  nur  hypothetischer  Natur  ist. 

Dieser  Entwicklungsgang  ist  unerlässlich,  und  ttocft  Erledigung  der  geodäti- 
schen Theorieen  fOr  Ellipsoid  und  Kugel  wird  auch  das  Verständnis  fQr  die  Ton 
jenen  Voraussetzungen  freie  Geodäsie  sich  eroffnen. 


Kapitel  IL 
Mathematische  Hilfsmittel  der  geodätischen  Entwicidungen. 

Wir  schalten  dieses  kleine  Kapitel  hier  ein,  um  die  gebräuchlichsten  Formeln 
und  Zahlenwerte  für  geodätische  Entwicklungen  zur  Hand  zu  haben  und  nach  Bedarf 
eitleren  zu  können. 

§  27.    Sphärische  Trigonometrie. 

/.  Rechtwinkliges  sphärisches  Dreieck. 
Wir  nehmen  nach  Andeutung  von  Fig.  1.   die  Bezeich-  ^ig.  i. 

^  Recbtwlnkllgea  spbärf- 

nungen  an :  gehe«  Dreieck. 

Hypotenuse  =  c    Gegenwinkel  =  90® 
Kathete        =  a   Gegenwinkel  =  a 
Kathete         =  h   Gegenwinkel  =  ^ 
Hiemit  hat  man  folgende  Gleichungen: 

cos  c  =^  cos  a  cos  h 
cosc  =  cotg  a  cotg  ß 

sin  a     j     .    /,      sinb 

sm  a  =  -; —  und  sin  B  =  - — 

sm  c  ^      sin  c 

cosa  =  - — ^—  und  oosB  =  — ^~ 
fang  c  ^       tang  c 

stnb  ^^      sma 

cosa  =  sin  ßcosa  und  eosß  =  sin  acosb 

In  dieser  Gestalt  prägen  sich  diese  Gleichungen  leicht  dem  Gedächtnis  ein, 
wenn  man  die  Analogieen  mit  den  Formeln  der  ebenen  Trigonometrie  im  Auge  behält 
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Z.  B.  wftrde  man  für  ein  ^enes  rechtwinkliges  Dreieck,  entsprechend  Fig.  1., 

schreiben : 

a  b  G 

8tna  =  —  cosa  =^  —  tang  a  =    , - 

c  c  ^  b 

und  nun  braucht  man  nur  noch  auswendig  zu  wissen,  dass  sinns  im  Zähler  sinus  und 
im  Nenner  «inus,  sowie  tangens  entsprechend  tangens  und  «inus  hat,  endlich  dass  eo$ 
im  Zähler  und  im  Nenner  beidemal  tang  hat,  um  diese  Formeln  immer  aus  dem 
Gedächtnis  anschreiben  zu  können. 

Ferner  merke  man  sich,  dass  die  erste  Formel  cos  e  dem  pjthagoräischen  Satze 
der  Ebene,  d.  h.  c8  =  a2  +  2>8  entspricht,  und  dass  die  2t«  und  6^  Formel  der 
Beziehung  in  der  Ebene  a-\-  ß  =  90°  entsprechen. 

Ausserdem  hat  man  die  Nepersche  Begeh  Wenn  man  die  Stflcke  a,  c,  ß^ 
90°  — a,  90°  —  6,  a...  in  cyklischer  Aufeinanderfolge  betrachtet,  so  ist  der  Cosinus 
irgend  eines  Stflckes  gleich  dem  Sinus-Produkt  der  getrennten  und  gleich  dem  Co- 
tangentenProdukt  der  anliegenden  Stücke. 


IL  Allgemeines  sphärisches  Dreieck. 

Flg.  2.  Nach  Fig.  2.  bezeichnen  wir: 

BBphirisobet  Dreieck. 

Seite  a  mit  dem  Gegenwinkel  a 
»     ^     »      ■  »  ß 

fi    c    ff     9  »        y 

Man  hat  zuerst  folgende  4  Gleichungs-Gruppen,  welche  je 
ffier  Stücke  enthalten,  und  zur  Bestimmung  eines  Dreiecks  aus 
drei  gegebenen  Stücken  genügen: 

Cosinus-Satz  cos  a  =  cosb  coe  c  -{-  sinb  sin  c  cos  a 

cosb  =  cosc  cos  a -^  sin  c  sin  a  cos  ß 
cosc  =  cosacosb  +sinasinbcosy 
sing  __sinb  ^  sine 
sina"  sinß"  siny 
Contangenten-Satz  cotg asinb  =  eosb  cosy  -hsiny  cotg a 

cotg  bsinc  =  cos  c  cos  a -h  sin  a  cotg  ß 
eotg  c  sin  a  =  cos  a  cos  ß  -{- sin  ß  cotg  y 

cotgasinc  =  oosc  cosß  -hsinß  cotga 
cotg bsina  =  cosacosy  -^siny  cotg ß 
cotg c  sinb  =  cosbeosa-hsina cotg y 

Polar-Cosinus-Satz  cos  a  =  —  cos  ß  cos  y  -^  sin  ß  sin  y  cos  a 

cosß  =  —  eosy  cosa-hsiny  sin a cos b 
cosy  =— co9a cosß  -h  sin  a sin ß  cos c 

Nicht  unmittelbar  zur  Auflösung  eines  Dreiecks  dienend,  aber  anderweitig  oft 
brauchbar,  ist  eine  Beziehung  zwischen  fünf  Stücken  des  Dreiecks,  welche  in  sechs- 
facher Anwendung  folgende  Gruppe  giebt: 


Sinus-Satz 
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sin a cos ß  =  eosb  sine  —  sinbcose  eosa 
sin b  cos y  =  cosc  sina  —  sine  cos a cos ß 
sin c  eos a  =  cos a sinb  —  sinacosb  cosy 

smaoosy  :s  cos c  sinb  ^  sin c  cos b  cos a 
sinb  cos  a  =  eosa  sine  —  sin  a  eos  c  cos  ß 
sin c  cos ß  =  eos b  sin a  —  sinb  cos a eos  y 

Weiter  haben  wir  die  wichtigen  Gauss  sehen  Gleichungen : 

.    a        ß—y        ,  b-h  c   .    a 
stn-^cos^—-^  =  »n— ö— wt-s- 

.    a     .  ß—  y        .   6  —  c        « 
sm  -^  sin  '^  Q     =  Sin  — ^ —  ^^  "S" 

a        ß-h  y  b-h  c   .     a 

eos  -s-  cos '— s—  =  «^  — ö~~  ^^  "o" 

a     .  ß+y  b  —  c        a 

cos  -=-  SM  ^  '   '  =  cos  — 2~  <^*  "ö~ 

Diese  Gleichungen  lassen  verschiedene  Anwendungen  zu;  wenn  z.  B.  6,  c  und  a 
gegeben  und  ß,  y,  a  vi  berechnen  sind,  so  bestimmt  man  zuerst  n  ^'^^  q  > 
womit  man  auch  ß  und  y  hat,  und  dann  -^  auf  mehr  als  einein  Wege. 

Wenn  wir  hiebei  zur  vorübergehenden  Abkürzung  die  Zähler  und  Nenner  der 
entstehenden  Brüche  mit  Z,  N,  sowie  Z\  N'  bezeichnen,  so  haben  wir: 

b—  c        a 

CO«— 2— ««-g- 

.  b —  c        « 
ß-y       »•♦»-2-~''2"       Z" 
*""*     2      =    .b+c.a  =  W 

a              Z                  N  .    a  Z'  N' 

00»  -jj-  = 3-: —  =  -  -  ä stn-zr-  = 


Wenn  hier-=-  <  45**  ist,  so  ist  die  Bestimmung  aus  sin    „-  vorzuziehen,  und 
wenn  -^  >  45*,  so  ist  co«  -s-  günstiger. 

Bei  der  Doppelbestimmung,  die  man  auch  für  cos  ^  selbst  oder  für  sin-^  hat, 

gelten  zu  günstigster  Auswahl  dieselben  Regeln,  wie  bei  der  Berechnung  der  Hypo- 
tenuse eines  ebenen  Dreiecks,  wie  bereits  in  unserem  Band  U.  4.  Aufl.  1898,  S.  280 
mngegeben  ist 


Digitized  by 


Google 


166  BeiheD-Entwicklangen.  §  28. 

Def  8phäri8(^  Exgess  eines  sphärischen  Dreiecks  bt  der  Üherschnss  der 
Winkelsmnme  Aber  180^,  d.  h. : 

fi  =  a-Hj5-l-y~180° 
Wenn  r  der  Eogelhalbmesser  and  F  die  krmnme  Oberfl&che  des  sphärischeii 
Dreiecks  ist,  so  findet  man  daraus  den  Ezzess  a  nach  der  Formel: 

F 

dabei  ist  ^  =  i^  oder  für  Sekunden  g  =  — -  -——  =  206  265".    (Vgl.  S.  170.) 
Aus  den  Seiten  ci,  b,  c  erh&lt  man  den  sphärischen  Exzess  durch  die  Formel: 


ta*^9-2  ^^y  tang ^  fang— ^- lang— ^tang-^ 
wobei  a  -f-  6  -h  c  =  5. 

9  28.    Beihen-Entwicklmigen. 

In  der  höheren  Geodäsie  spielen  konrerg^erende  Reihen  eine  wichtige  Bolle. 
Als  Qmndbige  der  konvergierenden  Potenz-Reihen  betrachten  wir  zuerst  die 
Taylor  sehe  Reihe  mit  der  Veränderlichen  x  und  mit  der  Änderung  h  derselben: 

nx^h)=.f(x)+hf'(x)^^^r(x)-^f,r{x)-^,.. 

Dabei  bedeutet  f  (x)  die  erste  Ableitung  Yon  f(x)  nach  x,  f  {x)  die  zweite 
Ableitung  u.  s.  w.,  femer  ist: 

1!  =  1  5!=      120  9!=        362880 

2!  =  1 . 2  =  2  6!  =      720        10!  =     3628800 

8!  =  1.2.3  =  6  7!=    5040        11!=    39916800 

4!  =  1.2.3.4  =  24        8!  =  40320        12!  =  479001600 

In  anderer  Form  sind  diese  Fakultäten: 

1!  =  1  5!  =  28.3.5  9!  =  27.34.5.7 

2!  =  2  6!  =  24.3«.  5  10!  =  28  .3*.  5«.  7 

3!  =  2.3         7!  =  24.32.6.7        11!  =  2«  .3^.5«. 7  .  11 
4!  =  2« .  3        8!  =  27. 32 . 6 .  7        12!  =  210.3«.  5« .  7  .  11 

n=123456789        10        1112 
2-  =  2        4        8      16      32      64    128    256    512    1024    2048    4096. 

Die  sehr  oft  gebrauchten  trigonometrischen  Anwendungen  der  Taylor  sehen  Reihe 


sind: 


.   ,        ^  K^  h^  h^ 

stn  {x -^  h)  =  sin  X -h  h  cos  X  —  -5-  «m  «  —  -^  cos  a;  H-  öt  «»«  «  +  • 

ro  jj^  L^ 

sin{x^h)  =  sinx-^heosx  — ^  sinx-h  -^  cosx-^^sinx  —  , 

Jl^i  Jfi  J^4 

cos  {x -^  h)  =  cos  X  —  hsinx  — ^eosx-^-^sinx-^^cosx^. 

h!^  h^  h^ 

cos{x  —  h)  =  cos  x-^  hsinx  —  -^cosx—  -^  sinx-^- ^sinx'\'. 
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tang{x-^h)  =  tangx^h^^  +  h^-^^^-^ ^^ +  ... 

'^^  '         ^  »n«rc  ^     swfix       3  co«*ä 

Manchmal  ist  es  bequem,  alles  in  tangx  =  t  aossadrücken,  wie  folgende  Bei- 
spiele zeigen: 

tofV (X  H- Ä)  =  *aii^  « -h  Ä(l -h  t2) 4- Ä2  «(1-h «2)  4- y  (1+4*2-^3*4) 

Folgendes  sind  die  weitergehenden  Ableitungen  von  tangx: 
tangx  =  t 
dt        ,       ,„ 


dx 

=  1  -hl' 

dx^ 

=  2*(i-He2) 

dßt 

=  2(l-ht2)(l-h3t2) 

d^i 

dx^ 

=  8«(l+*a)  (2  +  3*2) 

-^  =  8(1  -h  *2)  (2  +  15  «2  +  15  «4) 

-1^  =  16  *  (1  H- «2)  (17 -H  60  (2  +  45  **) 

d7t 
dx'' 


=  16  (1  -h  *2)  (17  +  231  *2  4.  525  H  +  315  i«) 


-^  =  128 1  (1 -H  *2)  (62  +  378 12 -h  630  *4 -h  315 1€) 

-^  =  128  (1  -h  *2)  (62  +  1320  *2  4-  5040 1*  +  6615  *«  -h  2835  *8) 

1^*-  =  256  *  (IH-  *2)  (1382  -4-  12720  *2  +  34965  *4  +  37800  ß  -+- 14175  *») 

-^^1  =  256  (1  +*2)  (1382  4-  42306  *2  +  238425  «4+509355  *ö  +  467775  *8  -h  155925 1^) 

Ebenso  auch  die  Ableitungen  von  cotgx: 

coigx  =  e 
de 
dx 

^  =  +2c(l+c2) 


=  -(l  +  c2) 


Digitized  by 


Google 


168  Reihen-EDtwicklungen. 


=  -2(l-^c2)(l-h3c2) 

=  4-8c(lH-öB)(2  4-3c2)  u.  s.  w. 


die  Coeffidenten  sind  hier  dieselben  wie  bei  den  Ableitmigen  von  t,  jedoch  findet  bei 
den  ungeraden  Ableitungen  Zeichen&nderong  statt. 

Mit  dem  Vorstehenden  hat  man  zugleich  die  Ableitungen  Ton  hg  oos  x  und 
log  si/n  x,  denn  es  ist: 

dlcosx  ^  d  Isinx 

dx  ^  dx  ^ 

d^leosx  dt  n_L_#fi\  d^lsinx     de  ,.   ,    «. 

u.  s.  w. 

Auf  die   zuerst    angegebene  Taylor  sehe  Reihe  gründet^  sich   auch    die  Ma- 
claurinsche  Reihe: 

A«)=m+^r(0)+^r(0)+f  r(o) 

wobei  /(O),  f  (%  f  (0)  u.  s.  w.  diejenigen  Werte  sind,  welche  entstehen,  wenn  in 
/(*)»  /'  Wf  /"  («)  ^  «•  ^'  ^ö  Veränderliche  x  gleich  Null  gesetzt  wird. 

Von  besonderer  Wichtigkeit  ist  die  Binomial-Reihe: 

Die  Co€£ficienten  dieser  Reihe  heissen  Binomial-Coäfficienten ,  und   haben   fol- 
gende Bedeutungen: 

Ö  =  T 


/n\  _  ^  n  —  l 
l2J-T~2- 


n\       n  n  —  1 «  —  2 


3/  -  1      2         3^  ^-  '•  '^• 

Z.  B.  (1-f  aj)4=  l  +  4a?H-6aJ2-h4aj34.aj* 

(1 -^«)ö  =  1 +  5aj  + 10««  4- lOajB  H- 5a:4  4.  flcö 
(1 -1- aj)6  =  1  H- 6a:H- 15««  + 20ic8  +  16ir*  +  6a>'J-h«6 
?'•  Potenz  giebt  1      7    21      35      35      21        7        1 

8,  „  ,      1      8    28      56      70      56      28        8      1 

9,  „  ^      1      9    36      84    126    126      84      36      9      1 
10,       ,  ,1     10    45    120    210    252    210    120    45    10 

die  Wiederkehr  ist  ausgedrückt  durch  f     )  =  (_)• 

(a-»-5  +  c)8  =  a84-&8-f-c8H-3a»6-h3a2c  +  3ft«cH-6a6c 
H-3(i62  4.3ac2-i-3&A 
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Die  Binomial-Reihe  gilt  allgemein  für  ganze  oder  gebrochene  positive  oder 
negative  Exponenten  n  und  konrergiert  immer,  wenn  a;<l  ist  Einige  h&ofig 
gebrauchte  Anwendungen  dieser  Beihe  dnd  folgende: 


1  — a; 

1 
1-+-« 

1 

(1  -h  «)Ä 
1 


Vi-^x  = 


yi— «  = 

1     __ 

yi—x  " 

1 


yi— «2 


1  3    ^       5     „       35 


21 


■  256  ^      1024  ^ 


33 


i^^**"^2Ö48*^'^** 


63 


231 


8 


16* 


128' 


256      ^1024 


429 
"2048 


«7. 


1  3     ,       5     ^       35  _ 

aj«  _  4-  a:*  —    a;6  —   %^aß  — —  «w  _  . 

2  8  16  128  256 

1     -      3  _       5  ^  ,    35    ^  ,    63     ,. 


16' 


128 


256" 


LogarUfwUsehe  Reihe, 

f/t  X  /  «2        x8        a:4        a;5  \ 

l(l-.«)=-(a:4-2-+3+^  +  y  +  ...j 

Hiebei  ist  I  das  Zeichen  fflr  natürliche  Logarithmen  mit  der  Basis  e  =  2,1828 . . . 
oder  es  ist  {  «  der  natürliche  Logarithmus  von  g.  Dagegen  bedeutet  log  z  den  dekadi- 
schen oder  Briggschen  Logarithmus  mit  der  Basis  10,  und  es  besteht  die  Beziehung: 

logz  =  fi{lg) 
Der  Faktor  fA  heisst  der  Modulus  des  Briggschen  Logarithmen- Systems. 
Auf  20  Stellen  genau  hat  man  biezu: 

1 


/i  =  0,43429  44819  03251  82765 
logfA  =  9.63778  43113  00536  78912 


=  2,30258  50929  94045  68402 


log—  =  0.36221  56886  99463  21088 


Wenn  man  grossere  Multiplikationen  oder  Divisionen  mit  dem  Faktor  fi  =  0,43429 . . . 
auszuführen  hat,  so  kann  man  eine  Tafel  der  Vielfachen  von  fi  oder  1 :  (a  benützen, 
wie  sie  in  maochen  älteren  Logarithmen-Tafeln  sich  finden  z.  B.  Thesaurus  S.  641 
und  Steinhauser  208tell.  Logar.,  Wien  1880  S.  XII  bis  100 /u  und  S.  XI  umgekehrt 
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Exponential'Beihe, 
X        x'^       ttfi       X* 

.      ,      xla  ,  («Ja)«      (xläfl      («Ja)«   , 

— f-i(f)^i(f)'+i&)'- 

«  =  2,71828  18284  59045    %  e  = /i  =  0,43429 .. .    Z 10  =  —  =  2.8026 ...  (S.  169), 

Chniometrische  Beihen, 

In  den  Potenzreihen  fQr  «tn  or,  oo«  x,  n.  8.  w.  ist  x  in  analytischem  Masse  za 
nehmen,  zu  dessen  Erkl&rong  an  die  Berechnung  eines  Kreisbogens  zu  einem  Centn- 
Winkel  erinnert  wird.  In  einem  Kreise  mit  dem  Halbmesser  r  sei  ein  Centriwinkel  a 
in  Graden  (also  z.  6.  a  =  80®,  a  =  40®  u.  s.  w.)  gegeben  und  es  soll  der  zugehörige 
Bogen  h  berechnet  werden,  wozn  die  Proportion  dient: 

ft  :  2  r  TT  =  a :  360® 

,  .       2r7ra®       ra®  ^      180® 

also  5  =  ____=  -^^    wenn^®=-  ~ 

a® 

Setzt  man  --  =  a,  so  wird  b  =  ra 

Q 
Dieses  f&hrt  allgemein  zu  der  Brklilning:    Wenn  a;®,  af,  x"  ein  Winkelwert 
in  geometrischem  Mass,  d.  h.  in  Qiaden,  Minuten  oder  Sekunden  ist,  und  x  der  ent- 
sprechende Wert  in  analytischem  Masse,  so  bestehen  die  Gleichungen: 

«®      .  .     ^      180  180 

ar  =  ^,  wobei  c)®  =  -  =3;i4T59-... 

«*  ,      180.60  4800 


n 

3.14159 . . . 

180. 

60 

60 

288000 

n 

3,14159 . . . 

200 

200 

oder  fttr  neue  Teilung: 

«  =  —  wobei    0»=  —  oi>iicA 

Qß  ^        n  3,14159... 

Die  genaueren  Zahlenwerte  hiezu  sind: 

n  =      3,14159  26535  89793  log  n  =  0.49714  98726  94134 

-    =      0,31830  98861  83791  log  --  =  9.50285  01278  05866 

qo  =     57,29577  95130  82321  %^®  =  1.75812  26324  09172 

^  =      0,01745  32925  19943  log  \  =  8.24187  73675  90828 

q'  =  3437,74677  07849  39253  logg'  =  3.53627  38827  92816 

4-  =       0,00029  08882  08666  log-,  =  6.46372  61172  07184 
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^'  =  206264,80624  70963  55156 
^  0,00000  48481  36811 


1 


63,66197  72367  58134 
0,01570  79632  67949 


logQ''  =  5.31442  51331  76459 
log\  =  4.68557  48668  23541 
logg*  =  1.80388  01229  69847 
%— =  8.19611  98870  30153 


Zd  weit  getriebenen  Reihenentwicklungen  braucht  man  auch  n\  ifi . . ,  [  ftlr  die 


Potensen  von   : 

n  = 

3,14159  26535  89793  23846 

n^  = 

9,86960  44010  89358  61883 

«s  = 

31,00627  66802  99820  1754 

7r4  = 

97,40909  10340  02437  24 

fr5  = 

306,01968  47852  81453 

««  = 

961,38919  35753  044 

«7  = 

3020,29322  77768 

«8  = 

9488,53101  60757 

Diese  Werte  sind  lumüttelber  durch  Multlpli- 
kettonen  tob  n  erbelten. 


logn  =0.49714  98726  94133  85485 
logn^  =  0.99429  97453  88267  70870 
logit^-  1.49144  96180  82401  56305 
logn^  =  1.98859  94907  76535  41741 
logn^  =  2.48574  93634  70669 
%7r6  =  2.98289  92361  64803 
top  TT?  =  3.48004  91089 
Jop  7r8  =  3.97719  89816 
top  jrö  =  4.47434  88542 
top  7rl0=  4.97149  87269 


Am  häufigsten  braucht  man  g  in  Sekunden,  weshalb  wir  die  Logarithmen  der 
Potenzen  dieses  q,  nebst  dem  oft  dazu  gebrauchten  Faktor  ß  im  Folgenden  zusam- 
menstellen. 


n 

logg* 

'^^ 

9.637  7843-113 

n 

0 

1 

5.314  4251-332 

4.685  5748-668 

4.323  3591-781 

1 

2 

0.628  8502-664 

9.371 1497-336 

9.008  9340-449 

2 

3 

5.943  2753-995 

4.056  7246-005 

3.694  5089-118 

3 

4 

1.257  7005-327 

8.742  2994-673 

8.380  0837-786 

4 

5 

6.572 1256-659 

3.427  8743-341 

3.065  6586-454 

5 

6 

1.886  5507-991 

8.1134492-009 

7.751  2335-122 

6 

7 

7.200  9759-322 

2.799  0240-678 

2.436  8083-791 

7 

8 

2.515  4010-654 

7.484  5989-346 

7.122  3832-459 

8 

9 

7.829  8261-986 

2.170  1738014 

1.807  9581-127 

9 

10 

3.144  2513-318 

6.855  7486-682 

6.493  5329-795 

10 

12 

3.773  1016 

6.226  8984 

5.864  6827 

12 

In  der  Charakteristik  der  Logarithmen  sind  hier  nur  die  Werte  zwischen  0  und 
9  geschrieben  z.  B.  für  logg^  =  10.628 ...  ist  nur  geschrieben  0.628 ...  u.  s.  w.  und 
ebenso  sind  auch  die  — 10  u.  s.  w.  am  Schlüsse  ein&ch  weggelassen;  der  Punkt  oben 
L  B.  1-332  steht  nach  der  T^  Stelle.  Diese  Bemerkungen  gelten  auch  für  alle  übrigen 
Logarithmenrechnungen  dieses  Buches. 
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Obige  Tabelle  gilt  fftr  alte  Teilnng  and  q  in  Seknnden.  Für  nene  Teilung  stehen 
die  entsprechenden  Potenzlogarithmen  in  des  Verfassers  logar.-trig.  Tafeln  fAr  nene 
Teilnng,  Stattgart  1894,  S.  417,  and  die  wichtigsten  Eonstanten  mit  fi  and  g  ftir 
nene  Teilung  sind: 

.       -^  =  o7^  =  0,00682  18817  69209  06737         log  =  7.83890  41888  30689 


M 


6  (»2 


=  178596,44708  17149  log  =  5.25187  28149  77198 


J^^   =  535789,34124  51446  log  =  5.72899  40696  96861 


5^» 
180^4 


=  1.46889  69001  log  =  0.16699  13143 


^r^  =  22,03345  35017  log  =  1.34308  25734 

12  ß*  ^ 

Die  folgenden  Reihen  gelten  fQr  x  in  analytischem  Masse: 

«8  jj5  aj7  ic8  iCÖ  a;7  j^ 


3!  ^  5!        7!^ 6^120      5040^362880      ** 

x^       as^       afi  ^       x^        x^       afi         sc^  x^^ 


co.a;=l-2r+4!--6T 


=  1  — 


2  ^  24       720  ^  40320      3628800 


x8      2x^      17  «7      62  reo      1382  a;"    ^        ä        «        o»       rr* 
tan(;a:  =  a;  + ^+^  +  -3^^-+ 2g35  +  T55925"'*^''^-2-=T^  24  ^240" 


^  1    /,       a;2        **       2a?6  \ 

^'•^^=Vi^--3--45-94|---j 

-1       ^      55*      61x6      251^8 
««ic  -  1  -t-  2  +  24  "^'  720  "^  40320  "^  * ' ' 
1  /,        iC«    .    7ic4        31a;6  \ 

^= i^i^  ^  T+36Ö  "+■  i5r2() -^  •••; 


cosec 


yS   3y6   5y7   35  yO   63  y"   231  yi3     .    .   ^ 

V^  ij6         fiT         ii9        yll        i/l9 

ar  =  arc«awpy  =  y  —  ^  +  ^  -  -^^-  +  ^  -  ^  ^  +?L__  . .  .(y  =  tangx) 

,         aß       x^         x^  aß  «10  691x12 

Ism   x  =  Ix -: =3-,  —  : 


6       180      2835      37800      467775  -    3831077250 
a;2        ar*         x6         17-58        Slajio  691  a;i2 

I  CO«    ac  = s 


2         12         45         2520        14175  935550 

_  ^      7«4      62x6      127x8      146x10      2828954  x'2 

Itangx^lx-^-  ^  +  ^^  "^  2835  "*"  18900  "^  66825  "^3831077260 

Die  Co€fficienten  dieser  drei  letzten  Reihen  erfüllen  die  Bedingangen: 
-ß-  +  -^  =  -2-     »     T8Ö-^W  =  12-     '     allgememS.+  r.  =  C. 
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^dJ--  +  -J-  =  2«4-     .     ^  +  ^  =  24-J^      ,      allgemein  S. -HC.  =2-5. 

(weil  8m2x=  2rinxco8x). 

Diese  Reihen  gelten,  wie  schon  ohen  bemerkt,  f&r  x  in  analytischem  Masse; 
wird  X  in  Graden,  Minuten  oder  Sekunden  gezählt,  so  moss  mit  dem  betreffenden  g 
diYidiert  werden,  und  f&r  gewöhnliche  Logarithmen  ist  mit  dem  Modulos  fi  im  Gktnzen 
in  moltiplixieren,  wodurch  man  fflr  Gradmass  und  gewohnliche  Logarithmen  hat: 

^^^*  =  ^^7"te^i8Ö^'^5l«"^  37850^ 

log  cos  x=  ^^^a^+-—  +  ^—  ^  -^2-_  4-  ^^^^^  ^^^  I 

Hiebei  ist  fflr  Sekunden  log—  =  4.685 5748*668  und  die  flbrigen  CoSfficienten- 
Q 
Logarithmen  sind  die  folgenden: 

x2  x^  xß  aß  «10  «12 

log  sin      8.280  7827*945  6.124  8112*7  4.298  6804  2.544  891  0.82850  9.1208 

log  cos      8.707  9040*492  7.800  9025*8  6.098  0210  4.951 482  8.88887  2.7881 

log  fang  8.531 8127*902  7.270  9398*1  6.091 0721  4.949  725  8.88295  2.7880 

Die  entsprechenden  Werte  für  neue  Teilung  sind  mitgeteilt  in  des  Verfassers 
logar.-trig.  Tafeln  fflr  neue  Teilung,  1894,  S.  417. 

liGt  diesen  Beihen  kann  man  die  log  sin  u.  s.  w.  bis  auf  15  Stellen  berechnen 
«twa  fflr  Winkel  von  0^  bis  zu  10^,  und  wenn  man  zu  einem  kleinen  Winkel  x  einen 
scharfen  Wert  log  sin  x  oder  log  tätig  x  braucht,  so  erh&lt  man  ihn  mit  wenigen 
Beihengliedem  besser  unmittelbar  als  durch  Interpolation  aus  der  lOstelligen  Tafel. 

F&r  «  etwft  zwischen  10^  und  85*  bst  mMi  die  Etiler  loheo  Reihen,  welehe  in  detVerHueen 
4«U11.  Tafeln  für  neue  Teilung  *af  8.  VII  angegeben  sind  mit  neu  snsgereehneten  CoefAoienten  f&r 
nene  Teilung. 

Für  K  in  der  N&he  von  45*,  etwa  zwischen  85°  und  55°  haben  wir  im««  Formeln  aufigestellt 
In  der  genannten  6stelligen  Tafel  8.  YIIl,  und  es  mag  hier  kurz  deren  Entwicklung  angedeutet 
werden.    Nach  dem  Taylor  sehen  8atEe  ist  znnichst  allgemein 

Die  Ableitungen  von  Umg  X  sind  bereits  auf  8. 167  angegeben,  und  deren  Werte  fftr  X=:  45° 
oder  =5  öOv,  lassen  sich  daraus  mit  t  =  1  leicht  ermitteln,  woraus  folgt : 

%z*       4  «*       16 «« 

«WOUf  —  Y  - 

und  auf  gleichem  Wege  wird  gefunden : 

/•/i.(50,  +  *)=/Wii50»4-|-?|'  +  ^-^  +  ... 

Wenn  s  in  Einheiten  von  If  gez&hlt  wird,  so  muss  man  «  mit  ^  und  x*  mit  Q^  dividieren 
u.  B.  w.,  wobei  logi^=.  \M  888 ...  ist,  und  zum  Übergang  auf  briggische  Logarithmen  ist  der  Faktor  ß 
im  Oaazen  zuzusetzen  {log  ß  s  9.68778 . . .).    Wenn  dieses  geschehen  ist,  soll  erhalten  werden : 

to^eo#(50fH-«)  =  ?opfe»60»  — «t  *— «a«*—  ««»*  +  ... 
loy  »M  (50»  +  *)  =  %  »*«  60»  -f-  «1  «  —  o,  *«  4-  a,  *•  — . . . 


l«>t(60f  +  «)  =  /««60»- J--2 ^  + 
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Nun  empfiehlt  es  sieh,  Näbenrngewerte  »bzasondem,  n&mlioh : 

2/i  /   2  \«  £1 

Diese«  ist  to  bemessen,  dsss  a«  sebr  nahe  =  —^  und  a«  sehr  nshe  =  ( -^^  j  —  wird,  dass 

slso  bei  der  Zosammenfsssong  die  €k>SfAoienten  von  m  nnd  von  «•  klein  werden.  Die  weitere  Ans- 
f(Uirang,  auf  welche  hier  nicht  eingegangen  werden  kann,  giebt  die  Gebranchsformel  auf  S.  Vin 
unserer  logar-trlg.  Tafeln  für  nene  Teilung.  In  der  .Zeitsohr.  t  Venn.*  1898,  &  600—802  wird  mit« 
geteilt,  dass  Jene  .neuen  Formeln"  für  U^g  tin  (50f  —  a)  und  log  eot  (60r  —  «),  welche  vom  Verfasser 
1893  zuerst  yeröffentUoht  wurden,  auch  von  Herrn  Prot  Sohols  in  Delft  aufgestellt  (aber  nicht  ver- 
öffentlicht)  wurden  und  es  ist  Herr  Sohols  in  der  Ausrechnung  erheblich  weiter,  nftmlich  bis  zur 
20tm  Potenz  mit  27  Stellen  gegangen,  wie  die  von  ihm  in  der  «Zeitsohr.  f.  Verm.'  1893,  8.  eOl  mit- 
geteilten Zahlenwerte  zeigen.  Die  im  Vorstehenden  mitgeteilten  Formeln  und  Zahlenwerte  gehen 
zum  Teil  über  die  Bedürfnisse  des  praktischen  Geodäten  hinaus,  wir  sind  dazu  geführt  worden  durch 
die  Berechnungen  zu  den  .logarithmlsch-trigonometrischen  Tafeln  für  neue  Teilung  mit  6  Stellen 
von  W.  Jordan,  Stuttgart  Wittwer  1894*,  aus  deren  Veranlassung  vielstellige  Fundamentalzahlen  mit- 
geteilt worden  sind  von  Schols  und  Neil  in  der  .Zeitsohr.  f.  Venu.*  1898,  S.  600-802,  1894.  8.  74—75 
und  S.  160.  Neil  giebt  dort  die  Zahlen  «,  /i,  IT,  ^  u.  s.  w.  auf  80  Stellen  und  ihre  Logarithmen 
auf  20  SteUen. 

Als  Quelle  ist  hier  hauptsächlich  zu  nennen  der  «Thesaurus  logarithmorum  completus*  von 
Georg  Yoga,  Leipzig  1794«  im  allgemeinen  mit   lOstelligen  Logarithmen.    Derselbe  giebt  auf  8.  808 

und  809  die  Zahlen  ir  140stellig.  / 10  =  —,  ^  und  e  48stellig  und  auf  8.  688  die  wirkUche  Reihen- 
ausrechnung von  it  auf  140  Stellen.  Manches  hiesu  bieten  auch  die  ersten  (ältesten)  Ausgaben  von 
Vegas  7stelligen  logar.-trig.  Tafeln,  und  Vega-Hülsse,  Leipzig  1840,  femer  Steinhauser  Hllfstafsln 
zur  präzisen  Berechnung  20stelliger  Logarithmen,  Wien  1880  (mit  Berichtigungen  von  Neil,  «Zeitschr. 
f.  Verm.«  1893  S.  603). 

All  dieses  vielstellige  Zahlenmaterial  braucht  fast  nur,  wer  sich  mit  feinen  Berechnungen 
von  Zahlentafeln  mathematischer  oder  geodätischer  Art  beschäftigt.  Wir  werden  auch  am  Schiusa 
von  §  30.  hierauf  nochmals  zurückkommen. 


§  29.    Weitere  Beiheiio 

Bei  geodätischen  Entwicklangen  hat  man  oft  das  Bedürfois,  die  Potenzen 
sin*x  nnd  oo^x  in  den  sinnx  nnd  eosnx  n.  s.  w.  anszndrtlcken,  z.  B.  nm  jene 
Potenzen  zn  integrieren  nnd  dergL;  anch  die  umgekehrten  Verwandlungen  werden 
gebraucht 

Man  kann  alles  dieses  schrittweise  aus  den  einfachsten  goniometrischen  Formeln 
herleiten : 

sin2  X  =  2  sin  X  cos  X  oos2x  =  cos^  x  —  sin^  x 

sinS X  =  sin {2 X  -h  x)  =  sin2 X cos X -{- cos 2 X sin X 
=  2sinx  eos'^  x  -+■  coä^  xsinx  —  «tn8  x 

sinZx  =  28inx  eofi  x  —  sin^  x 

In  dieser  und  ähnlicher  Weise  konnte  man  alle  von  S.  176—177  Formeln  Schritt 
für  Schritt  entwickeln,  doch  kommt  man  besser  zum  Ziel  mit  Hilfe  der  imaginären 
Ausdrücke  für  sinx  und  cosx^  zu  welchen  wir  nun  übergehen. 
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Die  Reihen  f&r  sinx  und  fOr  coso:  stehen  in  Beziehung  zur  Exponentialreihe  C: 

sinx=         jj      •      -3T      •      "*-5T      •      ""••• 
^  x^  x^  xfi 

o;       aJ8       aßS       aj4       ajS       aj6 
'^=^  +  TT+2!-^8T+4y-^T!-*-6!+--- 

Wenn  man  hier  x  =  ix  setzt  (wobei  i  =  V—  1),  so  wird  x^  =  —x^,aß  =  ^i  aßf 
x^sz-^x^,  sfi  =  ix^XL  8.  w.  und  damit  bekommt  man  aus  den  obigen  drei  Reihen : 

€■*■*'=  008 x-hi sin X  und  e-**  =  eo8X  —  isinx 

g-i-*«j_g-<«  tf"*"'* e~*' 

oder  eo8x  = -^ und  8inx  = ^r-. 

nnd  wenn  man  noch  x  =  nx  setzt,  so  bekommt  man  den  Satz  yon  Moivre : 
C08nx±i8innx  =  e±**»=  (e±'»)"  =  (00«  o?  ±  1  «in  «)■ 
Wenn  man  hier  nach  dem  binomischen  Satz  entwickelt,  so  erh&lt  man: 

eo8nx-hi8innx  =  00^  ^  "•■  ( 1  )  ^**  '^xisinx  —  l^j  C08*  -  * «  sifß  a:  —  . . . 
eo8nx  —  i8inx=^  cos* *  —  ( ^  ) ^^osf^  "^xisinx  —  ( -  j  co^  - ' o; sifß a;  +  . . . 


Durch  Subtraktion  und  Addition  findet  man  hieraus: 
8innx=:^{.\  cosr  - 1 «  »m  a?  —  (  ^  }  cew"  ~  *«  wi8«+  (  c  )  ^*"  "  *  *  **♦»*  ^ 
cosna;  =  ««•«  — (^  )«>«■- *a;sin2a5  +  fj  cos*  -^xsin^x^,.. 


(1> 


Wenn  man  umgekehrt  sin*x  und  00s"  x  als  Punktion  der  sinnx  und  cosnx 
haben  will,  so  setzt  man: 

e+  '*  =  p  =  CO« X  +  i «tn »  also  p^  =  cosmx -^-iainmx 
er-*'  =  q  =  cosx  —  isinx     „     g*  =  öosma;  —  ismmx 
dann  ist  |j  g  =  1  p  -h  g  =  2  co«  «  p"  +  g"  =  2  co«  tn  x 

p  —  q  =  2isinx  p**  ^  q*"  —  2 i sinm x 

wir  machen  davon  folgende  Anwendungen  durch  Potenzen  von  (p  -\-  q)  und  von  (p  — g) : 
(2  «w  aj)2  =  (p  +  g)«  (2  i  sin  xf  =  (p  —  g)^ 

=  (p2  +  52)-^2pg  =(p2  +  22)_2pg 

4  005*0?  =  2co«2flB-f-2  — 4  sin^  x  =  2eo82x-^2 

cos^  x=  ^-h^eo82x  sin^  x=^  —  -^cos2x 

Dieses  sind  die  bekannten  goniometrischen  Formeln.    Wir  fahren  fort: 
{2co«a;)4  =p4 -h4p8g  +  6p8g2 -+-4pg3 -I- gf4 

=  (iH  +  g*)  -+-  4  (p2  -h  g2)p  g  +  6p2  g2 

113 
16«)«*«  =  2 00s 4a;-h8<»«2a;4-6  oder  co8*x=^  ^co8  4x-h-^cos2X'+'^ 
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Auf  gleichem  Wege   bekommt  man  auch  sin^x,  and  durch  Weiterrerfolgnng 
dieses  Weges  kann  man  jede  derartige  Formel  finden,  z.  B. 

(2t«*na;)5  =(i>  — g)^ 

32 f5  «tn« «  =  p5  —  5|j4  3  4-  I0p8  g2  —  lO jj2  gS  +  5p  ^4  —  gS 
=  (p»-«5)_5(p8  — gB)pg+10(p»  — g2)p3 

32 1  sin^  X    =2t«n5a;  —  10i«ii»3a;  +  20twt2a; 

.  ^  1     .  5.^5.^ 

8%no  x  =  ^^8%nx  —  zr^sm^x-^-^sm^x 

{2c08x)^  =  {p'hq)^  =  p^-hhp*q-h  10  p»  q'^ -^  10  p»  q^ -h  hpq^-^q^ 
32  co«5«  =  (p*-+-g*)-4-5(|)»-hg»)pgH-10(p«-h3«)pg 
=  2  CO«  5  a;  -h  10  CO«  3  a?  -h  20  CO«  2  a: 


CO«*  x  =  ifoCOShX- 


:r^co«3Ä4-Q-oo«2« 


(2) 


Die  Codfficienten  f&r  «iVa;  nnd  eoi'x  sind  dieselben,  nur  findet  bei  «in*x 
Zeichenwechsel  statt 

In  solcher  Weise  kann  man  rasch  die  Oebranchsformeln  einzeln  entwickeln, 
etwa  bis  sin^^x  und  cos^^Xf  welche  wir  nachher  zusammenstellen  werden.  Es  ist 
auch  möglich,  allgemeine  Formeln  fftr  «rV  x  und  oot^  x  aufzustellen,  die  Entwicklung 
ist  aber  etwas  umstftndKch,  weil  man  gerades  und  ungerades  n  unterscheiden  muss. 
Die  allgemeinen  Formeln  sind  diese: 

1)  für  gerade  Exponenten: 
««»•«'  =  22:?^(l(l'')-{n-l)""^*'^(«-2)'^^'"~---) 

2)  für  ungerade  Exponenten: 

In  diesen  Reihen  ist  so  lange  fortzufahren,  bis  ein  CoSfficient  =  0  wird. 

Entsprechend  den  Formelgruppen  (2)  und  (1)  sind  die  nachfolgenden  einzelnen 

Gebrauchsformeln  bis  zar  10^  Ordnung  angeschrieben: 

.  o          A         1        ^ 
ntfi  «  =  -ö ^coszx 

3  .            1     .   ^ 
nffi  X  =  -j-«i«« j-«»»3a; 

4  4 

3      1      „       1      . 

«m*  X  =  -s ^O08  2x-h-^cos4x 

fitn* X  =  -a- 8tn X  —  ^rw 8tn^ X  -h  ^^  8in  b X 

O  10  10 

5  15       «  3         ,  1         ^ 
nn^x^  ^^--^C082x-hj^co84x^^^^co80x 
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04  04  04  04 

35        7  7  1  1 

63       21  9  9  1 

«■«»*  =  1^-64''*'^*+ 64 '•■''^*-256'**'*-^  256  •*•*'' 

.  ,„         68       105      „     ,    15       ,  «       „  5        o  1       ,n 

'**'"'=  266-266'^^*+ 64 '^**-6r2'^*^*^256'^^*-612~'^®* 

^3  1        o 

4  4 

cos* X  =  -^ -h -^- cos  2 X -h -Q- eo8  4  X 
eö«5  o;  =  -=-  öo»  o;  H-  ^r^  CO«  3  X  -f-  -  =^  cos  5  « 

o  10  10 

5  15       „  3        ,  1        ^ 
co«ö  a;  =  ^-i-ö2^*2a;-i-^co«4ic-h^o<^*^^ 

35  21  7  1 

co«7  j;=:_co«aj-h^co«8«-H^oo«5ic  +  ^aw7a; 

35        7  7  1  1 

63  21  9  9  1 

«W9  «=  j-2-g  «w  X  +  g^- CO«  8  a;  +  ^«M  5  x  +  25g  CO«  7  «  + 25-g  CO*  9  « 

,„         68       105      „        15       .      ,    45        -  60  1 

'»''"*=  256 -^  256*^^*+ 64«'*^*+ 512«"^*-^  266'"'^"'  + 512~*^<** 

sin  2  X  =    2  sin  X  008  X 
sin  Sx  =    3 «n X co«* x  —  mS a; 
sm  4  X  =    4  «m  X  co«8  jc  —     4  »n»  xcos  x 
«in  5x=    5«inxco«4x —    10»»n8xcos2a;-|-«»«5j; 
stn  6  X  =    6  «in X  cos^  x  —  20  sin^  xcos«x-|-     6«in5xco«x 
sin  7  X  =    7  «tn  X  cosß  x  —   35  ain^  xcos^x  -h  21  «in^xco«^« — sin^x 
sin  8x=    8«in2Cco«7x —   56«in8xa>«*x-h  56«in5xco«*x—     Ssin^xeosx 
<tn9x=    9«tnxoo«8x —   84«tn«xco«öx+126«tn5xco«^x —  36  «in7xco««x+ «in»  x 
«n  10  X  =  10  «in  X  co«ö  x  —  120  sirfi  x  cos^  x -\-2b2  sin'^xcos^x  — 120  sin^xeo^ßx 

+ 10  sin^  xcosx 

eos  2x  =  öo«*  X  —  «fn8x 

cos  %x  =  eosß  X —  3co«x«in8x 

cot  4x  =  co«4  X —  ßcos'^xsin^x-\'Sin*x 

«M  5x  =  CO«*  X— 10 co«8x«in2x 4-     5co«x«tn*x 

cos  6x  =  008^  X  —  15co«4x«in2xH-   15co«8x«»n^x  — «in«x 

eo«  7x  =  co«7  X  — 21co«5x«tn2xH-   35co«8x«in*x—     Icosxsin'^x 

Jordan,  Handb.  d.  VermeMUDgiknnd«.    4.  Aufl.    III.  Bd.  12 
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cos  8a:  =  eo«8  x —  28 cö«öa;»*n*a;H-   lOcos^xgin^x—  2S cos'^ x Hf^ x -h «in^ x 
cos  9x  =  cos9x — 36 cos7 xwVx +  126 CO«* ««iV« —  84co«*««n*«-|-  ^eosxsifißx 
cos  10  x  =  co«io  X  —  45  00*8  x  sitfi  a;  -h  210  cos^  x  sin^  x  —  210  cos^  x  sinfi  x+45  cos'^xsifi^ 

—  «tnWaj 

Ahgekürete  Pötens-Beihen  mit  mittlerem  Argument. 

Man  kann  in  einer  Potenzreihen-Entwicklung  nach  dem  Taylor  sehen  Satz  immer 
die  H&lfte  der  Olieder  sparen  durch  Einführung  eines  mittleren  Argoments,  wie  sich 
so  zeigen  lässt: 

Man  setzt  zuerst:  x  -h  Ä  =  (^  ■<■  "ö")  "•"  V 

h 


und  dann:  -,         —  i-  t    «  r       o 


Dann  hat  man  nach  dem  Taylor  sehen  Satze: 

„.,      .4.»)-|.(.4).Vr(..|)-... 

Daraas  findet  man  durch  Subtraktion  und  Addition: 

/•(«H-Ä)-/-«  =  fcf  («H-Aj+W...  (3) 


f(x+h)+m 


-rhi) 


•Ä«...  (4) 


2 
In  (3)  kommt  kein  Glied  mit  Iß  vor  und  in  (4)  ist  kein  Glied  mit  h;  diese 

Glieder  wurden  durch  Einführung  yon  o;  +  -ä-  als  Argument  von  fund  von  /'  erspart 
Als  einÜEkche  Anwendung  der  Gleichung  (3)  nehmen  wir  z.  B. : 
stnu  —  sinv  =  {u  —  v)  cos    -^ h  (m  —  u)^ . . . 

WiU  man  hier  nur  his  auf  (u  —  v)2  einschl.  genau  rechnen,  so  kann  man  in 
dem  Glied  mit  (m  — t?)  nach  Beliehen  u  oder  v  schreihen,  z.  B.: 

sin  u  =  sinv -hin  — V)  cos  u-h{u  —  c)^ . . .  (5) 

oder  sin  u  =  ain  V  -t  {u  —  v)cosv  -^{u  —  vf , ,.  (6) 

Diese  zwei  letzten  Formeln  sind  glei^  genau,  insofern  Glieder  von  gleichem 
Potenzrang  in  heiden  Temachl&ssigt  sind. 

Eine  andere JAnwendung  dieses  Prinzips  ist  folgende: 

Wenn  ((x.xf)   eine   Funktion   von  x  und  xf   ist,  welche  nach   Potenzen  von 
(x^  —  x)  entwickelt  werden  kann,  so  ist: 

f(x,xf)  =  f(x,x)  -h  {x'-x)r(x)  -h  (a/  — a:)2  +  . . 
oder  f{xyx')  =  f(x^,  x!)-^{x  —  x')  f  {x')  -h  (x'  —  a;)2  -h  . . 

Aus  diesen  beiden  Gleichungen  zusammen  folgt: 

/  i^  ^'x  -  i («♦ «)  -^  /■(«'»  ^')   .  irr'      ^\  f^^)-f  (^') 
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Es  onterscheiden  sich  aher  f  (an)  und  T  (^)  seihst  nur  um  Glieder  von  der 
Ordnung  {af  —  x),  also  ist : 

Dahei  sind  /(«,«)  und  f{oi^,af)  diejenigen  2  Werte  von  f(x,af),  welche  ent- 
stehen, wenn  hiw.  af  =  x  und  x  =^  af  gesetzt  wird. 
Folgendes  sind  zwei  einfache  Beispiele  hief&r: 

YxW  =  ^^-—^  +  (a^  _a.)2 . . . 


/ 


=  — 5 h  (rc'  —  a;)2 . . . 


oder  in  Worten:  das  geometrische  Mittel,  das  Mittel  der  Methode  der  kleinsten  Qua- 
drate und  viele  andere  Mittel  zweier  Zahlen  x  und  x^  sind  dem  arithmetischen  Mittel 
gleich,  auf  Glieder  von  der  Ordnung  {x^  —  x)  einschliesslich  genau. 

Zum  Schluss  dieser  Betrachtungen  erinnern  wir  daran,  dass  Näherungsformeln, 
welche  nur  auf  an  Glied  genau  sein  sollen,  am  einfachsten  in  der  Gestalt  von 
Differentialformeln  angeschriehen  werden.  Wenn  man  z.  B.  sinu  —  sinv  nur  auf 
Glieder  von  der  Ordnung  u  —  v  genau  hahen  will,  so  setzt  man : 

sinu  —  sinv  =  dsinv    oder    =  —  dsinu 
und: 

u  —  V  ^  dv    oder    =  —  du 
und  man  hat  damit: 

dsinu  =  cos u du    oder    dsinv  ==  cosvdv 
woraus  entsteht: 

sinu  --  sin  V  ^  (u ^  v) cos u    oder    =  (ti  —  t?) cos « 

in  Übereinstimmung  mit  den  obigen  (5)  und  (6). 

Reihen-  ümkehrung. 

Wenn  eine  konvergierende  Potenzreihe  vorliegt  von  dieser  Form: 

y  =  Äx-hBx'^-hCx^'^Dx^'h...  (7) 

so  kann  man  die  Aufgahe  stellen,  umgekehrt  x  durch  eine  konvergierende  Eeihe  nach 
Potenzen  von  y  darzustellen. 

In  erster  Näherung  gieht  die  Reihe  (7)  jeden&lls,  nach  x  aufgelöst: 

rc  =  ^  -h  y2 . . . 

also  y  =  Ax-j-  b('^  -hy^...]  -h... 

und  dieses  gieht  nach  x  aufgelöst: 

A        A^^  ^ 
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In  dieser  Weise  kann  man  fortÜEihren,  und  Schritt  für  Schritt  höhere  Glieder 
j/8 . . .  y^ . . .  a.  8.  w.  hinznfQgen ,  was  in  besonderen  F&llen  oft  nützlich  ist  Man 
kann  das  Verfahren  auch  allgemeiner  darstellen,  indem  die  Auflösung  der  Reihe  (7) 
diese  Form  annehmen  soll: 

Hier  haben  die  Co6f&cienten  a,  ß,  y^  ö...  folgende  Bedeutungen : 


(8) 


Obgleich  solche  Entwicklungen  wohl  am  besten  am  einzelnen  Fall  durchgeführt 
werden,  wollen  wir  doch  beispielshalber  eine  solche  Beihenumkehrung  mit  4  Elementen 
hersetzen  (aus  „Zeitschr.  f.  Verm."  1894  S.  38  und  S.  149),  welche  vielleicht  wieder 
gebraucht  werden  kann,  oder  auch  umgekehrt  das  am  Schlüsse  S.  181  Gesagte  begründet. 

J  =z  Ax  —  By^'-Cx^^Dxy^-hEaß^Fx'^y^-hGy^        i 

X^ay-hbyx-hcyx'^—dffi  +  eyx^  —  fy^x  • 

Die  schrittweise  vollführte  Auflösung  dieser  zwei  Gleichungen  von  x  und  y  gab 

A      ^A<fi     ^  A9 

/2BG        D         2Bh\  ^,,      (2C^         E\  ^, 

(SBb^      ßBbC_2Bc      4CD      6B(ß      2hD      ^BE      __F\  ^j,^ 

ß(ß      2CE\   ., 

/2Be[_2B26       JB2C        BD^ ^^4  n(\\ 

■^  \A  a5       ^2  a5  "^^8  04"^  ^2  a4       Aa^j  ^  ^ 

y  =  T^-J^2^^^Ua3-:i^-Z2a2J^^^U4--Xa4J^' 
/4jP62        bP       2BbC      2  Bc  _  4M         f  \    ..^ 
■•"^^2  05        ^2a4        ^8a4        ^2a4       ^ö5"^^a4; 

/262C 68^       '26c       26C2      ±E___2Cc ^  jzx  CiU 

'^[A^aß       A^a^~^A^aß       A^a^'^A*(fi       A^a^'      A^a^j  ^     ' 

Hierin  ist  auch  der  frühere  Fall  (7)  teilweise  inbegriffen,  man  braucht  nur  in 
(9)  zu  setzen: 

A=zA      ,      ^C=B      ,      E^C 
und  dazu  B  =  0      ,      I>  =  0      ,      F  =  0      ,      ö=0 

dann  geht  (10)  über  in: 

A  A^        ^\A^         A^  )      ^\       AT  ^    A9  ) 

also  innerhalb  der  vergleichbaren  Teile  übereinstimmend  mit  (8). 


Digitized  by 


Google 


§  30. 


laterpolation. 


181 


Oder  man  setze  in  (9)  a  =  i4,  &  =  0,  c  =  0,  d  =  —  C,  «  =  0,  /"=  0,  dann  wird 

wae  ebenfEÜls  innerhalb  des  Vergleichbaren  mit  (8)  stimmt. 

In  ähnlicher  Weise  kann  man  auch  Btoei  Reihen  mit  einander  Tergleichen;  es 
sei  gegeben: 

Dann  kann  man  x  so  darstellen: 
wo  die  OoSfiScienten  a^  ß^  y  ,, .  folgende  Bedeutungen  haben : 


A' 


C 


i?  = 


B       BA'^ 


^  =  -x 


2BA'  V 


A^ 


A^ 
CA^       2  B2  A^ 


A*^ 


A^ 


(12) 


Solche  Beihenumkehrungen  kommen  oft  yor,  es  ist  aber  selten  nützlich,  solche 
allgemein  vorbereitete  Formeln  mit  CoSfficienten  A^  B^  0 . . .  anzuwenden,  weil  in  den 
praktischen  Fällen  die  CoSfßcienten  meist  auch  unter  sidi  einfache  Beziehungen  haben 
(z.  B.  goniometrische),  welche  dann  bei  der  stufenweisen  Auflösung  sogleich  mitbe- 
nütst  werden. 

§  30.    Interpolation. 

Wir  betrachten  yerschiedene  Werte  einer  Funktion  y,  welche  gewissen  in  arith- 
metischer Progression  stehenden  Werten  des  Arguments  x  entsprechen  und  nehmen 
die  Bezeichnungen  nach  folgender  Anordnung:  pj    ^ 


Argument 

Funktion 

Differenzen 

«0 

^1 

yo 

Vi 

^yi      ^         ^»yo 
^y2               ^»yi 
^ys 

«2 
«4 

y2 
ys 

Vi 

x.v,  ^ 

^y. 
-yz-y. 

7 

ix 

. JX 

Es  handelt  sich  um  einen  Zwischenwert  von  x,  welcher  z.  B.  zwischen  x^  und 
x^  li^  und  =0^  +  ^00  sei,  wobei  drc  kleiner  als  das  allgemeine  Intervall  ^o;  ist, 
weshalb  wir  setzen: 

^  =  «  al80  5<l  (1) 

der  zu  diesem  «i  +  ^  a;  gehörige  Funktionswert  y  wird  berechnet  nach  der  Inter- 
potationsformel: 

«1— jt^  5  1— jer2— «  ^.         t  1— g2— ^3— jp^ 

"3    r 

oder  y  =  yi  -h«i  Jyi  -h  1^2  -^  yi  4-  ierg  ^f« yi  -h  1^4  ^*  yi  -h . . . 
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Da  g  kleiner  ab   1  angenommen  ist,  werden  die  CoSfficienten  dieser  Reihe 
abwechselnd  positiv  and  negativ,  wfe  hier  geschrieben,  indem  gesetzt  ist: 


£^=g  ,  Z2  =  - 


8  l~g 

1     2 


X?8=-+- 


z  1— «2  — « 


1     2 


Man  hat  auch  Tafeln 
fOr  diese  Coefficienten 
berechnet,  welche  bei 
häufiger  Interpolations- 
Arbeit  mit  höheren  ab 
zweiten  Differenzen  nütz- 
lich sind.  Wir  geben  hier 
nur  ein  kleines  T&felchen 
für  loteiliges  Interrall, 
bis  zur  5**  Ordnung  e^. 


z  1— g2— g3—<r 

4 
n.  8.  w. 


1      2 


(3) 


n 

^2 

H 

H 

«5 



-+- 



-h 

0,1 

1   0,045 

0.0285 

0,0207 

0,016 

0,2 

i  0,080 

0,0480 

0,0336 

0,026 

0,3 

0,105 

0,0595 

0,0402 

0,030 

0,4 

i   0,120 

0,0640 

0,0416 

0,030 

0,5 

0,125 

0,0625 

0,0391 

0,027 

0,6 

0,120 

0,0560 

0.0386 

0,023 

0,7 

0,105 

0,0455 

0,0262 

0,017 

0,8 

0,080 

0,0320 

0,0176 

0,011 

0,9 

0,045 

0,0165 

0.0087 

0,005 

Ein  einfiaches  Zahlenbeispiel  hiezu  möge  die  Anwendung  erläutern: 


y  =  %26,4 


X 

y  =  logx 

^y 

/Py 

/ßy 

J4  yj6y 

26 

1.4149788 

4- 
163905 

— 

-h 

—   -f- 

27 

4318688 

157942 

5963 

421 

28 

4471580 

5542 

46 

152400 

875 

9 

29 

4623980 

5167 

37 

147233 

338 

7 

30 

4771213 

142404 

4829 

308 

30 

31 

4913617 

137883 

4521 

32 

5051500 

1.4149733 
0,4  .  163905  =  65662-0 
0,120.     5963=  715-56 

0,064 .       421  =  26-94 

0,042 .         46  =  1-93 

0,03   .  8=  0-24 


/ö^26,4  =  1.4216039-67 


Die  Abweichung  von  dem  richtigen  Werte 
4216089  rührt  Ton  den  Abnmdnngen  her. 


Da  die  Dififerenzen  abwechselnd  positiv  und  negati?  sind,  in  demselben  Sinn 
wie  die  z,  so  sind  hier  alle  Produktglieder  positiv  geworden. 

Sehen  wir  von  ausgedehnten  Tabellenberechnungen  ab  (ffir  welche  die  Inter- 
polation häufig  in  anderer  Form  ausgeführt  wird),  so  haben  wir  es  in  der  Geodäsie 
selten  mit  höheren  als  zweiten  Dififerenzen  zu  thun,  mit  solchen  aber  sehr  häufig  bei 
fundamentalen  trigonometrischen  Berechnungen  in  1  Osteiligen  Logarithmen  des  The- 
saurus logarithmorum,  wie  an  einem  Beispiele  gezeigt  werden  soU: 

Es  liege  vor  a;  =  15**  30'  34,67492"  und  man  soll  den  zugehörigen  Wert 
y  =  log8inx  aus  der  10  stelligen  Tafel  bestimmen. 


Digitized  by 


Google 


§  80.  Interpolation.  188 

Indem  wir  Toraassetsen,  dass  der  Leser  die  fragliche  10  stellige  Tafel  sor  Hand 
habe,  setsen  wir  die  Bechnnng  ansfOhrlichst  hiemach  an: 

X  =  15«»  30'  80"  log  sin  a;  =  9 .  4271265278        -f-  — 

758*727 
30  40"  4272024000  145 

758*582 

30  50"  4272782-682  141 

758-441 

31  60"  4273541023 

Für  15** 30' 34,67492"  ist  «a:  =  4,67492"  und  e  =  0,467492,  also: 

9.4271265*273 
0,467492  .  758*727  =  354*6988 

0,467  .  ^4r^  .  0*143     =  00178 


9.4271619*9896 
log  sin  15*»  30'  34,67492"  =    9.4271619*990 
Zu  dieser  Berechnungsart  giebt  der  Thesanras  logarithmonim  auf  S.  2  eine 
Hilfistafel  för  s  -^^  ö  mit  100  teiligem  z,  aber  ö  nur  =  4,  6,  8 . . .  44,  was  im  tri- 
gonometrischen Teile  bei  weitem  nicht  ausreicht.    Eine  solche  Hilfstafel  ist  nicht 
nötig,  wenn  man  die  zweiten  Differenzen  mit  dem  Bechenschieber  erledigen  kann. 

Es  ist  oft  nützlich,  die  In terpolations- Formel  auf  eine  andere  Form  als  die 
orspröngliche  Form  (1)  zu  bringen,  nämlich  auf  diese  Form: 

y  =  y,+«(z/yi-l^/Py)  (4) 

Hier  wird  eine  Verbesserung ^^  zß  y  der  ersten  Differenz  J  yx  berechnet, 

und  dann  mit  der  yerbesserten  ersten  Differenz  weiter  gerechnet,  wie  bei  einfacher 
Proportional-Interpolation. 

Hiemach  ist  folgendes  zur  Übersicht  berechnet: 

5  =  0,0      0,1      0,2      0,3      0,4      0,5      0,6      0,7      0,8      0,9      1,0 


ö— i?  =  0,50    0,45    0,40    0,35    0,30    0,25    0,20    0,15    0,10    0,05    0,00  j    ^^^ 

Die  wirkliche  Ausrechnung  macht  man  auch  bei  dieser  Form  am  besten  mit 
dem  Bechenschieber. 

Wir  wollen  das  vorige  Beispiel  nochmals  vornehmen   mit  Ausrechnung  des 
Proportionalteils  mit  6 stelligen  Logarithmen: 

Gesucht  log  sin  15*»  30'  34,67492"  ,  g  =  0,467492,  1  —  «  =  0,533 

+  758*868 


log  sin  15«»  30'  30"  =  9.427 1265 


354- 


273       —  0*141 
+  758*727 


0*038  (Korrekt.  ^^  0*141) 


758*765 
2.880107  =  log  758*765 
9.669774  =  log  0,467492 
717  2.549881 


%«nl5«'30' 84,67492"  =  9.4271619-990  wie  oben. 
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Dieses  Verfahren  ist  anch  anwendbar  fftr  die  umgekehrte  Aufgabe,  den  Winkel 

X  zu  gegebenem  log  sin x  za  finden;  man  rechnet  dann  zuerst  einen  Nähenmgswert 

Yon  jp,  mit  dem  Bechenschieber  in  dem  obigen  Falle  £  =  0.46  (den  man  etwa  mit 

Blei  in  seine  Stelle  schreibt  d.h.  15^80' 34,6...)  und  damit  sofort  weiter,  teils  im 

054 
Kopf  teils  mit  dem  Rechenschieber  -^  •  0*141  =  0*038  a.  s.  w. 

Um  die  Korrektion  — s—  ^  y  immer  mit  dem  richtigen  Vorzeichen  anzubringen, 

merke  man  sich  die  mechanische  Regel:  Es  mnss  durch  diese  Korrektion  eine  An- 
n&herung  an  die  vorhergehende  Differenz  erzielt  werden. 

Man  kann  sich  f&r  solche  Zwecke  eines  autographierten  Schemas  bedienen 
(dem  vorstehenden  Beispiele  entsprechend),  welches  ein  Hilfst&felchen  nach  (5),  und 
alles  Konstante  yorgedruckt  enthftlt  FOr  grossere  Rechnungen  mit  10  stelligen  Lo- 
garithmen können  die  einzelnen  Logarithmen  in  dem  Schema  behandelt  werden,  welches 
dann  eine  Beilage  zu  der  Haupt-Rechnung  bildet. 

Indessen,  wie  immer,  kommt  es  auf  die  Übung  an ;  wer  längere  Zeit  mit  solchen 
Rechnungen  zu  thun  hat,  gewohnt  sich  bald,  die  zweiten  Differenzen  mit  dem  Rechen- 
schieber nebenher  zu  berücksichtigen,  und  hat  dann  kaum  noch  mehr  Arbeit  als  das 
Ausrechnen  der  eigentlichen  Proportionalteile  verursacht. 

Interpolation  mU  Differentiälquotienten. 
In  der  Brläuterungsfigur  auf  S.  181  ist  ausser  den  d  x,  dy  und  Öx^  Öy  auch 

noch  der  Differentialqnotient  -^  an  die  Tangente  des  Punktes  Xi  yi  beigeschrieben, 

ax 

und  wir  wollen  fiberlegen,  wie  die  Interpolation  ausgeffihrt  werden  kann,  wenn  nicht 

die  endlichen  Differenzen  J  y,  d^y,  sondern  die  theoretischen  Differentialquotienten 

für  die  einzelnen  x  und  y  selbst  angegeben  sind,  also  ffir  ^  x  als  Einheit  etwa  so : 


(6) 


Z.  B.  in  einer  gewöhnlichen  Logarithmentafel  h&tte  man: 

T  ^y     M 

Man  kann  diese  Differentialquotienten  schärfer  ausrechnen,  als  die  mit  den 
Abrundungsfehlem  je  zweier  benachbarter  y  behafteten  Jy  sind.  Mit  Öq  und  di 
bezeichnen  wir  in  obigem  Schema  die  Differenzen  je  zweier  auteinander  folgender  d, 
wir  wollen  jedoch  annehmen,  jene  ^o  ^^^  ^i  ^^^^  gleich,  d.  h.  es  handle  sich  nur 
um  Interpolation  zweiter  Ordnung.    Dann  hat  man  nach  (4): 

y  =  y,+2(zfy,-4^  +  |j2y)  (7, 
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Xo 

yo 

^'H).=-» 

dl— clo  =  5o 

«1 

y\ 

--r?),- 

d^  —  di  =  ^1 

^ 

y2 

^-m=^ 
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dabeiist         .iy.-^=jy.-^y»-^yo^4yL+^o 

dieses  ist  aber  nach  geometrischer  Anschauung  =■  Ax~^\  ,  weil  nämlich  die  Sehne 

axjx 

Ton  x^  yo  nach  x^  y%  der  Tangente  in  X\  y\  parallel  zu  achten  ist.    In  ähnlicher 

Weise  hat  man  auch: 

^y2-h^yi  =  y2  — yo  =  2^a;j^j   und  ziy3  + Jyg  =  yg  — yi  =  2^a;  j|j 

z/yg  —  ^yi  =  2ii2y  =  2z/a;^ 

dabei  ist  d  nach  dem  Schema  (6)  angenommen  mit  d^  =  ^^  =  d  und  wenn  man  auch 
das  dort  eingeführte  Zeichen  d  benützt,  so  hat  man  nun  aus  (7): 

y  =  yi  -»-  *  f^l  -+-  \^  =  yi  -h  xr  rf  (8) 

Hiemach  würde  man  also  zuerst  d  =  A^-\--^(i  in  der  Reihe  der  d  propor- 
tional interpolieren,  aber  mit  -^   statt  mit  n^   und   dann  y  =  y^  +  i^  (I   proportional 

weiter  rechnen. 

Diese  Interpolationsart  hätte  manche  Vorteile  vor  der  gewöhnlichen,  wenn  die 

Differentialqnotienten  ^  bzw.  d  scharf  angegeben  werden  können,  die  Tafeln  sind 

QX 

aber  im  allgemeinen  nicht  darauf  eingerichtet.    (Einiges  Weitere  hiezn  giebt  „Zeitschr. 
1  Verm.«  1896). 

Vielstellige  Logarithmen, 

Bei  dieser  Grelegenheit  möge  an  die  Hilfsmittel  erinnert  werden,  welche  man 
hat,  wenn  die  gewöhnlichen  7  stelligen  logarithmisch -trigonometrischen  Tafeln  nicht 
ausreichen.  Obgleich  nicht  geleugnet  werden  kann,  dass  schon  vieles  mit  dem  schwer- 
fiUligen  Thesaurus  behandelt  worden  ist,  was  unbeschadet  seines  inneren  Wertes  auch 
mit  dem  7  stelligen  Bremiker  oder  Schrön  hätte  gerechnet  werden  können,  giebt  es 
doch  in  der  höheren  Geodäsie  viele  Fälle,  in  welchen  aus  praktischen  oder  auch  nur 
unabweisbaren  formellen  Gründen  8 — 10  Stellen  nötig  sind.  Z.  B.  die  Berechner 
von  fundamentalen  Tabellenwerken  oder  von  Eontrollbeispielen  zu  langen  Beihenent- 
widdungen  können  sich  der  10  stelligen  und  manchmal  der  noch  mehrstelligen  Zahlen 
und  Logarithmen  nicht  entschlagen. 

Das  wichtigste  hier  zu  nennende  Werk  ist  der  .Thesaurus  logarithmorum 
completus*'  von  Georg  Vega,  Leipzig  1794,  mit  10  stelligen  Logarithmen  der  Zahlen 
und  der  trigonometrischen  Funktionen  von  10"  zu  10".  Dieses  Werk  ist  nur  noch 
antiquarisch  zu  sehr  hohem  Preis  zu  erlangen,  weshalb  der  italienische  Generalstab 
unter  Leitung  von  General  Ferrero  eine  ganz  genaue  Neuausgabe  desselben  auf  zinko- 
graphischem  Wege  hergestellt  hat,  von  welcher  Verfasser  ein  Exemplar  von  General 
Ferrero  erhielt,  fBr  welches  auch  auf  diesem  Wege  "der  Dank  ausgedrückt  wird,  indem 
aUe  höheren  Bechnungen  dieses  Buches  damit  ausgeführt  sind. 

Nach  diesem  ist  die  neue  französische  8  stellige  Tafel  für  neue  Teilung  hier 
zn  berichten,  deren  Titel  ist:    „Service  g^graphique  de  Tarm^.    Tables  des  logarith- 
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mes  ä  hnit  d^dmales  des  nombres  entiers  de  1  ä  120000  et  des  sinos  et  tangentes 
de  dix  secondes  en  dix  secondes  d'are  dans  le  sjstäme  de  la  diyiaon  cent^simale  du 
qoadrant,  publikes  par  ordre  du  niinistre  de  la  gaerre,  Paris  imprimerie  nationale 
1891.«     (40  Francs). 

Will  man  eine  Triangaliemng  in  alter  Teilung  mit  dieser  8  stelligen  Tafel 
ausfahren,  so  muss  man  zuvor  die  Winkel  aus  alter  in  neue  Teilung  umrechnen,  was, 
wenn  es  nicht  auch  für  andere  Zwecke  gebraucht  wird,  eine  starke  Nebenarbeit  Tor- 
stellt.  Es  giebt  Rechner,  welche  es  vorziehen  so  zu  verfahren,  statt  den  10  stelligen 
Thesaurus  anzuwenden.  — 

Endlich  ist  noch  ein  Wort  zu  sagen  über  die  ganz  seltenen  F&lle,  in  welchen 
auch  10  stellige  Logarithmen  noch  nicht  ausreichen.  Dann  hat  man  zunächst  im 
Thesaurus  auf  S.  642—684  die  natürlichen  48  stelligen  Logarithmen  aller  4  stelligen 
Zahlen  ohne  einfi&che  Faktoren.  Dann  aber  .Hilfstafeln  zur  pr&zisen  Berechnung 
20  stelliger  Logarithmen  von  Anton  Steinhauser,  mit  Subvention  der  E.  E.  Akademie 
der  Wissenschaften,  Wien,  6ero]d*s  Sohn  1880"  (mit  Berichtigungen  von  Neil,  «Zeitschr. 
f.  Yerm.''  1893,  S.  603).  Dieses  Werk  giebt  die  20  stelligen  Logarithmen  aller  4  stell- 
igen Zahlen  von  1000  bis  9999  (Tafel  A)  und  dazu  die  Logarithmen  der  Zahlen 
1,0000001  bis  1,000999  (Tafel  B)  und  noch  einer  folgenden  ähnlichen  Gruppe,  so 
dass  jede  Zahl  in  Faktoren  zerlegt  werden  kann,  deren  Logarithmen  sich  finden  lassen. 

Auf  ungefähr  15  Stellen  kommt  man  mit  dem  ersten  Teil  A  von  Steinhauser 
einfach  mit  Hilfe  der  logarithmischen  Reihe: 

log  {a -h  h)  =  log  a -h  log  i\  -^ ]  =  loga -h  J  loga  ,   ~-=  x 

dloga  =  fAX-"^^    +-3---^- 
%/u  =  9.6377843118 

%-H-  =  9.3367543   .   log^  =9.160603    ,    % -^  =  9.03572 
^  o  4 

Wir  wollen  hiemach  beispielshalber  logn  berechnen: 

TT  =  3,14159  26535  89793  24 

die  erste  sich  darbietende  4  stellige  Näherung  wäre  3,141  oder  3,142,  allein  wir  kom- 
men sofort  um  zwei  Stellen  weiter  mit  der  Näherung  3,14160,  welche  =  4 . 0,7854 
darstellbar  sich  so  giebt: 

hg  4  =  0.60205  99918  27962  39 
?o^  0,7854  =  9.89509  08969  34899  43 

%3,1416  =  0.49715  08882  62361  82 

Mit  dieser  Näherung  hat  man: 

n=      3,14159    26535    89793    24 
Näherung    a  =      3,14160 

6  =  —0,00000    73464    10206    76' 
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-top  5=    4.8660751-747 

loga=:    0.4971508-883 

ijfi                     a?8 

%«=  14.8689242-864 

8.7378486            3.10677 

top/f=    9.687  7848113 

9.3367543            9.16066 

i  4.006  7085-977 

8.0746029            2.26743 

10155,670405    -h 

0,011874     H-     0,000  000  =  10155,682279 

AIso  Näherung    0.49715 

08882    62361    82 

— 

10155    68227    9 

/op  TT  =  0.49714 

98726    94133    9 

soll    0.49714 

98726    94133    854  (s.  o.  S.  171.) 

187 


Wir  haben  also  anf  diesem  Wege  log  n  auf  16  Stellen  erhalten. 

Zur  umgekehrten  Aufgabe,  nämlich  zu  einem  Tielstelligen  Logarithmus  die  Zahl 
zu  suchen,  setzen  wir  wieder  eine  Näherung  a  Toraus,  und  es  sei  log  (a  -h  h)  der  ge- 
gebene Logarithmus,  folglich  h  die  Unbekannte,  und  es  ist  also  möglich  auszurechnen 


log  (g  +  5)  —  log  a  __ 

dabei  ist  log =  log  l\  -^ ]  =  fny 

also  nach  der  Exponentialreihe  (S.  170): 

Wenn  man  das  yorige  Beispiel  hiemach  rückwärts  behandelt,  so  hat  man  ge- 
geben logn  =  log(a-hb)  =  0.49714  98726  9413886  mit  der  Näherung  a  =  3,14160 
und  log  a  miß  oben,  dann  wird  logy  =  4.8689247*942  n  und   nach  der  Formel  fflr  5 : 

6  =  —  78464,18797  -h  0,08590  =  -  73464,10207 
also  TT  =  3,14160  -  0,00000  73464,10207  =  3,14159  26535  89793 

oder  es  ist  ;r  auf  15  Stellen  richtig  aus  logn  erhalten. 

Da  man  eine  gute  Näherung  für  h  leicht  zur  Verfügung  hat,  kann  man  auch 
nach  dem  Prinzip  des  Mittelargumentes  kurzer  Hand  so  rechnen: 


Wir  wollen  dieses  an  einem  zweiten  Beispiele  zeigen: 

Man  habe  log  ei^  =  7.824  4104-237 

log  ß  =  9.637  7848113  00537 


log  (a  -h  5)  =  log  ju  «2  =  7.462  1947-350  00537 
dazu  nach  dem  Thesaurus  /i  «2  =  0,00289  86430  802. 

Wir  mochten  aber  die  letzten  Stellen  noch  verschärfen,  und  finden  dazu  aus 
der  Faktorentafel  von  Vega-Hülsse  S.  378,  dass  28987  =  101  X  287  ist,  und  wir  er- 
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halten  darans  durch  Zosammensetznng  mit  Hilfe  Ton  Steinhansers  20stelligen  Loga- 
rithmen : 

log  a  =      7.462  2082  705  16635 
also  log{a'^b)''loga  =  d       =—0,000  0085  35516098 

Das  Mittel  ans  dem  ohigen  1  Istelligen  fn^  und  aus  der  N&herung  a  ist  Oo 

=  0,00289  86715  161,  womit  y  =  oo  —  =  -  569,697  7144,  also  das  gesuchte 

/u  e2  =  a  H-  6  =  0,00289  86430  30229 

Es  kommt  hei  solchen  Rechnungen  vor  allem  auf  gute,  möglichst  grosse  Näherungs- 
werte an,  die  man  mit  Üherlegung  und  manchem  Kunstgriff  durch  Produktenzerlegung 
gewinnen  kann,  wohei  eine  Faktoren-  und  Primzahlen-Tafel,  z«  B.  in  Yega-Httlsse, 
Leipzig  1840,  S.  360--454,  von  Nutzen  ist. 

Wir  sind  mit  dieser  Sache  fast  zu  weit  Ton  der  Geodftsie  ahgeschweift,  doch 
war  es  nötig,  fttr  die  in  der  höheren  Geodäsie  ausnahmsweise  vorkommenden  yiel- 
stelligen  Fundamentalzahlen  die  Hilfsmittel  hier  zu  hehandeln. 


Kapitel  IIL 
Das  Erd-Ellipsoid  (Sphäroid). 


§  31.    Erklftrongen  and  Grand-Hasse. 

Die  ideale  Brdoherfl&che,  welche  unseren  Berechnungen  zu  Grunde  gelegt  wird, 
ist  ein  Umdrehungs-£llipsoid,  d.  h.  diejenige  Fläche,  welche  durch  Umdrehung  einer 
Ellipse  um  ihre  kleine  Axe  erzeugt  wird. 

Fig.  1.  Flg.  2. 

Umdrehungt-EIlipsoid. 

X     N 


s  s 

Zuerst  kommen  folgende  6r(Vssen  und  Gleichungen  in  Betracht,  welche  zu  den 
vorstehenden  Fig.  1.  und  Fig.  2.  in  Beziehung  stehen. 

Die  grosse  Halhaxe  a,  die  kleine  Halhaxe  h  (1) 

a— 5 


die  Abplattung  a  = 


(2) 
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die  ExcentricitÄt  c  =  l/^^  "^  ^*  (3) 

die  zweite  ExceDtricität  e'  =  l/  — ~ —  (4) 

Die  fixceDtricität  e  in  diesem  Sinne  ist  eine  absolute  Zahl  und  erscheint  ab 
Yerh&ltnis  der  halben  linearen  Excentricität  ya^  —  Iß  Eur  grossen  Halbaxe  a. 

Indem  man  die  halbe  lineare  Excentricität  ya* —  62  auch  zur  kleinen  Halb- 
axe 5  in  Beziehung  setzt,  kommt  man  auf  den  Wert  «^  nach  (4),  welcher  für  unsere 
Berechnungen  meist  Yorteilhafter  ist,  als  e  nach  (3). 

Zwischen  e  und  tf  bestehen  die  leicht  nachweisbaren  Beziehungen: 

and  (1  — e2)  (1  +  «'2)  =  1  (Ö) 

Zwischen  der  Abplattung  a  und  dem  verwandten  e  hat  man: 

a  =  1  —  >/r-"«2  oder  ««  =  2  a  —  «2  (7) 

In  a  und  e  ist  die  grosse  Halbaxe  a  und  in  e'  ist  die  kleine  Halbaxe  b  bevor- 
zugt; beide  a  und  6  treten  gleichartig  auf  in  den  Werten 

a-+-  6  a2-i-52  ^  ' 

Ausser  den  beiden  Halbaxen  a  und  h  führen  wir  auch  noch  eine  dritte  Grösse 
e  ein,  entsprechend  der  Qleichung: 

c  =  -r  o^er  c  =  --  (9) 

6  yi-  «ja  ^  ^ 

Biese  Grosse  e  hat  die  Bedeutung  des  Erümmungs-Halbmessers  im  Nordpol 
oder  Sfldpol  der  Meridian-Ellipse,  und  schmiegt  sich  daher  dem  Umdrehungs-EUipsoid 
in  der  Nähe  der  Pole  sehr  an;  diese  Grösse  c  wird  sich  später  bei  manchen  Ent- 
wicklungen nützlich  erweisen,  was  auch  von  vorn  herein  wahrscheinlich  ist,  insofern 
bei  einem  Ümdrehungs-Ellipsoid  die  Umdrehungsaxe  5  die  wichtigste  ist. 

Unsere  geodätischen  Entwicklungen  werden  wir  meist  mit  c  und  e'^  als  Eon- 
stanten führen. 

In  Fig.  1.  haben  wir  noch  zu  betrachten  die  Normale  P  V,  welche  die  Richtung 
der  Schwerkrafb  auf  dem  Ellipsoid  anzeigt,  und  dazu  den  Winkel  gp,  welchen  die 
Normale  mit  der  grossen  Axe  macht,  d.  h.: 

die  geographische  Breite  gp 
Verschieden  hievon  ist  der  in  Fig.  1.  eingeschriebene  Winkel  y,  welcher  gto- 
eentrische  Breite  heisst,  und  in  der  Erdmessung  fiäst  nie  gebraucht  wird  (dagegen 
kommt  y  bei  astronomischen  Parallaxen-Rechnungen  vor). 

Femer  sind  nach  Fig.  2.  noch  folgende  Begriffe  festzustellen : 
ParaUelkreis  P'  P", 
Meridiane  ^^4  5  und  NFS 
Geographischer  Längen-Unterricht  A, 
Normalschnitte,  z.  B.  BPB', 
Azimut  a  eines  Normalschnittes. 
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Die  Bessü  sehen  Erd-Dimensianen, 

Wie  wir  schon  in  der  Einleitung  S.  9—10  angegeben  haben,  werden  die  von 
Bessel  im  Jahre  1841  doroh  Ansgleichong  ans  10  Breitengradmessongen  berechneten 
Erd-DimenBionen  sehr  allgemein  angewendet,  und  wir  werden  in  der  Folge  dieselben 
stets  benützen. 

Bessel  hat  im  19.  Bande«  1842,  der  astronomischen  Nachrichten,  Nr.  438, 
Altena  1841^  2.  Dezember,  S.  116  folgende  Schlnsswerte  seiner  Ausgleichungen  gegeben: 

n  =  ^^  =  0.001«?  41848 

o  _  mi528 
b  ■"298,1628 

a  =  8270077,14  Tolien  tog  a  =  «.6148285-887  in  ToiMn       K     (H) 

6  =  8261189,88       ,  fo^  6  =  6.5183698*589   .        « 

log  $  =  8.912  2062  log  Vi  ^^  =  9.998  5458*202 

L&nge  det  Erdqaadranten 

=  5181179,81  Toisen=  10000855,76  Meter 

Dieses  sind  genau  die  Angaben  von  Bessel,  und  man  könnte  nun  meinen,  die 
seit  54  Jahren  allgemein  gebrauchten  „Bessel sehen  Erddimensionen*  seien  dadurch 
unabänderlich  festgestellt,  das  ist  aber  in  den  letzten  Stellen  nicht  der  Fall  Diese 
Bessel  sehen  Zahlen  stimmen  begreiflicherweise  unter  sich  selbst  nicht  TOllig  scharf 
in  den  letzten  Stellen,  und  je  nachdem  man  nun  von  der  einen  oder  anderen  ausgeht 
und  sch&rfer  weiter  rechnet,  erh&lt  man  Abweichungen. 

Gauss  citiert  die  Bessel  sehen  Erddimensionen  im  I.  Teil  der  ,  Untersuchungen 
über  Gegenstände  der  höheren  Geodäsie,  erste  Abhandlung'  1834  S.  9— 10: 

loga  =  6.514  8235-837  in  Toisen,  log  cos  <p  =  log  YT^^  =  9.998  5458-202 

dann  heisst  es:    «Es  folgt  hieraus,  mit  Hilfe  der  lOziffirigen  Log^thmen": 

()P  =  4«  41'  9,98262"  und  log  «in  g)  =  %  «  =  8.912  2062*079 

und  zur  Reduktion  7on  Toisen  auf  Metermass  hat  hier  Gauss  den  Logarithmus  0.2898199*300 

Diese  Zahlen  liegen  der  Gauss  sehen  Tafel  für  konforme  Abbildung  des  EUip- 
soids  auf  die  Kugel  zu  Grunde. 

Encke  ging  bei  Berechnung  seiner  ^Tafeln  für  die  Gestalt  der  Erde*  im 
Berliner  Astronomischen  Jahrbuch  für  1852,  S.  318—381  von  den  Besselschen  loga 
und  log  b  aus,  er  sagt  daselbst  S.  322—323 :  Bei  den  folgenden  Tafeln  ist  zu  Grunde 
gelegt  nach  Bessel: 

loga=  6.6U8235'837  ,  logb=z  6.5138693-639 
woraus  abgeleitet  ward: 

a  =  8  272  077,1899  TolBen  log  e  =  8.912  2052-075 

6  =  8  36 1 189,8284        .  ;^  yT^^^  =  9.998  5458-202 

»  —  ^ V  logn=i  7.2288083*861 

a          299,152818  top  (1  ^- «»)  =  0.0000012*178 

•1  =  0.0016741*84767 

Vergleicht  man  die  Zahlen  von  Bessel  und  Encke,  so  sieht  man,  dass  durch 
den  Umweg  über  die  10  stelligen  Logarithmen  a  und  b  sich  bzw.  um  0,0001  und 
0,0016  Toisen  geändert  haben.  — 

Alle  die  Zahlen,  welche  in  namhaften  geodätischen  Schriftwerken  für  die 
Besselschen  Erddimensionen  aufgestellt  worden  sind,  differieren  Ton  einander  mehr 


Digitized  by 


Google 


§  31.  Erklärungen  and  Grand-Masse.  191 

oder   weniger  in  den   letzten   Stellen,   wie  wir   in   der   ^Zeitschr.   f.   Verm.''   1885, 
S.  22 — 26  durch  Zusammenstellong  jener  Zahlen  näher  gezeigt  haben. 

Auch  die  Umwandlung  der  Bessel  sehen  a  und  h  von  Toisen  in  Meter  hat  zu 
Schwankungen  der  letzten  Stelle  Yeranlassung  gegeben.  Das  gesetzliche  Verhältnis 
der  Toise  zum  Meter,  welches  wir  schon  in  der  Einleitung  S.  7  erwähnt  haben,  ist 
864 :  443,296,  und  wenn  man  mit  den  gewöhnlichen  10  stelligen  Logarithmen  rechnet, 
so  bekommt  man: 

1  Meter  -  ^^^'^^  Toisen  ^^  ^^^'^^^  =  ^'^^^  ^^^'^^'^ 

1  Meter-    -g^^-  loisen  ^^^^^        =2.936  5137-425 

log{M,T)    =9.7101800-700  —  10 
log(T,M)    =0.289  8199-300 
and  die  Zahlen  zu  diesen  Logarithmen 

1  Meter  =  0,513074074  Toisen,     1  Toise  =  1.949036310  Meter. 
Wenn  man  aber  schärfer  rechnet,  so  wird  durch  gewöhnliches  Dividieren: 

(T,  M)  =     g^     =  1,94903  63098  24587 

und  der  11  stellige  Logarithmus  hiezu  ist: 

44ft  2Q6 
log  (T,  M)  =  log  -{-^-  =  0.289  8199  2994 

also  10  stellig  abgerundet  um  0*001  kleiner  als  das  obige  gewöhnlich  gebrauchte  0*300. 

Die  Zahlenschärfe  aller  dieser  Angaben  geht  weit  über  die  sachliche  Genauig- 
keit hinaus,  denn  nach  dem  was  wir  über  die  Bessel  sehe  Ausgleichung  selbst  in  der 
Einleitung  S.  9 — 10  gesehen  haben ,  hat  der  Meridianquadrant  10000856  m  einen 
mittleren  Fehler  von  rund  500  m  und  die  Abplattungszahl  299  einen  mittleren  Fehler 
von  5,  während  man  mit  loga  uod  logb  10  stellig  rechnet.  —  Aber  es  bestehen  doch 
gute  Gründe  für  das  Festhalten  gewisser  auf  10  Stellen  unabänderlich  angenommenen 
Zahlen  für  die  Dimensionen  des  Erd-Ellipsoids,  das  als  ideale  Vergleichs-  und  Pro- 
jektionsfläche allen  Rechnungen  zu  Grunde  gelegt  wird. 

Namentlich  bei  Berechnung  von  geodätischen  Zahlentafeln,  wo  man  wegen  der 
Abrundungshäufung  oft  3 — 4  SteUen  mehr  in  Anrechnung  stellt,  als  man  schliesslich 
haben  will,  ist  es  stOrend,  wenn  die  letzten  Stellen  bei  dem  einen  und  anderen 
Bechner  nicht  übereinstimmen.  — 

Wir  halten  uns  ein  für  allemal  an  diejenigen  Festsetzungen  für  die  letzten 
Stellen  der  Bessel  sehen  Erddimensionen,  welche  seit  1878  von  der  trigonometrischen 
Abteilung  der  preussischen  Landesaufnahme  und  im  Anschluss  hieran  seit  1886  vom 
geodätischen  Institut  getroffen  worden  sind,  nämlich: 

ioga  =  e.804  6484*687  in  Metern 
iog  e«  =  7^24  4104*287  — 10 

log  j-  — ,2  =  ^ff  (1—«^;  =  ^-^7  0916*404  —  10 

Dieses  sind  in  Preussen  die  einzig  richtigen  Bessel  sehen  Erddimensionen;  die 
<iaellenangaben  dafür  sind: 

1)   Land49aufnahm$:    BechnnngSTonobriften    für    die    trigonometrische    Abteilang   der 
LandenoAukbine.    Formeln  und  Tafeln  zur  Berechnung  der  geographleohen   Ooordln»ten 
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ans  den  Bichtangen  und  L&ngen  der  DreleokMelten.  Ente  OMnung.  Berlin  1878,  im  Selbst- 
yerlsge,  su  beziehen  dnroh  die  königliche  Hofbaohhandlnng  von  E.  8.  Mittler  und  Bohn 
Kochgtraase  69,  70.    (S.  A  log  a  und  log  «*  wie  oben). 

2)  Oeodäti9ch$8  Tnstüut:  Veröffentlichung  de«  königlich  preoMlschen  geoditisohen  Initi- 
tute.  Lotabwelohnngen.  Heft  1:  Formeln  und  Tafeln  sowie  einige  Ergebnisse  fftr  Nord- 
deutschland. Der  allgemeinen  Konferenz  der  internationalen  Erdmessung  Im  Oktober  1886 
zu  Berlin  gewidmet.  Mit  drei  Karten.  Druck  und  Verlag  von  P.  Stanklewlcz  Bnchdruokerel  1886L 
{B,  4  log  a  und  leg  e*  wie  oben). 

Bei  den  Gmndzahlen  für  loga  nnd  log eß  ist  aach  noch  log{l—t^)  ange- 
geben, wie  in  jenen  Bechnongsvorschriften  S.  4;  and  da  die  dritte  Zahl  log  (1 — e^) 
von  der  zweiten  loge^  abhängt,  ist  za  bemerken,  dass  loge!^,  welches  10  Wertstellen 
hat,  allein  massgebend  ist  nnd  dazu  gebraucht  werden  kann,  woa  logYl  —  e^,  welches 
im  10 stelligen  Logarithmus  nur  8  eigentliche  Wertstellen  hat,  noch  auf  weitere 
Stellen  auszurechnen,  welche  zu  manchen  Zwecken  erwünscht  sein  werden. 

Aus  der  logarithmischen  Reihe  §  28.  S.  169  hat  man  sofort: 


^1 


/  f4  «6  ^8         «10  \ 


Die  Ausrechnung  mit  loge^  =  7.824  4104-237  giebt: 
log  j-^-2  =  +  28986-430302  +  96-733112  -h  0-430422  -h  0-002155  -h  0000012 

log^-^  =  0.002  9083-596003  ,  %  (1  —  ««)  =  9.997  0916-403997 

Zur  Probe  kann  man  auch  rechnen: 

logt^-^logil—  «2)  =  log  (fi  =  7.827  3187-833 

=  +  29 181-196470  —  98*037422  -h  0-439157  —  0002213  4-  0-000012 
log (1 4- ^2)  =  0.002 9083-596004  ,  log      ^       =  9.997 0916403996 

So  sind  diese  Werte  auf  der  Hauptzusammenstellung  S.  193  eingesetzt 
Die  seltener  gebrauchten,  und  deswegen  auf  S.  193  weggelassenen  Werte  für 
(a  —  5):  a  und  (a  —  5):  (a  -h  h)  ftlgen  wir  hier  auch  noch  bei: 

«  =  "-?-'  =  399OTr2-8  ^4  =  ^-"^  «*»«•*«' 

a  =  0,00334  27731  81579  log  a  =  7.524 1069-093  —  10 

-""  ^  =  n  =  0,00167  41848  00816        logn  =  7.223  8033-949  —  10 

Bemerkt  sei  auch  noch  zu  der  Zusammenstellung  auf  S.  193,  dass  die  yer- 
schiedenen  — 10  u.  s.  w.  an  den  Logarithmen,  weil  bei  praktischen  Rechnungen  stets 
selbstverständlich,  nicht  geschrieben  sind. 
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Bemelsehe  Erddimensionen  nnd  Mathematische  Konstante. 

a  =  6  377  397,15500«    log  a  =     6.804  6434-637       ^'^ 

Zoi|f^  =  8.508  3274-897 
5  =  6 356 078,96325,     log  h  =     6.803 1892839 


^  =  c  =  6  398  786,84939.  log  e=  6.806  0976-435 
c  =  a  Vr+Tä  =  5  (1  -h  tf^)  logiß  =  13.612  1952-870 
^*  "■  ^  =  e2  =  0,00667  43722  31315 


log  ~~  =  1.491  6725-103 


62 
1— «2  = 

1 

1  — <J2 

yi— «2  = 


=  «^2  =  0,00671  92187  98677 

^-i-^  =  0,99332  56277  68685 
1  -H  c  ** 

=  1  -h  c'«  =  1,00671  92187  98677 

1 


1 


l/l-he'2 


=  0,99665  72269 


loge^  =7.824  4104-237 

log^^  =7.827  3187-833 

log  (1  _  e2)  =  9.997  0916-403996 

log  (1  -+.  e'e)  =  0.002  9083-596004 

%yi^r72  =9.998  5458-201998 


^-^-g  =  /l  H-  e'2  =  1,00335  39848 


log  Vi  H-  e'2  =  0.001  4541-798002 


ol 

2 

4 

6 

8 
10 
12 


log  «" 


7.824  4104-287 
6.648  8208-474 
8.4782813*711 
1.807  6416'048 
9.129  0521185 
6.946  4825-422 


log  /• 


I    logße'»         \    n 
9.687  7848-118  <  0 


log  ß  e» 

9.687  7848*113  > 

7.4681947-850  H  7.827  8187*883 

6.2866051-587  {  6.654  6875-666 

8.1110165*824  I  8.4819568-499 

0.9854260-061  '  1.8092751-382 

a759  8864*296  '|  9.186  5989165 

6.684  8468-586  ,  6.9689126*998 
fOr  7.  Log.-8telle:  ß**  =  28986.43080229      ß  «'*  =  29181.19646966 

1  Meter  =  0,513  074  074  Toiaen  log  (M,  T)  =  9.710 1800-700       (ygl.  hiezn 

1  Toise  =  1,949  036  310  Meter  log  (T,  3f)  =  0.289  8199-800         S.  191) 

Die  Zahlen  n,  g  und  ju  (vgl.  auch  S.  170  und  S.  171). 

logn  =0.4971498-727        '  ^ 


7.465  1080  946 
5.2924218*779 
8.110  7406-612 
0(947  0594*445 
8.8748782*278 
6.6016970.111 


2 
4 
6 
8 
10 
12 


n  = 


3,14159  26536 


log-  =9.502  8501-278 


Q-  = 


57,29577  95131 


^=     8437.74677  07849 

^"=206  264,80624  71 
Vnr  neae  Teilung: 

ift  =         68,66197  72868 


M  = 


0,43429  44819 


Zop  ^*»=  1.758  1226-324 
top  ^'  =  3.536  2738-828 
%^"=  5.314  4251-332 

%  ^9  =  1.8088801-230 

logfi  =9.637  7843-113 


Pur  Einheiten  der  7t«n  Stelle  log  ß  =  6.637  78431 18 

log 2^  0.301  0299-957  logh  =  0.698 9700043 
lop  8  =  0.477  1212*547  %  6  =  0.778  1512-504 
log  4  =  0.602  0599-913  top  7  =  0,845  0980-400 
Jordan,  Handb.  d.  VenneMiingakunde.    4.  AnfL     1X1.  Bd. 


top-^  =  8.241  8773-676 
Q 

top  4r  =  6.463  7261-172 
Q 

%  4  =  4.685  5748-668 

log  ^  =  8.1961198*770 

top— =  0.362  2156-887 

top  ^  =3.862  2156-887 

top  8  =  0.903  0899-870 
top   9  =  0.954  2425-094 
Zop  12  =  1.079  1812-460 
13 


Digitized  by 


Google 


194 


Die  HaapIrErümainngs-Halbmesser. 


§32. 


Fttr  die  Festhtltang  der  oben  S.  191  fott  gedruckten  Eonstanten  besteht  der 
Grand,  dass  die  yon  der  trigonometrischen  Abteilang  der  Landes-Anfhahme  yerOffent- 
lichten  geographischen  Coordinaten,  auf  welchen  die  ganze  preussische  praktische 
Oeod&sie  bernht,  mit  diesen  Eonstanten  and  den  darauf  gegründeten  Hilfstafeln  be- 
rechnet sind,  dass  also  z.  B.  eine  Dreiecksseite  rückwärts  aas  jenen  Coordinaten  be- 
rechnet nnmOglich  wieder  ebenso  herauskommen  kann,  wie  sie  als  Dreiecksseite  ein- 
gefQhrt  worden  ist,  wenn  nicht  wieder  dieselben  Eonstanten  a  und  tß  angewendet  werden. 

In  diesem  Buche  haben  wir  die  auf  S.  191  fett  gedrackten  Zahlen  und  die 
darauf  gegründeten  auf  S.  193  zusammengestellten  weiteren  geodätischen  Eonstanten 
allen  geodätischen  Rechnungen  zu  Grunde  gelegt. 


§  32«    Die  Hanpt-Krfimmnngs-Halbmesser. 

Eine  Ellipse  mit  den  beiden  Halb-Axen  a  und  5  in  rechtwinkligen  Coordinaten 
X  und  y  ist  in  Fig.  1  gezeichnet 

Flg.  1. 
ümdrehnngS'Erd-EUipsold. 


Die  Gleichung  dieser  Ellipse  ist  bekanntlich: 

— !  -♦-  ?!-  =  1  oder  6aa;2  4-a2y«  =  a^ft« 

Die  Differentiierang  dieser  Gleichung  giebt: 

2xdx_^2j^dy  ^  0  oder''-''  =  -^  * 


+ 


5« 


dx 


o2y 


(1) 


(2) 


Andererseits  hat  der  Düferential-Quotient  ^  eine    Beziehung    zum    Normalen- 


Winkel  (f,  nämlich  (nach  Fig.  1.): 

dy 

i_     —  tAJVU    U/      \#UV&    "= —    

Sin  <p 
Die  Gleichungen  (2)  und  (3)  zusammen  geben: 

&2g  __  cosqi       ,        y  x8  _  a»cos2()p 
a*  y  ~  sin  qi  a*  y«  ~"  62  sin^  tft 
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Nun  hat  man  in  (1)  und  (4)  zwei  Gleichnngen,  welche  nach  rr>  nnd  y^  auf- 
gelOBt  werden  können,  was  wir  in  aller  Ansffihrlichkeit  so  schreiben: 
(1)  giebt :  h^aß  H-  a«  y«  =  a«  6« 

(4)      „  64  x2  sin^  qp  —  a^y^  co»*  qp  =  0 

Wenn  man  die  erste  dieser  beiden  Gleichangen  mit  ä^coa^q)  multipliziert  und 
dann  beide  Gleichungen  addiert,  so  bekommt  man: 

a«  C08^  qp  H-  6«  sin^  gp  v  / 

Wenn  man   andererseits   die   erste  der  beiden  yorstehenden  Gleichungen   mit 
(<stnS(p  multipliziert  und  dann  beide  Gleichungen  subtrahiert,  so  bekommt  man 

^   "■  02  co«2  gc  -h  &8  «n2  gp  ^  ' 


Meridian-Krümmungs-HalbmeMer  M, 

Nach  diesem  gehen  wir  über  zur  Bestimmung  des  Erflmmungs-Halbmessers  der 
Meridian-Ellipse,  den  wir  mit  M  bezeichnen  wollen.  Die  analytische  Geometrie  bietet 
hien  bekanntlich  die  Formel: 


,_  (-(^D' 


Den  hiezu  nötigen  ersten  Differential-Quotienten  haben  wir  bereits  in  (3)  ge- 
braucht, nämlich: 

%=-cotg<,    ,    1  +  (||)*=.^^  (8) 


Die  zweite  Ableitung  hievon  giebt  zunächst: 

d2  y  ^      1     ^? 
d  x^      sin^  (fidx 

8  Reciprol 

a*  cos  qp 


(9) 


und  um  -p^  zu  erlangen,  müssen  wir  die  Reciproke  -r—  aus  (5)  ableiten: 


Ableitung  eines  Bruches: 


dx         a*      /       .         ^ — a^  cos  (D  sin  q* -\- b^  sin  O)  cos  cp\ 

j-  =  ;   .3  (sin  qp  (a*  cos«  qp  +  52  siffi  qp)  -h  c(W  qp  (—  a*  4-  62)  ^h  <p  co5  qp  ] 


—  a2 

^  62  stn  qp  {siffi  ip  -+■  cos^  (p) 


dx  — a2  62«inqp 


dqp       (a2  cos2  qo  4-  62  sin!^  qp)l 
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Nun    kann  man  ans  (8),   (9),    (10)  die  Formel  (7)  zusammensetzen,  und  man 

bekommt  dadurch  mit  Weglassung  des  für  uns  bedeutungslosen  Vorzeichens: 

^  a2&2 

M= — i  (11) 

(a2  cö»2  f -h  52  «in«  qp)} 

Mnflihrung  der  Exeentricität. 

Die  Formeln,  welche  wir  hier  entwickelt  haben,  sind  die  sich  zuerst  dar- 
bietenden, allein  fQr  die  späteren  Anwendungen  sind  diese  Formeln  nicht  geeignet» 
weil  man  darin  nicht  gut  den  wichtigen  umstand  lum  Ausdruck  bringen  kann,  dass 
beim  Erdellipsoid  die  beiden  Halbaxen  a  und  h  nahezu  gleich  sind,  oder  mit  anderen 
Worten :  die  später  unerlässlichen  rasch  konvergierenden  Reihen-Entwicklungen  lassen 
sich  an  die  yorstehenden  Formeln  mit  a  und  b  nicht  gut  ansetzen.  Man  führt  deswegen 
eine  Exeentricität  und  eine  lineare  Axengrösse  ein.  Wir  haben  hiezu  zwei  Formen^ 
welche  zunächst  beide  behandelt  werden  sollen: 

I.    Altere  Form  mit  ^ —  =  ^  und  Axe  a  (12) 

afi 52  a^ 

n.  Neuere  Form  mit  — =^ —  =  e^^  und  Axengrösse  -,-  (13) 

0*  0 

Bleiben  wir  zuerst  bei  der  älteren  Form  I,  so  haben  wir,  um  alles  in  a  und  ^ 

auszudrücken,  zunächst 

a2 b2  h2 

""-^^  =  1  --?^  =  e2  62  =  a2(l  -«2)  (14) 

tfi  C08^  qp  +  52  sin2  qp  =  a^  co%^  qp  +  a*  (1  —  «2)  ^n*  <j)  =  a2  (1  —  «2  «1,2  <j)) 
Wir  setzen  ein  für  allemal: 


l-.e2«n2qp=  TF2  W  =yi  —  t^siffiq)  (15) 

damit  werden  x  und  y,  sowie  M  aus  ihren  ersten  Formen  in  (5)  ,  (6)  und  (11)  Aber* 
geführt  in: 

acosw  a  (1  —  e2)  «in  qp  .,  .. 

x^-^  y=-       /--'^  (16) 

a(l-e2) 
3f=---3-  (17) 

Diese  Formeln  (16)  und  (17)  findet  man  sehr  aUgemein  in  geodätischen  Werken^ 
sie  sind  aber  nicht  die  besten.  Wenn  man  nach  der  neueren  Form  II  bei'(13)  rechnet, 
so  bekommt  man: 

cfi  —  h%      ffi  a         j (fi 

b=^r^.  (18) 


Wir  setzen  ein  fOr  allemal: 


l+e'«cö««<)P=  F2  F  =  Vl-|-«'2cw«<p  (19) 
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dAmit  werden  x,  y  und  M  ans  (5)  ,  (6)  ,  (11)  übergeführt  in : 

ccoB^  C8inq> 

^  V  y       F(l  +  e'a)  ^    ^ 

3C=f3  (21) 

Der  Querkrümmungshälbmesaer  N. 

Durch  das  Vorstehende  haben  wir  den  ersten  Haupt-Krammongs-Halbmesaer 
des  Umdrehnngs-Eliipsoids,  für  den  Meridian,  bestimmt;  der  zweite  Hanpt-KrammnngB- 
Halbmesser,  welcher  sich  anf  die  Erümmnng  qner  znm  Meridian,  also  Ton  West  nach 
Ost  bezieht,  kann  ohne  weitere  Rechnung  durch  eine  sehr  einfache  geometrische 
Betrachtung  gefunden  werden. 

Wir  betrachten  in  Fig.  1.  (8.  194)  zuerst  den  Parallelkreis  F  P*  für  die  Breite 
q^  und  sehen,  dass  alle  in  diesem  Parallelkreis  gezogenen  Fl&chen-Normalen  sich  in 
einem  Punkte  8  der  Axe  schneiden« 

Der  QuerkrQmmungs-Bogen,  welcher  in  P  rechtwinklig  zum  Meridian  ist,  muss 
offenbar  jenen  Parallelkreis  P  P*  in  P  berühren,  und  deswegen  sind  zwei  einander 
unendlich  nahe  liegende  Gerade  P  S  auch  Normalen  des  Querkrümmungs-Bogens 
in  P.  Da  aber  der  Schnittpunkt  zweier  einander  unendlich  naher  Normalen  einer 
Kurve  als  Krümmungs-Mittelpunkt  der  Kurve  gilt,  so  ist  P  S  der  Krümmungs-Halb- 
messer des  Querkrümmungs-Bogens,  oder  kurz,  es  ist  PS  =  N  der  Querkrümmungs- 
Halbmesser  des  Umdrehungs-EUipsoids  in  dem  Punkte  P. 

Indem  wir  die  L&nge  dieses  Querkrümmungs-Halbmessers  ein  für  allemal  mit 
N  bezeichnen,  haben  wir 

cosq) 
und  je  nach  der  alten  oder  neuen  Form  (16)  oder  (20)  giebt  dieses: 

N^^     oder     N  =  ^  (22) 

MitÜerer  Krümmungshalbmesser  r. 

Unter  dem  mittleren  Krümmungshalbmesser  versteht  man  in  der  Geod&sie 
das  geometrische  Mittel  aus  den  beiden  Haupt-Krümmungs- Halbmessern  Mund  N,  d.  h. : 


r  =  YMN  (23) 

oder  mit  Einsetzung  der  Bedeutungen  von  M  und  N 


r  =  -^^3—     oder     r  =  ^^  (24) 

KrümmimgS'  VerMUnis  N :  M, 

Nachdem  die  beiden  Haupt-Krümmungs-Halbmesser  M  und  N  bestimmt  sind, 
wollen  wir  auch  ihren  Quotienten  betrachten,  d.  h.  in  zwei  Formen,  aus  (17)  und  (21) 
mit  (22): 

oder     -=rr  =s  V^  (25) 


1  — e«  M 
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Dieser  Quotient  ut  in  der  Geodäsie  sehr  wichtig,  denn  je  näher  dieser  Quotient 
gleich  1  ist,  desto  mehr  ist  es  gestattet,  die  Erde  nnter  der  betreffenden  Breite  als 
eine  Kngel  zn  betrachten.  Znr  Gewinnung  einer  Übersicht  woUen  wir  einige  Werte 
hiefBr  aosrechnen: 

=    K2 


0<» 

^  =  1,0067 

30O 
45*» 
60« 
90« 

1,0050 

1,0034 

....  1,0017 
....  1,0000 

Die  Werte  F2  «ind  von  1  ziemlich  verschieden,  unter  45**  nm  etwa  Vs  %J 
nnd  nur  in  den  Erdpolen  (qp  =  90**)  wird  F«  =  1. 

Trotzdem  giebt  es  viele  Fälle,  wo  es  sich  nur  um  kleine  Korrektionen  jnoeüer 
Ordnung  handelt,  in  welchen  dfr  Quotient  N :  M  doch  hinreichend  =  1  gesetst, 
d.  h.  die  Erde  als  Kugel  behandelt  werden  darf.  In  solchen  Fällen  nimmt  man  dann 
den  mittleren  Krflmmungs-Halbmesser  r  nach  (23)  oder  (24)  als  Halbmesser  einer 
solchen  Kagel. 

Da  das  Verhältnis  N :  M  stets  grosser  als  1  ist,  ist  auch   immer  N  grosser 

als  ilf,  d.  h.  der  Querkrfimroungs-Halbmesser  ist   immer  grosser  als  der  Meridian- 

krümmungs-Halbmesser,  oder  umgekehrt,  die  Krümmung  1 :  3f  ist  im  Meridian  stets 

grosser  als  die  Krümmung  1 :  A*  im  Querbogen.    Nur  im  Pol  werden  beide  gleich, 

a2 
nämlich  i\r  =  If  =  -^  =  c^  (wie  schon  in  (9)  g  31.  S.  189  bemerkt  wurde)  und  im 

Pol  der  Erde  wäre  daher  das  beste  Arbeitsfeld  ftlr  einen  Geodäten,  weil  dort  alle 
sphäroidischen  Korrektionen  verschwinden. 

Gtoceniriacher  Eälhmesser  und  geocentrische  BreiU. 

Selten  in  der  Geodäsie,  aber  in  der  Astronomie  zu  Parallelaxenrechnungen 
gebraucht,  sind  noch  zwei  Werte,  welche  wir  im  Anschluss  an  das  Vorhergehende 
bestimmen  wollen,  nämlich  der  Abstand  eines  Erdpunktes  von  dem  Erdmittelpunkt, 
geocentrischer  Halbmesser  =  C  genannt  und  der  Winkel  dieses  Halbmessers  mit  dem 
Äquator,  geocentrische  Breite  =  y. 

Nach  Fig.  1.  §  31.  S.  188  haben  wir  für  diese  beiden  Grossen  sofort  die  Formehi: 


also 


C  =  y ic«  -h  y 2     tind    tang  y  =  —  (a) 
Wir  wollen  weiter  mit  a  und  e^  rechnen,  d.  h.  nach  (16)  S.  196 

«  =  — ^^     und    y  =  -^ ^ 21  ^l^y 

C«=:^2(co««()P  +  (l— ea)«sin2(|))    ,    tang y  =  {1 -- 1^) tang q)  (c) 


^        «^  /     o  tang^  7   -  o    ^        «*  cos«  <p 

C2  =  -j^,(co.2.p+^-^'m2.r)  =  -iy^^ 


(d) 


Digitized  by 


Google 


{  33.  KrtUnmangs-Hftlbmesser  fUr  beliebiges  Azimnt.  199 

Aus  (c)  hat  num  weiter: 

tang^  (p    '  sin  q)  cos  y 

5=1— «2^2<j,= 

also  nach  (d): 


TF  2  -  1  _-  «2  ^2  <»,  =  1  —  Mn  (()P  —  y) =  — ^  cos  ((p  —  y) 

^  ^^      '^  coÄ/      cos  y  ' 


C«  =  ^^5L  (e) 

CO«  y  cos  (<p  —  y) 

Mit  diesen  Formeln  (c)~(e)  hat  man  genügende  Mittel  zur  scharfen  Ansrech- 
song  Yon  C  und  /,  indessen  häufiger  braucht  man  Näherungsformeln,  welche  mit 
Beschränkung  auf  ««,  d.  h.  Vernachlässigung  Ton  e*  u.  s.  w.  sich  rasch  geben.  Aus 
(c)  hat  man: 

tang  <p  —  iang  y  =  «2  tang  qp 

2     ~  ^^  ^^'"^  ^    »    q)  — \f}  =  e^sinqieos(p 

oder  mit  Zusetzung  yon  g: 

qp  —  tp  =  y  «2  ^  5tn  2  qp  =  [2.8878066]  «m  2  (p  (f ) 

Mit  gleicher  Näherung  hat  man  aus  (c): 

^  =  ^(«^^^  +  (l-2«2)«^w2qp)  =  ^(l-2«2  5in2qp) 

Da  >F2  =  1  —  «2  «inS  f    oder    l:  W^  =  1  -he'^sin^  qp,  hat  man : 
C2  =  a2(l  —  e2^n«qp)  =  a2  W2 

C  =a  (l~-|-«tn2qp)  (g) 

Die  Formeln  (f)  und  (g)  braucht  man  z.  B.  zur  Reduktion  von  Monddistanzen. 

Q 

Genaue  Tafeln  ^r  log  —  und  ffir  qp  —  tp  sind  von  Encke  in  dem  .Berliner 

astronomischen  Jahrbuche  für  1882'',  S.  344—378  gegeben  worden.    In  der  Geodäsie 
werden  diese  Werte  fast  nie  gebraucht. 

BeduMterte  Breite,  In  der  Geodäsie  spielt  noch  ein  anderer  Winkel  eine 
wichtige  Rolle,  der  , reduzierte  Breite'  genannt  wird  und  bestimmt  wird  durch  die 

Gleichung:  

tang  \ft  =  yi  —  e*  tang  qp 
Damit  werden  wir  uns  aber  erst  später  zu  beschäftigen  haben. 


§  83.    KrfiiniiiQiig8-IIalbmes8er  ffir  beliebiges  Azimut 

Nachdem  der  Meridian-ErOmmungs-Halbmesser  M  und  der  Querkrümmungs- 
Halbmesser  N  bestimmt  sind,  kann  man  auch  den  Krümmungs-Halbmesser  R  für 
irgend  welches  Azimut  a  leicht  angeben,  wenn  man  den  Euler  sehen  Sati  als  bekannt 
Toraossetzt,  nämlich: 

1    __  C082  «       gtn2  « 

Ä  "■  "M"  "^  IT  ^^^ 
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Dieter  B«tz  wird  in  der  analytieohen  Geometrie  bewieeen,  und  wir  wollen  hier  eine  geo- 
metrlsoh  «neoliftnliobe  BegrAndong  des  Satze«  geben,  welobe  dnrcb  einige  Nebenbetraobtnngen  anoh 
stun  etrengen  Beweite  entwickelt  werden  kann. 

In  Fig.  1.  sei  P  ein  Pnnkt  det  Elliptoidt  mit  einer  Be- 
rnbrunge-Ebene  A  A'  und  einer  Sobnitt-Ebene  B  B'  parallel  Ä  A\ 
Die  Ebene  B  B'  giebt  eine  Sobnitt-Ellipae ,  welobe  im 
unteren  Teile  von  Fig.  1.  dargettellt  itt  mit  ibren  Hanptaxen 
P  M,  P  N  und  einer  dritten  Biobtung  $  im  Azimute  a.  Wenn 
nun  der  Abttand  der  beiden  Ebenen  A  A*  und  B  B'  aebr  klein 
itt,  =«,  to  Uttt  tlob  die  Ordinate  »  dorob  die  KrOmmnngt- 
Halbmetter  M,  R,  ff,  welobe  f&r  die  drei  betracbteten  Biob- 
tuogen  gelten,  dreifaob  autdräoken,  in  bekannter  Nibemng 
(welobe  z.  B.  auob  ffir  die  ErdkrAmmong  bei  trlgonometritober 
Höhenmettnng  angewendet  wird),  n&mlicb: 

Dabei  beatebt  f&r  die  Sebnitt-Ellipte  mit  den  Halbazen 
m  und  n  die  Oleiobnog: 


jaeota)*      (»Wwa)»  _ 


(8) 


Durob  Verbindung  von  (2)  und  (8)  erb&lt  man  den  bereite  oben  (1)  getohriebenen  Enler- 
toben  Satz. 

Um  diesen  für  jede  beliebige  Fl&che  gütigen  Eoler  sehen  Satz  der  Gleichung 
(1)  aof  unser  EUipsoid  anzuwenden,  mlissen  wir  die  AusdrQcke  für  M  und  N  nach 
(21)  und  (22)  $  32.  8.  197  einsetzen,  n&mlich: 

M=  ^^    und    2V=^,  wobei  F«  =  1  +  e'«  005«  <jp 

Damit  giebt  (1): 

1   =??!i?r8  +  ???^r=-^(«>ir2«(l  +  e't«,*z<p)  +  «n««) 


R 
R  = 


c    1 ^^^    ^ N 

F  1  +  c'«  eo8^  (p  co8^  a  1  -h  «'2  coa^  qp  cos«  a 


(4) 


Wir  wollen  den  besonderen  Fall  mit  a  =  45^  betrachten,  also  sin«  a  =  eo$^  a  = 


setzen,  wodurch  die  Gleichung  (1)  giebt: 

1    __  1  /  J_        \\_ 


M-\-N 


(5) 


B^~  2  \Äf   ■    Nl~  2MN 
Hier  hat  üf  iV'  die  Bedeutung  =  r»  nach  (24)  §  32.  8.  197  mit  r  als  geo- 

M-h  N 
metrischem  Mittel  ans  M  und  N^  und  — ^  -  =  d  ist  das  arithmetische  Mittel  aus 

M  und  N  also 

Ä46=    J  (6) 

woraus  zu  ersehen  ist,  dass  in  erster  Nftherung  der  Erümmungs-Halbmesser  Ar  45^ 
Azimut,  dem  mittleren  Erümmungs-Halbmesser  r,  oder  dem  Durchsdinittswert  d 
gleich  ist. 

Die  zweite  bei  (4)  angewendete  Form  fOr  B  fahrt  zu  einer  bequemen  loga- 
rithmischen N&herungs-Formel ;  in  erster  Nftherung  hat  man: 

log  (1  -h  e**  008'^  gp  cos^  a)  =  fn^^  cos^  gp  oos"^  a  +  . . . 


also: 


logR  —  logN=  —  ju  e*«  cos'^  qo  cos'^  a  -h . . 


(7) 
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Setzt  man  hier  a  =  0,  so  geht  R  in  den  Meridian-ErOmmangs-Halbmesser  M 
Aber,  also: 

log 3f  —  logN^—fAe'^ cos^ qo  -h . . .  (8) 

oder  genau  logM—log  N= -^log  V^  (nach  (25)  §  32  S.  197) 

Damit  geben  (7)  and  (8): 

logR  —  logN^  —  {hg  F«)  «w«  a  (9) 

und  in  gleicher  Weise  findet  man  auch: 

logR''logM=:-\-(log  V^)8iffia  (10) 

Die  Käherongsformel  (9)  oder  (10)  giebt  den  Wert  logR  nahezu  auf  7  Stellen 
richtig.  Um  dieses  besser  beurteilen  zu  können,  entwickeln  wir  die  Formel  (4)  bis 
«'*  und  finden: 

e'4 


log  R^  log  N —  fi  tf^  cos^  (p  co«^  a  - 


ß  -^  co8^  (p  cos^  a 


=  log  iV—  [4-466  1031]  co9^  <p  cos«  a  +  [1-99139]  cos^(pco9^a 
wo  die  Zahlen  in  eckigen  Klammem  Coöfficienten-Logarithmen  bedeuten. 
Man  kann  dieses  auch  auf  folgende  Form  bringen: 


oder 


logR  =  logN—  cos^ a (log  F») - 
log B  =  log M -h sin'i a(log  F«) 


2 


co8^  qp  sin^  a  cos'^  a 
e06^  qp  sitfi  a  co»2  « 


(11) 


(12) 
(13) 


Nach  diesen  Formeln  (11)— (18)  ist  die  folgende  Tafel  berechnet  worden,  welche 
log  R  ffBüt  yerschiedene  Breiten  <p  und  yerschiedene  Azimute  a  giebt. 


Breite 


10» 

«)• 
w 

86» 
40* 
46* 

W 

60» 
»• 

70* 
W 


Azimut    a 


log  R 

6.801786 

1866 

2244 

2823 

6.80  S167 
S584 
8911 
4292 
4659 
5004 
5S16 

6.805586 
5966 
6098 


I 


I      16« 

*       logR 
6801939 
2055 
2416 

I  2969 

6.80  8298 
8648 
4010 
4872 
4728 
5068 
5853 

6.805609 
6972 
609iB 


!    30« 


45*' 


_^  _^ 

-^  .^ 

logR 

logR 

6.802460 

6.808187 

2570 

3274 

2886 

8527 

8968 

8918 

6.80  8655 

6.804148 

8961 

43S8 

4276 

4641 

4692 

4898 

4899 

6188 

5186 

5869 

5446 

6677 

6.805671 

6.805756 

5988 

6010 

6098 

6098 

60« 

log  R 

6L808916 

8980 

4169 

4459 

6.80  4682 
4816 
5006 
6194 
5378 
5561 
5707 

6.805842 
6082 


75« 


j        log  R 
I     6  804448 
4498 


4641 
4860 

6.804990 
5128 
5278 
5415 
5554 
5684 
5803 

6.805904 
6048 
6098 


90« 


logR 

6.80  4648 

4687 

4813 

5006 

6.80  5121 
6243 
5369 
6496 
5618 
5783 
5887 

6.80  5927 
6054 
6098 


Eine  ausffthrlichere  Tafel  dieser  Art  ist  nicht  nOtig,  denn  die  azimutalen  Krüm- 
moogs-Halbmesser  B  spielen  in  der  Oeod&sie  der  Triangulierungen  u.  dergl.  in  dieser 
Form  keine  Bolle. 

Für  scharfe  Bechnung  trigonometrischer  Hohen  braucht  man  diese  Krümmungs- 
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Halbmesser.  Wir  wollen  annehmen,  zn  einer  trigonometrischen  Hohenmessang  zwischen 
dem  Polytechnikum  in  Karlsruhe  und  dem  trigonometrischen  Punkte  Homisgrinde 
im  Schwarzwald  solle  der  Erdkrümmungs-Halbmesser  in  der  fraglichen  Sicht  berechnet 
werden.  Die  Mittelbreite  beider  Punkte  ist  go  =  48^  48'  26,d"  und  das  mittlere  Azi- 
mut a  =  18^55'  3,0".    Mit  diesen  Werten  findet  man  nach  der  strengen  Formel  (4): 

log  R  =  6*804  3845 
und  nach  der  Näherungsformel  (9)  oder  (10): 

log  R  =  6-804  3847 
Dieser  Wert  w&re  einer  weiteren  Berechnung  nach  (  149.  unseres  II.  Bandes, 
4.  Aufl.  1893,  zu  Grunde  zu  legen,  entsprechend  log  R  ia  (6)  S.  510  jenes  Bandes. 

Änderung  der  Erdkrümmung  tiocft  Breite  und  Azimut, 
Wenn  man  das  yorstehende  Übersichtstäfelchen  in  Bezug  auf  die  Änderungen 
betrachtet,  welche  der  Krümmungs-Halbmesser  B  in  der  Breite  und  im  Azimut  erfiUirt, 
so  bemerkt  man,  dass  fCUr  gleiche  Änderungen  /l  <p  oder  ^  a  die  Änderungen  dlog  R 
Yon  nahe  gleicher  GrOssenordnung  sind,  und  das  zeigt  auch  die  Difierentiierung  Ton 
logR  oder  yon  R  nach  go  und  nach  a,  die  beiden  Dififerentiierungen  Ton  R  nach  q» 
und  nach  a  geben  Grossen  von  der  Ordnung  ff^. 

Allein  wenn  man  überlegt,  welche  Änderungen  von  R  überhaupt  vorkommen 
auf  einem  räumlich  begrenzten  Yermessungsgebiete  der  Erde,  so  wird  die  Vergleichung 
der  Einflüsse  von  <)p  und  a  ganz  anders,  denn  auf  beschränktem  Gebiete  der  Erde 
ist  die  Breite  <p  nahezu  konstant,  dagegen  trotzdem  das  Azimut  a  innerhalb  seiner 
äussersten  Grenzen  0®  und  90®  veränderlich. 

Auf  beschränktem  Yermessungsgebiete  sind  daher  die  Änderungen  im  Azimut 
viel  einflussreicher  als  die  Änderungen  der  Breite,  und  man  kann  in  solchem  Falle 
sagen,  dass  die  Erdkrümmungsänderungen,  welche  von  Breitenänderung  J  <p  herrühren, 
nur  Grössen  zweiter  Ordnung  sind  im  Vergleich  mit  den  vom  Azimut  a  abhängigen 
KrümmungS'Änderungen. 

Zwisehen-Bemerknng. 

Mit  den  Entwlcklimgen  von  §  31.— 88.  sind  wir  so  weit  gekommen,  dass  alsbsld  zu  $  40.  a.  ff. 
sph&rische  TrUngnllernng  übergegangen  werden  kann,  nnd  von  allem  bisherigen  wird  dort  zun&chat 
nur  der  mittlere  Krümmungs-Halbmesser  gebraucht  werden.  Es  ist  für  erstes  Studium  zu  raten, 
von  I  83.  auf  §  40.  überzugehen. 

Wenn  hier  anders  verfahren  und  noch  §  34.-39.  eingeschaltet  werden,  so  hat  das  den  Sinn, 
dass  vieles  für  weitergehende  Zwecke  Nötige  hier  ein  für  allemal  erledigt  werden  soll ;  auf  Ein- 
zelnes, z.  B.  Meridianbögen  §  85..  welche  spXter  zu  Coordinaten  gebraucht  werden,  kann  nach  Be- 
darf zurückgegriffen  werden,  ähnlich  ist  es  mit  den  Parallelbögen  und  Oberflächen. 

Bei  den  geodätischen  Messungen  nnd  Berechnungen  im  engeren  Sinne  hat  man  kein  Be- 
dürfnis, die  Oberflächen  einzelner  Zonen  oder  Oradabteilungen  des  Ellipsoids  zu  kennen ;  Jedoch 
besteht  für  Kartographie  und  Geographie  im  allgemeinen  ein  solches  Bedüzfkiis,  weshalb  auch 
die  Flächenberechnung  der  Gradabteilungs-Trapeze  in  §  87.  angeschlossen  wurde.  Auch  auf  die 
sehr  wichtigen  Hilfstofeln  des  Anhangs,  deren  Berechnung  in  den  nachfolgenden  Paragraphen  ge- 
lehrt wird,  wird  später  nach  Bedarf  zurückverwiesen. 

§  34.    Die  Funktionen  W  nnd  F. 

Bei  der  Entwicklung  der  Krümmungs-Halbmesser  in  §  82.  sind  die  zwei  Funk- 
tionen aufgetreten : 

W  =  ]/l— e2«,i2^  V  =  yV^üö^  (1) 
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welche  unter  sich  in  der  Beziehung  stehen 

r_Te=^'  Ode 

wobei  —  log  (1  —  e«)  =  log  (1  -h  e*«)  =  0.002  9088-596004 


W'2  V2 

r-Te=^'  oder  ^^  =  r^e'2  («) 


—  log  VT—^  =  %  Vi  +  e*«  =  0.001  4541-798002 

Diese  Funktionen  werden  so  oft  in  der  Geodäsie  gebraucht,  dass  wir  sie  näher 
betrachten  und  namentlich  in  Beihen  entwickeln  mftssen. 
Zur  Beihenentwicklung  haben  wir  von  (1): 

1^2  =  1  —  «2  »m«  (p 

also  nach  der  logarithmischen  Beihe  (8.  169): 

^9j^  =  tAe'i8iffi(f)-^^^8in*q)-h-^  stn6()p -h '^-«»w8gp-^-^g    »nlOgj-h...     (8) 

Die  Ausrechnung  der  Coäfficienten  mit  dem  Bessel  sehen  logt^  =  7.8244104*287 
giebt  fdr  Einheiten  der  7""  Logarithmenstelle: 

,     _1|_  _  28986-430302  sitfi  <p  -h  96-733122  siM  cp  -h  0*430422  «inö  gp  1  ... 

^  TT«  H-    0-002155  «w8  qo  -h  0*000012  «nio  gp  f  ^  ^ 

oder  mit  halben  Coöfficienten: 

,     _1^  ^  14493-215151  siffi  9  H-  48*366556  sin^  gp  -+-  0-215211  «mö  gp  I  ,g. 

^  W  -h   0001077 «nSgp-t- 0-000006  «miogp  |  ^  ^ 

Dieselben  Beihen  mit  den  Logarithmen  der  Coäfficienten  sind: 

,     J_  ^  [4.462 1947-850]  «w2  <p  +  [1.985  5751-590]  sin^  gp  -|-  [9.683  8943-3]  «n«  gp  I 
^  Pr2  ^  [7.3338660]  sin^  (f>  +  [5.06087]  wtio  gp  )  ^^ 

Durch  Halbierung  der  Co^fficienten  hat  man  auch: 

loa—  =  [^-löl  1^7-893]  5in2gp  + [1.6846451-633]  «n4<pH- [9.3328643*3]  m6gp  1 
^   W^  H- [7.0323360]  Äm8gp-h  [4.75984]  «nlOgp  p^^ 

In  gleicher  Weise  hat  man  auch  die  andere  Funktion: 
K2  =  1  4-  e'2  co«2  gp 

log  V^  —  PL  e'2  co«2  gp  —  '^n    ^^^  ^  +^  cos»  qp  h- ^^^  cosS  g)  +  ^  _oo«io  gp  — . . .  (8) 

Wenn  man  hier  loge*^  =  7.827  3187*833  einsetzt,  so  erhält  man: 

fc)^  F2  =  29 181-196469  cos2  go  —  98-0374220  cob^  gp  H-  0-4391567  cos«  gp  1       . 

—  0*0022131  cosSgp  4- 0-0000119  awiogp  f     ^^> 
Zo^  V  =  14590-098286  co«2  gp  —  49-0187110  cos<  gp  -h  0-2195783  oos«  gp  \ 

—  0001 1065 cos» g)H- 0*0000059 ca«8gp   ]    ^^ 

Fem  er  wieder  mit  den  Logaritbmen  der  CoSfficienten : 
log  F2  =  [4.4651080-946]  a>s2gp  -  [1.9913918-822]  co«^  gp -h  [9.6426194-1]  cosegpi 

—  [7.344  9995]  00««  gp  —  [5.07541]  co«io  qp  /  ^"^ 
logV=  [4.164  0730-989]  (»»2  <p  _  [1.690  3618-865]  cos<  cp  +  [9.341 5894-2]  ix>jfi  gp  \    -  ^v 

—  [7.043  9695]  co«8  g)  +  [4.77488]  cosW  gp  |   ^    ' 
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Wenn  man  bei  log  TT«  den  Grenzwert  q>  =  90*  and  bei  log  F«  den  Grenzwert 
<p  =  0  setzt,  so  bekommt  man  log  (1  —  e^)  and  log  (1  +  e^^)  welche,  schon  bei  anderer 
Gele^nheit  in  §  81.  S.  192  angegeben  sind. 

Für  g)  =  45''  geben  die  Reihen  (5)  and  (10): 
^logW^  7246-607576  H-  12-091639  H-  0-026901  h-  0.000067  =  7258726188 
logV  =  7295-299117  —  12-254678  -h  0-027447  —  0.000069  =  7288-071817    ^ 

logV  :   H^=  14541-798000    ' 
Nach  i  31.  S.  198  soll  dieses  sein  =  14541-798002 

Die  Probe  stunmt  aaf  0-000002»  d.  h.  aaf  2  Einheiten  der  18***  Logarithmen- 
stelle, was  hier  befriedigend  ist 

Da  die  Fand  W  anter  sich  in  der  einfachen  Beziehang  stehen  F2=  |F*(l-|-^S), 
hat  man  die  Wahl  F  oder  W  za  rechnen  and  das  andere  daraas  abzuleiten.  Diese 
Wahl  stellt  sich  bei  den  Torstehenden  Beihen  so,  dass  ftlr  kleine  Werte  tp  man  be- 
qaemer  log  W  rechnet,  za  welchem  man  am  Anfang  des  Qnadranten  nar  sehr  wenige 
Glieder  braacht,  während  in  der  Gegend  Ton  qp  =  90^  die  Rechnnng  mit  log  V  die 
beqaemere  ist;  bei  <)d  =  45^  sind  beide  Bechnangen  gleich  gat 

Man  kann  die  Beihen  i^  log  W  and  log  V  aach  noch  aaf  eine  andere  Form 
bringen,  indem  man  die  sin^go,  cos'go  a.  s.  w.  in  co«  2  qp,  co8^q>  xl  s.  w.  aasdrflckt» 
woza  die  Formeln  von  g  29.  8.  176—177  dienen,  nftmlich: 

,_«  .  ^  Uit^  U(^  U^  U  6^^ 

log  W^  =  — ;ic2^tn2<)D  — %^-««4qp— c     gme gp  —  r_ ^i,|8 qj  —  üi—. «mio qj 
A  o  4  O 

3  1«  1         , 

•^  5         15        „  8         ,  1         ^ 

35         7  7  1  1 

•**'  "P  =  128  ~  16  •*"  ^  *  "^  82  •*"  ^  "^  ~  IT  ***  ^  "^  +  i^  *<"  *  * 

"""•P  =  2T6-^'^*^*+65*^^"P-M2'^*»-^4*"*®''-5r2««^"» 
Diese  «in^go,  sm^qp  a.  s.  w.  in  die  Beihe  log  W^  eingesetzt  geben: 

0M2qp 


-(+ 

fie^ 

-h 

8 

16 

liei 

5 

■^18 

(JLtß 

-h 

ä- 

H- 

63 

1280 

Mew) 

+(x 

ßfi 

H- 

fie* 

^  32 

fiee 

-h 

i- 

-h 

21 
256 

/ 

-[l' 

tiei 

H- 

16 

pieß 

-4-  -'^- 
^128 

lie^ 

-h 

w'- 

\ 

/ 

50«*  g» 

l  1 

litß 

-H 

64 

iu«8 

9 
"^512 

AI  «10 

jco56qD 

""(512 

/W«8 

-H 

l 
256 

/leW-^    coi 
1 

8qp 

"^  \2hm 

r^«io  JooslO  qp 
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Wenn  man  dieses  mit  dem  Besselschen  logt^  =  7.8244104*237  ansreehnet  (Be- 
nütsung  der  lo^  ju  f"  anf  S.  193),  so  bekommt  man  in  Einheiten  der  7""  Logarithmenstelle : 
to^  TF2  =  —  14529-625 1671  H-  14541784  4150  co5  2  gp  —  12-1728172  c(W  4  gp  I 

-h  0-013  5864  CO«  6  g»  — 0-000  0170  CO«  8  qoH-...  ]    ^' 
Dieselbe  Entwicklung  fQr  log  F2  gemacht  giebt  ans  (8)  and  §  29.  S.  177  das 
folgende: 


lO^  F2  = 

:  e'2  C0«2  (jP  - 

-?- 

qp-h^co«ö 

<P- 

«'10 

5 

awiog) 

C0»2qD  = 

i- 

1 
2 

co«2gp 

«w*qp  = 

i- 

1 
2 

co«2<p4- 

1 
8 

co«4<)p 

aw«<)p  = 

5 

T6-^ 

15 
32 

co«2()p  + 

3 
16 

co«4<p-h 

1 
32 

co«6<)p 

«W8gp  = 

128^ 

7 
16 

co«2gpH- 

7 
82 

co«4(jP-h 

1 
16 

co«6<p-H 

1 
128 

co»^ 

qp 

C0»109  = 

68 

256-^ 

105 
256 

co«  2  qp-h 

15 

64 

C05  4<PH- 

45 
512 

co«6<p-f- 

5 

256 

cosi 

^^+f 

-(512 '^'''-rie'*''"')«««'^ 

+  (2^0'*''"')«"^'"' 
Wenn  man  dieses   mit  dem  Bessel  sehen  log  c'2  =  7.8273187*883  aasrechnet 
(Bentttzong  der  log^i^*  aaf  S.  198),  so  bekommt  man: 

log  F2  =  14553-9708333  H-  14541-7844155  c^s  2  qp  —  12*1728170  cos  4  (jp  I 

+  00135863 cos 6 qp-« 0*0000171  CO« 8 <1PH-...  )        ^    ^ 
Die  Reihen  (17)  and  (15)  stimmen  in  den  Co6fficienten  hinreichend  überein 
and  die  Absolatglieder  geben  log  V^  —  log  W^  =  29083*5960004  was  mit  log  (1  +  e'2y 
nach  S.  193  stimmt  wie  es  sein  moss. 

Darch  Halbierang  der  Coöfficienten  hat  man  aach  log  W  and  log  V,  n&mlick 
zagleich  ein  wenig  vermittelnd  zwischen  den  Endziffern  in  (15)  and  (17): 

logV=  7276*9854166  -t-  7270-8922076  co«  2  qp  —  6-0864086  co«  4  qp     1 

-h  0-0067932  CO«  6  qp- 0-0000085  cos  8  qp  |        ^^ 

and  da  man  gewohnlich  logarithmisch  rechnet,  wollen  wir  aach  noch  die  Coöfficienten- 
Logarithmen  angeben: 

to^  F2  =  14553-9708333  H-  [4*1626177-018]  co«  2  qp  —  [1*0853911-0]  co«  4  qp  1 

H-  [8-1331028]  CO»  6  qp  —  [5.23172]  co*  8  qp  j  ^    ^ 
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%  F  =  7276-9854166  -h  [8-861 587 7-062]  «w  2  <p  —  [0.7848611-0]  co«  4  qj    i      ^ 
H-  [7.8320728]  co«  6  <)p  —  [4.93069]  co«  8  qp  |      ^    ^ 

Um  von  der  Mitte  zu  z&hlen,  wollen  wir  noch  setzen  qp  =  45**  -h  (gp  —  45**)  also: 
logV^  7276-9854166  —  [3.8615877-062]  «tn  2  (<p  —  45<»)  H-  [0.7843611-0]  1 
CO»  4  (9-45*0  -h  [7.8820728]  wn  6  (<)p  —  45*»)  —  [4.93069]  oo«  8  (<p  —  45«)  |    ^  ^ 
Diese  Form  bietet  den  Vorteil,  dass  man  damit  in  mner  Rechnnng  stets  die 
Bestandteile  f&r  zwei  Werte  g)  erhiüt,  welche  gegen  45**  symmetrisch  liegen;  z.  B. 
q>  —  45**  =  -h  15**  und  —  15**  geben  %  F  für  qp  =  30**  nnd  för  qp  =  60**  das  folgende: 
für  qp  =  30**    logV  =  7276-9854166  h-  3635-4461038  -h  30432048 

—  0-0067932  -h  0-0000042 
für  qp  =  60*»    logV=^  72769854166  -  3635-4461038  -h  30432043 

H-  0-0067932  +  0-0000042 
xosammengefasst : 

für  qp  =  30**    logV=  0.0010915-4679357 
für  qp  =  60*»    log  V  =  0.0003644-5893145 
Diese  Werte  stimmen  innerhalb  0-000001  mit  den  aas  (7)  oder  (12)  berechneten. 

Interpolation  ßr  log  F. 

Wenn  man  eine  Tafel  der  log  V  aufstellen  will,  so  wird  man  gewisse  Haupt- 
werte,  etwa  für  qp  von  1**  zu  1**  unmittelbar  nach  den  yorstehenden  Formeln  (7) ,  (12) 
oder  (20)  berechnen,  und  im  Übrigen  weitere  Werte  einschalten.  Wenn  man  nun 
bereits  Näherungswerte  der  einzuschaltenden  log  V  kennt,  was  oft  der  Fall  ist,  so 
kann  man  zur  schärferen  Einschaltung  eine  gute  Formel  nach  dem  Prinzip  des  Mittel- 
argumentes aufstellen  in  folgender  Weise: 

Ein  Wert  V  gehöre  zur  Breite  qp,  femer  F"  zur  Breite  qp  -h  -~-  und  V  zur 

Breite  qp  —  -^- ;  dann  werden  nach  der  Maclaurin  sehen  Reihe  folgende  zwei  Gleich- 
ungen bestehen: 

;o^F--fo^F  ,  ^^^^^^  .  w^y\'^%^,  1  (^(pyd^iogv 

wgv     -wgv^^       r/g)     "^  2  \  2  /      (J<p2     "^6^2  7      (J<p3 

loaV'  ^loaV      ^^^^9^,    Ifdip^d^logV       \  f  J  ff\^  d^  hg  V 
wgy     -wgv         2    "d(p^  2  [  2  )      dqp2     '^  6  \  2J   '  d(p^  ' 

Die  DiflFerenz  giebt:  log  V"  ^logV*  ^  dlog  V: 

>#,      ir       >#     dlogV      d(f9d^logV  ,_ 

JZoi,F=  Jqp-^-K-24    "dW  ^^^ 

Zur  Anwendung  haben  wir  log  V  dreimal  abzuleiten,  wobei  nun  künftig  immer 
lur  Abkürzung  geschrieben  werden  soll  tang  q>  =  t  und 

F2  =  lH-e'2aM2q)=  1-1-172    ,    also  i7a  =  e'2«);f2qp   ,   ^  =  ^2ij^t     (28) 
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In  dieser  Behandlang  werden  die  beiden  nächsten  Ableitungen : 

d^log  V  _  2fflt  ^ 

Die  Ableitungen  (24)  und  (25)  hat  man  in  (22)  einzusetzen  und  zugleich  wollen 
wir  Jq>  =  10'  nehmen,  wofür  mit  ^  =  3437,7  ...  zu  dividieren  ist,  und  da  auch  noch 
mit  fA  =  0.48429 ...  zu  multiplizieren  ist,  haben  wir: 


(—  1  ^-  «2  _  ,^  _  ,^  (2) 

-  (2  4-  1/2  H-  8  1/2  (2  —  ,74  -_  ,74  ^2) 


(25) 


J/o^F=— -^10 


fi  ..rj^t^fAimrjit 


(2-hJ72. 


F  ^    12^     F6^ 
also  1^ «  =  e'2  sin  gp  cos  (p 


Da  1^  =  c'2  co«2  qp 
stante  sosammenzufassen,  zugleich  tj^  yemachl&ssigend: 

1000  fi  g^2  sin  2  y 

-V2~ 


3 1^2 1  — 174  -  1^4  f  2) 

so  hat  man,  um  alles  Kon- 


^  9 


24^        F6 
Die  Ausrechnung  giebt  ffir  Einheiten  der  7ten  Logarithmenstelle: 


(2  H-  172  +  3  ^2  ^2) 


(26) 


JlogV=='-'  [1.6277992-161] 


sin  2q} 


[5.4760703] 


sin2(f) 


(2 -1-172-^3 1/2  (2)      (27) 


Y2        ^l— «--'--J        yß 

Das  zweite  Olied  macht  sehr  wenig  aus,  nftmlich: 
(jp  =  10«  2.  GUed  =  0-0000 2015  g»  =  50*>  2.  Glied  =  00000  5888 

20*>  3795  60*^  5201 

SO*»  5133  70°  8874 

40*»  5862  80*»  2063 

Dieses  Glied  geht  also  erst  in  die  12t6  Logarithmenstelle  ein  und  ergiebt  sich 
Ton  selbst  als  eine  kleine  innerhalb  weiter  Grenzen  nahezu  konstante  Differenz  zwischen 
den  Summen  von  je  6  Zwischenwerten  Jlog  V  und  dem  Intervall  zwischen  zwei 
festen  log  F,  das  sie  ausfallen  sollen.  Die  F2,  welche  man  im  ersten  Gliede  von 
(27)  braucht,  mflssen  dem  Mittelarguroent  <p  entsprechen;  in  unserem  Falle  verfuhren 
wir  dabei  so,  dass  diejenigen  log  r2,  welche  schon  in  der  vorhergehenden  Auflage 
des  Bandes  8 stellig  für  alle  Werte  (p  von  10'  zu  10'  ausgerechnet  vorlagen,  von  5' 
zu  5'  eingeschaltet,  die  nötigen  Nftherungswerte  zur  Gleichung  (27)  lieferten,  um 
Interpolation  auf  12—18  Stellen  genau  zu  geben;  folgendes  ist  ein  Beispiel  hiefttr: 

logV 
<p  =  48*»  6522-92572 

6480-85519 


qp  =  49« 


42-07059  — 

6  = 

4207053 

42-04425  - 

6  = 

42-04419 

42-01646  — 

6  = 

42-01640 

41-98728- 

6  = 

41-98722 

41-95667- 

6  = 

41-95661 

41-92464  — 

6  = 

41-92458 

6438-81100 
6396-79460 
6354-80738 
6312-85077 
6270-92619 


48«    0' 

48 

48" 

48' 

48' 

48- 

49- 


10' 
20' 
30' 
40' 
50' 
0' 


251-99989  —  36  =  251-99953  251-99953 

Die  Differenzen  42-07059  —  6  u.  s.  w.  sind  nach  der  Formel  (27)  berechnet, 
6  ist  das  zweite  Glied,  im  vorstehenden  Beispiel  abgerundet,  (in  Wirklichkeit  wurde 
mit  einer  Stelle  mehr  gerechnet). 
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In  dieser  Weise  wnrde  unsere  Tafel  der  Werte  log  F,  welche  im  Anhang  auf 
Seite  [2]— [7]  gegeben  ist,  berechnet  mit  12^13  Stellen  nnd  nachher  auf  10  Stellen 
abgerundet. 

Die  AbUituHgen  von  V  nach  go. 

Auch  die  Ableitungen  der  Funktion  F  werden  später  noch  oft  gebraucht 
werden,  weshalb  wir  sie  zum  Vorrat  hier  hersetzen,  auch  mit  Einführung  fester 
Zeichen : 

tang  <)p  =  «  ä~  ~  ^  "^  *^  (*^ 

F2  =  1  -h  e'2  cos«  qp  =  1  -h  1^2    also    172  =  «^2  cos^  g)  (b) 

drß 

-^'i-  =  —  2  f*«  coif  qp  stn  qp  =  —  2  f?2  e  (c) 

d  17* 
und  allgemeiner         -~-  =  —  ni;" t  (d) 


dV  ^    1    drji^      fP't 
dqi       2V  d(f  V 

d 


(e) 


g)2~       [d<p  V'^  Vd(p      2V  dqi) 
(i<p2~^"     V         yy^^^^        F3 


Wenn  man  hier  alles  auf  den  Nenner   FS  bringt,  und  berficksichtigt,   dass 
f^2  =  1  -I-  jy2  ist,  so  bekommt  man: 

Wenn  man  in  diesen  Formen  weiter  difTerentiiert,  so  bekommt  man: 
d^  V      v^t 


Mit  Hilfe  dieser  Ableitungen  kann  man  auch  F  ron  einer  Breite  qp  auf  eine 
benachbarte  Breite  reduzieren,  denn  man  hat  nach  dem  Taylor  sehen  Satze  ftlr  eine 
Breite  qp'  einen  Werth  F'  entsprechend  folgender  Reihe: 


(k) 


oder  v=v(l-^^ffJ  +  (9'-q>f..:j 

Damit  hat  man  auch  die  Reduktion  der  KrOmmungs-Halbmesser  yon  einer  auf 
die  andere  Breite,  z.  B.: 

Später  wird  davon  mehrfach  Gebrauch  gemacht  werden. 
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§  35.    Meridlanbogenlingeii. 

Der  Meridian-Erfimmangs-Halbmesser  in  der  Breite  gp  ist  nach  (17)  und  (21)  §  82. : 

3f=«Vs''^     oder      üf  =  A  (i) 

Ein  unendlich  kleiner  Meridianbogen  fCbr  die  Breitendifferenz  d<p  ist  daher 
=  Mdq>  and  der  ganze  Meridianbogen  yom  Äquator  mit  gp  =  0  bis  zur  Breite  <p  ist 

9  9  9 

i<L.-_    oder  =  c/*-— -4^-=_ 
V'(l  — «2  güfi  (j))3  J  v7r+-  «•«  CO»«  qp)» 

0  0  0 

Dieses  ist  ein  elliptisches  Integral  zweiter  (Gattung;  daron  ist  jedoch  bei  der 
Rektifikation  fOr  geodätische  Zwecke  nicht  die  Bede,  indem  hier  Reihenentwicklungen 
angewendet  werden,  die  nach  Umständen  bei  weniger  oder  mehr  Gliedern  abgebrochen 
werden. 

L  Integration  nur  hia  ^  einschliesslich,  mit  a  und  e^. 

Wenn  man  nur  bis  e^  einschliesslich  entwickeln  will,  so  schreibt  man  die  zu 
integrierende  Funktion  (2)  kurz  so: 

1  3 

~  =  (l— «««tn2<p)-i=  1  -¥  ö  «2«n«(jp-he4...  (3) 


B=  fMd<^^a{\ -^2) f-—Jy=_-^    oder  =  e f-^-4^^....^-    (2) 
J  J  VÖ^e^  ffwt*  qp)3  J  V^(M-c'2  oo«2g))3 


(1  — «2  sin«  <)P)J  2 


Hier  ist  nach  bekannter  goniometrischer  Formel 

Jl  — i 
2        2 


sifß(p  =  —  ^-cos2q)  (4) 


imd  das  Integral: 


/' 


cos  2  qp  d  <)p  =  -^  «n  2  gp  (5) 


(6) 


2 
Damit  wird  das  allgemeine  Integral  in  (2): 

f'^=M- =fn-|^)(^-Ae2s.n2(p  +  ... 

y  |/(nic2Äm2(|p)3     V        4      y  8 

Das  bestimmte  Integral  zwischen  den  Grenzen  qpi  und  (jPj  ist  daher: 

9^ 

/...(fqp=  fl+-y«2j(qp2-.(jpj)__  --e^8in2qi^  —  sin2(^l) 
oder  im  zweiten  Gliede  goniometrisch  umgewandelt: 

J...d(p=  \l-h-ffA((P2-<f>i)'-'-f^sin(q^  —  (fi)co8((Pi-h(Pi) 

9t 

folglich  der  Meridianbogen  m  selbst  zwischen  den  Grenzen  cpi  und  gp^  nach  (2)  und  (7) : 
JH  =  a (1  —  «2)  // 1  ^. -|. «2J  (<p2  _  qpj)  —  ^^ 8in((p^  -  qPi)co«(gP2+<Pi) j       (8) 

Jordan,  Huidb.  d.  TtnnMiniigikiinde.    4.  Aufl.    m.  Bd.  14 
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Wenn  man  hier  die  Sinus-Reihe  anwendet,  n&mlich  nnr  deren  zwei  erste  Glieder : 

80  erhält  man  darch  Einsetzen  dieser  Glieder  in  die  yorhergehende  (8): 

(33  1  \ 

Obgleich  in  diesem  Ansdmcke  alle  Glieder  Ton  der  Ordnung  e^  und  darüber 
yemachlftssigt  sind,  kann  man  doch  zu  vielen  Zwecken  daron  Gebrauch  machen;  ja 
man  kann  noch  mit  einem  kleinen  weiteren  Opfer  an  Genauigkeit  einen  sehr  prak- 
tischen Satz  ableiten,  der  sich  auf  den  Meridian-Krflmmungs-Halbmesser  der  Mittel- 

breite  — — ^  ~  bezieht.    Dieser  Meridian-Erümmungs-Halbmesser  ist  nach  (1) : 

dieses  ebenfalls  bis  auf  e^  einschliesslich  entwickelt,  giebt: 

3f'=«(l-«2)(l  +  |«««««?J-^?^) 
und  mit  Anwendung  der  goniometrischen  Formel  (4)  fQr  8ifßq>: 

3f'  =  a(l-e«)(l -+--|-c2-.|-e8 cos  (g)i-h<)P2)) 

Nimmt  man  nun  diesen  Krümmungs-Halbmesser  M'  als  freisbo^eii-Halbmesser 
zu  einem  Centriwinkel  <f)2  —  <Pv  ^  erhält  man  einen  entsprechenden  Meridianbogen: 


((-!-) -4 


m'  =  M'((P2-qPi)  =  «(gP2-<Pi)(l-«2)ni-+-4  ««j  - -^ e«  cew  (<)Pi  -h  <p^\{lO) 

Vergleicht  man  diesen  Ausdruck  mit  dem  früheren  (9),  so  findet  man  in  den 
ersten  Gliedern  völlige  Übereinstimmung,  man  hat  also  auch  sofort  im  zweiten  Teil 
die  Differenz: 

e^ 

m'  —  m  =  —  a  (gP2  —  qPi)  (1  —  «•)  -g-  (<P2  —  <Pi)*  cos  (<pi  H-  <p^ 

oder  genähert,  zugleich  mit  ZufQgung  des  nötigen  g: 

m'--m  =  -^a^  ^^-2^j'cos  (g>i  H-  gpg)  (11) 

Dieses  ist  der  Fehler,  der  begangen  wird,  wenn  man,  nach  (10),  einen  Ellipsen- 
Meridian-Bogen  als  Kreisbogen  behandelt,  dessen  Halbmesser  der  Meridian-Krümmungs- 
Halbmesser  für  die  Mittelbreite  ^^^  ist. 

Zunächst  sieht  man  aus  (11),  dass  der  Fehler  m' — m  verschwindet,  wenn 
qp,  ^  <P2  =  90^,  d.  h.  wenn  die  Mittelbreite  =  45^  ist  (vorbehaltlich  der  vernach- 
lässigten Glieder  von  der  Ordnung  e^)  u.  s.  w. 

Im  übrigen   berechnet  man   nach  (11)  zur  Übersicht,  dass   für  ip^  —  9>i  =  1^ 

und  für  ?L^J??  =  80«  oder  60«  der  Fehler  =  —  0,014-  oder  =  -h  0,014«  wird  und 
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inssenten  Falls  mit  <p  =  0^  oder  <p  =  90^  bringt  der  Fehler  fttr  <)D2  —  <)Di  =s  1  ®  nur 
—  0,028*  oder  +0,028".  Man  kann  daher  kurz  sagen,  dass  in  den  Breiten  Ton 
Mitteleuropa  ein  Meridianbogen  yon  1^  Ansdehnnng  nach  dem  Näherangsyerfahren  Ton 
M  ftlr  die  Mittelbreite,  innerhalb  1*"  genjElgend  ist.  Wir  werden  am  Schlnsse  dieses 
Paragraphen  nochmals  darauf  zarflckkommen. 


Integration  bis  e^o. 

Man  kann  das  im  vorstehenden  angewendete  Verfahren  beliebig  weit  fortsetien ; 
es  besteht  im  allgemeinen  darin,  dass  man  die  zu  integrierende  Funktion  (1  — e^^m^gp)-*' 
nach  Potenzen  yon  «2  gifß  qp  entwickelt  and  dann  die  Potenzen  sin^  g>  ,  sin^  <p  ,  sin^  (p 
IL  s.  w.  in  cos  2  g) ,  oos  4  <p  ,  cos  6  qp  tu  s«  w.  ausdrückt  und  dadurch  integrierbar  macht. 

Hiemach  haben  wir: 


^    =(l-«t«n2(p)-t  =  i  +  | 


W9 


3    5  3    5    7 

8 «in « qp  -h  y-^ c4 stn* gp  +  y  ^ -^ e« «in« < 


3   5   7   9 


8   5   7   9  11 


+  "2  T-6--8-^^^^-2   4  ■6-TTö'''*^^''^  +  -' 


1  ^  1  *>  ^*%  m  *!  AQ^ 

^=l+-2  c2««*<P  +  -g  «^«»n4<p  +  jgc6«n«qpH-j23«8«tn8<|p-H25ge^^^ 

Nach  §  29.  S.  176—177  ist  hier  zu  setzen: 
«11«  <p  =  -g ^coB2q) 

3  1  1 

sm*  qp=-g 2" cö«2(p4--g  00« 4(jp 


.^  5         15        „ 


j^co»4(p  — -g^cö«6gp 


35         7  7 


-eo»S(p 


.  ,,  68    ,   105       „         15       ,  45        c  5         o  1         ,- 

«""•P  =  256-256*"'^'^-^64*^**P-5-12~'^»  +  256«'*^''-5i2*^^<>'' 

Setzt  man  diese  Ausdrücke  in  (12)  ein  und  ordnet  nach  co«  2  <p  ,  co«  4  qp  u.  s.  w., 
so  bekommt  man: 

^  =  .4  — B  CO«  2  qp-h  Ccos  4  qp  — 1>  CO»  6  qp-H  25  CO«  8  gp  — Fco«  10  qp     (13) 

wobei  die  Co^fficienten  A,  B  u.  s.  w.  folgende  Bedeutungen  haben: 
S    «  .  45  ,  ,   175^  .   11025^  .    43659 
T'  +64 '*  +  256''^  16384''"^ -65536 
3    „      15  ,      525  ^       2205  ^       72765    ,.  , 


^  =  lH- 

C  = 
2>  = 

F  = 


eio. 


16 
15 
64^ 


512 
105 
256^ 


2048 
2205 
4096 
315 


512^"^  2048  ' 
315 
16384^ 


65586 
10395 
16384 
31185 
131072 
3465 
65536 
693 
131072 


«10  + 
«10  + 

«10 -h 
fio  + 
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Wenn  man  mit  der  Bessel  sehen  Excentricität  nach  §  81.  S.  198  {log  (ß  = 
7.824  4104-237)  diese  Werte  aosrechnet,  so  findet  man : 

A  =  1,00503  73060,48555  logA^  0.002  1821-827 

B  =  0,00504  78492,40300  log  B  =  4.504  84 14-798 

C  =  0,00001  05637,86831  logC  =  5.028  8196*289 

I>=  206,38322  %Z>=  2.314  5691-6      {  ^^^^ 

E  =  0,38853  logE^  9.589  4246 

F  =  0,00070  logF=  6.845 10 

Der  letzte  CoCfflcient  F,  welcher  nnr  von  «lo  abhängt,  wird  verschwindend 
klein,  aber  in  den  flbrigen  Co^fficienten  bringen  die  Glieder  mit  e^^  doch  noch  kleine 
Beträge,  welche  die  scbliessliche  Abrondnng  noch  teilweise  beeinflussen. 

Indem  man  nun  die  Funktion  (18)  integriert,  hat  man: 

jeo8  2  <)p  =  -^  *m  2  qp  j  eos  4  qp  =    -  cos  4  qp    n.  s.  w. 

abo  mit  Znietznng  des  Faktors  a  (1  —t^)  von  (1)  and  (2)  wird  der  Meridianbogen  B 

vom.  Äquator  bis  znr  Breite  op  ausgedruckt  durch  die  Reihe: 

(15) 

(A   ff.  T>  f^  T\  TP  Tp  \ 

— ~  —  -^-«tn2<)p-+--^«iw4<)p  —  -^^'n6qp-4--gWn8(jp— r^mlOqpJ 

Man  hat  mit  den  CoSfficienten  (14)  auszurechnen: 

log  =  5.045  7946-544 


^  a  (1  —  «2) 

111120,61962 

|a(l-^)  = 

15988,63853 

^«(l-e2)  = 

16,72995  380 

fa(l-.«)  = 

0,021784772 

fa(l-e2)  = 

0,00003  07659 

fo«a~^^)  = 

0,00000  00443.44 

(16) 


%  =  4.203  8114-841 
log=  1.223  4947-417 
log  =  8.388  1530-1 
log  =  5.488  0696 

log  =  2.646  84 

•Anmerkang.  Dieselbe  BeitaenentwicUong,  In  etwM  »öderer  Form  nnd  ausgedehnt  bl« 
i«*  findet  sich  in  «Theorie  der  Projektionsmethode  der  Hannoverschen  Landesrermessiing  ▼on 
Oscar  Schreiber,  Hannover  1866*,  8.  18.  Es  Ist  dort  znr  Vermeidung  von  Brüchen  e  =  4e,  oder 
«•  =  16€3  gesetst  und  der  Faktor  (1  — c')  in  den  einseinen  Co€fflclenten  ausmultipUziert,  wodaxdi 
die  folgende  unserer  (15)  entsprechende  Formel  entsteht: 

Meridianbogen  B  =  a  (A9  — A,  »ln19-\- A^8ini9 )  (16a) 

A  =1— 4f«— 12»*~   80««—   700»«—   706e««o—    77616«»« 

A^=  6««H-24«*-|-180«*+1680s»4-17640«»»-|-l9»584««* 

J,=  16.. -f- 180.. +  2100«   +25200  ..  4-311860.. 

3^,=  +  160.. +  2800.. +  44100  ..  +646800.. 

2^=  +    815..+   8820  ..+ 174686  . . 

10  it  =  +  5540  .  .  +  199584  . . 

A^=  +      2002  . . 
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Integration  bis  «'W. 

Wir  wollen  die  CoSfficienten  (16)  zanächst  stehen  lassen  und  die  Integration  noch- 
mals von  neuem  beginnen  in  der  zweiten  Form  mit  e  und  e'^;  es  wird  dabei  noch- 
mals dasselbe  herauskommen,  wie  auf  dem  ersten  Wege,  was  als  Probe  erwünscht  ist 

Nach  der  zweiten  Form  yon  (1)  oder  (2)  haben  wir  zu  behandeln: 


i3=(l4-«'2co«2(p)-f  =  l-.-|«'2, 


3   5   7    9,^^  8   6   7   9  11   ,,^      ,. 

T4  öT^^^'^^-TTTs-iö^^'^^''^ 


-,^8  =  1  -   |«'2co«2<p  +  ^e'4cOS4(y-?|e'6c056(p  +  JJ|f'8cos8^ 


Nach  §  29.  S.  177  hat  man: 


eo«2  <p  =  ^  -H  -  —  cos2q> 


cos*  (p  = 

€0S^  (JP  = 


3 

8 

H- 

1 
2 

5 

16 

-H 

15 
32 

35 

128 

-H 

7 
16 

63 
256 

4- 

105 
256 

cos2q>' 
eo8  2<p- 
co«2(jp- 


1 

"8 

3 

16 

1_ 

32 


cosAq) 

eosAqf- 

cos4(p- 


1 
32 

1 
16 


cosöqr 
cofi6<p- 


128 


CO»  8  qp 


cöf  2<)P -H -Tj co«4()P -H  g  2  ^^*^<)P -^  05a  ^'^^^^ " 


512 


cos  10  <p 


Wenn  man  diese  Ausdrücke  in  (17)  einsetzt,  und  nach  cos  2  q^*  ,  cos  4  g)  u.  s.  w. 
ordnet,  so  bekommt  man: 


^3-  =  ^'  —  2^'  CO»  2  V  H-  C  CO»  4  ^  —  ly  cos  6  ^  —  ^'  cos  8  9)  —  F'  cos  10  V      (18) 
wobei  die  Co^fficienten  A'  ,  B'  n,  s,  w.  folgende  Bedeutungen  haben: 


4 


64  256      ^16384  65536 


F'  = 


T-^'-Y6^' 
15 


525     2205  ,^       72765 
'512     2048  ^  "*"  65536 


«'10. 


«"-i"- 

-S'- 


4096  16384  *^ 


815 

2048 


«'S. 


16384 


31185 

131072 

3465 

'  65536 

693 


«'10- 
c'io. 


"131072 

In  allen  diesen  Entwicklungen  von  (17)  bis  F'  treten  dieselben  Zahlenco^ffi- 
cienten  auf  wie  früher  in  (12)  bis  F,  nur  mit  anderen  Vorzeichen.  Man  bemerkt 
auch,  dass  in  der  Gruppe  der  Go^fficienten  A'  B'  C...  jede  Yertikalreihe  die 
Summe  =  Null  giebt,  so  dass  im  Ganzen  entsteht : 

^'  4-  JB'  -h  C  -h  2>'  H-  F'  -h  F'  =  1 
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I>M8e8  hat  auch  einen  inneren  Sinn,  nämlich  mit  9»  =  90*^  wird 

0082^  =  —  1      ,      COSig)  =  -hl      ,      C08Qq>  =  —  lü.   S.   W. 

und  damit  wird  nach  (18): 

yg  =  i4'  -I-  B'  +  C  H-  D'  -h  -E'  -h  F'  =  1 

und  allerdings  mnss  mit  9  =  0  der  Ansdrack  F2  =  1  -h  e'8  «w«  ^  =  1  werden,  fitwaa 
fthnlicfaes  findet  hei  der  früheren  Entwicklung  mit  W  bei  (13)  statt,  indem  mit  9  =  0^ 
eben&lls  TF  =  1  werden  moss.  Jedenfalls  ist  die  Beziehong  A  -\-  B'  -^  C  . . .  =  l 
eine  angenehme  Probe  f&r  die  Co^fficienten  A'  ,  B' . . .,  womit  zugleich  auch  die 
frfiheren  Co£fficienten  A  ,  B,..  kontrolliert  sind. 

Die  Ausrechnung  der  Zahlen  werte  von  ^'  B'  u.  s.  w.  mit  dem  Bessel  sehen 
log^i  =  7.827  8187*838  hat  gegeben: 

A  =  0,99499  21245,07507  log  A  =  9.997  8196-433 

B'  =  0,00499  73968.22747  logB'  =  7.698  7438364 

C  =  0,00001  04582,03528  to^  C  =  5.019  4570-894    . 

iy=  204,27152  %i>'  =  2.310  2078-2       (  ^^^' 

E'  =  0,38465  log  E'  =  9.585  0657 

F  =  0,00072  logF'  =  6.857  33 

Die  Weiterrechnung  nach  der  Integration  giebt  dann,  ganz  wie  frflher  bei  der 
Bechnung  mit  W: 


A' 

111120,61962 

Zo^^c  =5.045  7946-544 

f^  = 

15988.63858 

Jop^c  =  4.2088114-842 

16,72995  380 

«o^~^-c  =  1.2284947-417 

0,021784832 

hg^  e  =  8.338  1542-1 

E' 
8^  = 

0,0000807662 

%^c  =  5.488  0783 

iö'= 

0,00000  00460,71 

%^c  =  2.66343 

(20) 


Die  beiden  Ausrechnungen  (16)  und  (20)  stimmen  so  nahe  flberein,  als  ee  bei 
den  unvermeidlichen  Abrundungen  erwartet  werden  kann.  Die  ganze  Rechnung  ist 
damit  genflgend  kontrolliert,  und  wir  bilden  daraus  im  Mittel:  die  Formel  fftr  den 
Meridianbogen  B  yom  Äquator  bis  zur  Breite  go: 

B  =  a <p  -t  ß sin 2 (p  -i-  y mn 4 (p  -h S sin ß <p  -i-  6 sin S (p  -h  1^ sinlO (p       | 
B=  111 120,61962 ()p  — 15988,68858m 2 qo-H  16,72995 38       ^^  ^9    \   (2l\ 

—  0,02178  480  «n  6  g) -h   0,000080766  sin  S<p    (    ^     ^ 

—   0,00000  00452  «tfi  10  <p    ' 
Das  letzte  Glied  mit  sin  10  <)p  ist  für  alle  im  folgenden  beabsichtigten  Berech- 
nungen nicht  mehr  von  Bedeutung,  wir  wollen  es  deshalb  ganz  weglassen  in  der  nach- 
stehenden Formel,  welche  statt  der  Co^fficienten  selbst  deren  Logarithmen  giebt: 
B  =  [5.045  7946-544]  (p  —  [4.208  8114-842]  sin  2  qp  -h  [1.228  4947-4]  sin4<p\     ^ 

—  [8.388  1536]  «n  6  (|)H- [5.48807]  «tn  8  gr.  |    ^  ^ 
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(23) 


Im  ersten  Glied  tod  (21)  oder  (22)  ist  (p  in  Graden  za  nehmen ;  wenn  man  in 
Minuten  oder  in  Sekunden  rechnen  will,  so  wird  das  erste  Glied: 

für  r         1862,01032 72«  log  =  3.267 6434040    I 

,   1"  30,86688  879  Zo^  =  1.489  4921-536    | 

Die  Formel  (21)  giebt  sofort  eine  wichtige  Anwendung;  mit  <p  =  90®  werden 
«in  2  <p,  sf n  4  <p  u.  s.  w.  alle  =  Null,  und  man  bekommt  den  Meridianquadranten : 

e  =  10  000  855,7668  Meter  (24) 

Man  drfickt  das  häufig  auch  so  aus,  dass  man  sagt,  es  sei  ^  =  11 1120,61962  Meter 

der  mittlere  Meridiangrad. 

Wenn  man  die  Bedeutung  des  ersten  Co^fficienten  a  in  (21)  nochmals  aus  (16) 
und  (13)  einsetzt,  so  erhält  man: 


Q  =  ^±(1^*1)90»  =  a(l. 


■e^A 


(24a) 


Wir  wollen  bei  dieser  Näherung  stehen  bleiben  und  nach  (7)  §  31.  S.  189  die 
Abplattung  a  einführen,  nämlich  mit: 

ee  =r  2  a  —  a2 
Setzt  man  dieses  in  (24a)  und  ordnet  nach  Potenzen  von  a,  so  erhält  man: 


^         n  1^       a      a^\ 


(24b) 


Von  dem  Klammerfaktor  kann  man  auch  den  Logarithmus  entwickeln,  wodurch 
findet: 

»"^(i-f +5) ="(-!-*- rö)-Y{-2-r=-'*(i+rö) 

Die  Formel  (24b)  haben  wir  schon  in  unserer  Einleitung  S.  8  bei  Gelegenheit 
der  älteren  Gradmessungen  erwähnt,  und  um  f&r  solche  Fälle  leicht  den  Quadranten 
aus  der  grossen  Axe  und  der  Abplattung  a  oder  umgekehrt  berechnen  zu  können, 
haben  wir  dazu  folgendes  Hilistäfelchen  gebildet: 


a— 6 


=  a 


1:280 
1:285 
1:290 
1:295 
1:800 


^^2-(^-2^l6j 


0.195  3440 
0.195  3577 
0.195  3708 
0.195  3836 
0.195  3967 


137 
131 
127 
122 


i 

a  —  h 
;  =  a 

a 

1 

'«4('-l 

'   1 :  300 

0.195  3967 

j   * 

306 

0.195  4076 

.310 

0.195  4191 

1   1 

315 

0.195  4303 

! 

320 

0.195  4410 

119 
116 
112 

107 


Eine  zweite  naheliegende  Anwendung  von  (21)  oder  (22)  bekommt  man  mit 
q  =  45«,  damit  wird  2g)  =  90^  4g)  =  180^  6g)  =  270^  also: 

JBj*  =  5  000  427,«82900  —  15988,638530  +  0,021785  =  4  984  489,266155-      (25) 
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Dieses  ist  der  Meridianbogen  vom  Äquator  bis  zur  Mittelbreite  =45^,  der 
andere  Teil  von  45^  bis  zum  Pol  ist  erheblich  grosser,  n&mlich: 

B^  =  50 15416,4996-  (26) 

Nach  der   Formel  (21)  oder  (22)   haben  wir  die   30  Werte  von   <p  =-  30«  bis 
^  =  60«  berechnet: 


Meridianbogen  B  vom  Äquator  bis  eur  Breite  qo. 


(27) 


,i  <P 


B 


30« 

3  319  786,510« 

!  40* 

31 

3  430  636,950 

41 

32 

3  541  502,523 

1  42 

33 

3  652  386,539 

,1  43 

34 

8  763  288,290 

1  44 

35« 

3  874  208,046 

45 

36 

3  985  146,054 

|46 

37 

4  096  102,540 

''  47 

38 

4  207  077,708 

'  48 

39 

4  318  071,739 

'  49 

40« 

4  429  084,790 

1!  50 

4  429  084.790- 
4  540116,998 
4  661  168,472 
4  762  239,302 
4  873  329,553 


50« 

51 

52 

53 

54 


5  540  279,543- 
5  651  505,565 
5  762  750,675 
5  874  014,723 
5  985  297.540 


4  984  439,266  55  6  096  598,931 

5  095  568,459  |  66  6  207  918,679 
5  206  717,124  '57  6  319  256,544 
5  317  885,233  I  58  6  430  612,266 
5  429  073,732  159  6  541985,560 
5  540  279,543  |  60  6  664  376,122 

Zar  Vergleichnng  wollen  wir  aach  einige  Zahlen  aus  fremden  Tabellen  zuziehen, 
n&mlich:  1)  Encke,  Berliner  astronomisches  Jahrbuch  1852,  Tafeln  für  die  Gestalt  der 
Erde  S.  374 — 381,  giebt  diese  Meridianbogen  B  in  Toisen,  welche  in  der  nachfolgenden 
Vergleichung  in  Meter  verwandelt  sind.  2)  F.  G.  Gauss,  Die  trigonometrischoi  Bech- 
nungen  in  der  Feldmesskunst,  zweite  Auflage  1893,  ü.  Teil,  S.  4 — 27.  3)  Hartl, 
Tafeln,  enthaltend  die  Aasmasse  der  Meridian-  und  Parallelbogen  1895  (aZeitschr.  f. 
Verm.«  1896,  S.  28—30). 


Vergleichung  verschiedener  Berechtiungen  von 

B. 

(p 

1 

Jordan             i    Encke 

1                                  ■ 

F.  G.  Gauss 

Harti 

30« 

3  819  786,510- 

,511- 

,510- 

35 

1      3  874  208,046 

,047 

,046 

40 

4  429  084,790 

,791 

.790 

45 

4  984  439,266 

,270 

.265- 

,266 

50 

'       5  540  279,543 

,544 

,542 

,543 

55 

1      6  096  598,931 

,932 

,929 

,931 

60 

6  654  376,122 

,121 

,121 

(28) 


Die  kleinen  Differenzen  von  Millimetern,  welche  sich  hier  zeigen,  scheinen  IhreB 
Grund  in  den  verschiedenen  Annahmen  der  letzten  Stellen  der  Bessel  sehen  Erddimen- 
sionen zu  haben,  von  welchen  wir  in  §  31.  S.  190 — 192  gehandelt  haben. 


Digitized  by 


Google 


/ 


$  S5.  Meridianbogenl&ngen.  217 

Die  Hilfstafel  auf  S.  [88]  luiseres  Anhangs,  welche  die  in  den  vorstehenden 
Formeln  mit  B  bezeichneten  Meridianbogen  vom  Äquator  bis  zar  Breite  q>  giebt,  ist 
nur  in  ihrem  ersten  Teil,  von  40°  bis  44°  von  ans  berechnet  und  zwar  mit  etwas 
anderen  Konstanten  ab  in  vorstehender  Formel  (21)  oder  (22).  Der  tlbrige  Teil  von 
44°  bis  56°  ist  ein  Auszog  ans  F.  G.  Gauss,  Die  trigonometrischen  und  poljgono- 
metrischen  Bechnungen  der  Feldmesskunst,  2.  Aufl.  1893,  II.  Teil,  S.  4—27. 

Meridianbogm  zwisdien  den  Breiten  <pi  und  (p2> 

Wenn  man  die  L&nge  eines  begrenzten  Bogens  m,  zwischen  (fi  und  q)^,  haben 
will,  so  kann  man  diesen  sofort  aus  (21)  haben,  nämlich: 

m  =  a {qj2  —  (pi) -h ß 8in2  (qpg  —  qPi) H- y sin 4 (92  —  <Pi) -*- ^ ^» ^ (g)2  —  <Pi)  H- . . •   (29) 
Dieses  wollen  wir  goniometrisch  umformen,  und  dabei  setzen: 

<P2  — <)Pi  =  ^<r  '^'^  —  =  <Po 

Damit  wird  (28) : 
m  =  azf  (p  4- 2  j{f  «tn  zi  (jp  c(M  qPo  H- 2  y  »n  2  Jqpco«  2<)Po -4-20  »tn  8^  <p  CO«  8  qpo -+-...  (80) 
Da  die  ausgerechneten  Co^fficienten  a,  ß,  y  u.  s.  w.  in  (21)  und  (22)  gegeben 
sind,  kann  man  hiemach  sofort  für  jede  Mittelbreite  (JPq  den  Bogen  m  ausrechnen. 
Wir  wollen  zi()p=:  lo  setzen,  und  bekommen  damit  den  Meridianbogen  114  von  1° 
Weite  mit  der  Mittelbreite  qp  mit  ausgerechneten  CoSfficienten : 

»h  =  111120,61962  «  558,080486  cos  2  (]p  h-  1,167784  cos  4  <jp    ^  o- 

—  0,002280  CO«  6  qp-f- 0,0000048  cos  8  qp      f  ^    ' 

oder  mit  Logarithmen: 

f»!  =  111 120,61962  —  [2.746  6967-988]  cos  2  qp  -f-  [0.0673489-0]  cos  4  qp      I 

—  [7.357  984]  cos  6  qp- [4.68268]  CO«  8  qp      |      ^    ^ 

Nach  diesen  Formeln  (30)— (32)  kann  man  jedes  Meridianbogenstück  ausrechnen, 
wenn  es  sich  aber  um  Bogen  von  nur  1°  oder  von  wenigen  Qrad  handelt,  und  wenn 
man  eine  Tafel  der  Meridian-Krfimmungs-Halbmesser  bereits  hat,  so  kann  man  eine 
viel  bessere  Reihe  auf  folgende  Weise  finden : 

Wir  betrachten  einen  Meridianbogen  m,  welcher  zwischen  den  Breiten  qp  und 
q>-¥  dqs  liegt,  dann  wird  man  nach  dem  Maclaurin  sehen  Satze  entwickeln  können : 

m  =  -j — ^qp  H- -TT- j— 5^+ -^  j  ^  (33) 

d(p       ^         2     dqr«         6     dqpS  ^    ^ 

Nun  wissen  wir  von  (1)  nnd  (2)  S.  209: 

F=  yi  -He'2qp8co«2g*  =  vT+^2    ,    ^  =  ^  fJ^ 

Wenn  man  in  dieaen  Formen  weiter  differentüert,  so  erhUt  man: 

^  =  ^-,IH\-fl  +  ri^  +  4v^fi)  =  ^^i{l-ß  +  ffl  +  4nU^)        (36) 
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Nach  diesen  (34)— (86)  kann  man  die  Fonnel  (83)  zusammensetzen: 

m  =  3fzi<p4-|^-^i?2tJ<p«  +  2^^i7Ml-«2  +  r;2  +  4i?2t2)Jg)8         (37) 

Zur  Sicherung  der  Vorzeichen  wollen  wir  dieses  auch  noch  schreiben  mit 
J  <f  =  (p'  —  (p  nnd  m  =  B'  —  B,  wo  B  nnd  B'  die  Meridianbögen  vom  Aqoator  bis 
q)  und  qo'  sind,  also  (87)  in  zweiter  Form: 

m=B'-B  =  ilf((]p'-()P)  +  |-^ij8t(g)'-()P)«  +  (g)'-<)P)3+...        (38) 

dabei  gehört  M  ,  rfi  ,  t  m  (p. 

Im  Anschhiss  hieran  kann  man  nun  noch  eine  viel  bessere  Formel  nach  dem 

Prinzip  der  Mittelbreite  (vgl.  §  29.  S.  178—179)  herstellen: 

^  (p 
Wir  betrachten  einen  Meridianbogen  m,  welcher  zwischen  den  Breiten  gp s^ 

nnd  qi  +  —^  liegt,  wo  also  tp  die  Mittelbreite  und  J  qp  die  Weite  ist    Der  Bogen 

m  wird  dadurch  ebenfalls  in  zwei  Teile  m^  und  m^  zerlegt,  ftr  deren  nördlichen  m| 
nach  dem  Madaurin sehen  Satze  eine  Beihe  gelten  wird: 


^^\dq)    2    "^  2  \d<py[  2  7   ^'6Ad(p»A  2  )  "*" 

ntsprechende  Reihe  gilt  ftlr  den  südlichen  Teil  «12,  nämlich: 

_       __       (dm\  d (p       1  /d2m\  (J <p\2 _  J_  /d8m\  / J  jNS 
"^^       \d(p)    2    "^  2  UWl  2"/        6  Uwl  2  / 


durch  Subtraktion  findet  man  hieraus: 

ldm\    .  /d8m\  J()p3  ^^m 

,ni^m,  =  m=(^jz/<)P-h^g^j-2r  (39) 

Die  hiezu  nötigen  Ableitungen  sind  im  Vorstehenden  (34)  und  (86)  entwickelt, 
man  kann  daher  abbald  die  Formel  (39)  zusammensetzen,  zugleich  mit  ZufQgung 
der  notigen  q: 

m=Jtf-J?4-g^,i72(l-t8  +  i78  +  4i?2t2)^  (40) 

und  mit  EinfQhrung  einer  Abkürzung  g  und  /  haben  wir: 

m  =  Jf  ^  -f-  p  J  (p8  (41) 

Q 


wobei      g=:^f^(l^tt^r^^Ar^t^) 


(42) 


Die  hiemach  berechneten  Werte  g  und  y  sind  in  nachfolgender  Tabelle  mit- 
geteilt. Dieselbe  enth&lt  für  Jtp^  l^  die  Korrektions-Glieder  g  und  /  Ar  Meridian- 
Bogen-Bektifizierung  mit  dem  Krümmungs-Halbmesser  der  Mittelbreite  9. 
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^  j   9 

y      ?. 

9 

y 

1  <i> 

_ 

9          r 

1   -h 

—    1 

~ 

—               H- 

0«  1  0,0281- 

0.00091"!  45« 

-h  0,00024- 

—  0,000008" 

55« 

0,0095- 

0,00031" 

h^   1  0,0277 

0,00090  46« 

-  0,00075 

-h  0.000024 

60« 

0.0140 

0,00045 

10« 

0,0264 

0,00086  l!47« 

-  0,00174 

-f- 0,000056  1 

65« 

0,0182  1  0,00059 

15<> 
20« 

0.0244 
0.0217 

0,00079  J!! 
0.00070  11 

-  0,00273 

-  0,00372 

-1-0,000088 
-h  0,000120 

70« 
175« 

0,0217  '  0,00070 
0.0247   0,00080 

25« 

0,0188 

0.00059  |50« 

—  0,00470 

■+- 0,000152  ;80« 

0,0268 

0,00086 

30« 
35« 
40« 
45« 

0,0143 
0,0099 
0,0051 
0,0002 

0,00046 
0,00032  i 
0,00017  , 
0,00001 

51« 
52« 
53« 
54« 
55« 

—  0,00567 

—  0.00664 

—  0,00761 

—  0,00856 

—  0,00951 

-h  0,000184 
-h  0.000215 
-h  0,000246 
-h  0.000277 
-h  0,000308 

85« 
90« 

1 

0,0281 
0,0286 

0,00091 
0,00092 

Diese  Werte  g  sind  im  weseDtlichen  dasselbe,  was  die  früher  bei  (11)  S.  210 
bis  211  angegebenen  Betr&ge  m  —  m',  d.  h.  die  negatiren  Fehler. 

Zq  einem  Zahlenbeispiel  wollen  wir  den  Meridianbogen  zwischen  den  Breiten 
47«  nnd  58«,  also  6«  Weite  mit  der  Mittelbreite  (p  =  50«  berechnen,  man  hat  snerst 
nach  der  Tafel  des  Anhangs,   S.   [20]  nnd   [21]   Zop  Jf  =  6.804  2916*0   oder  sofort 

log  -f^  z=log[l]  =  8.510 1885-3.    Oder  wenn   wir  noch  sch&rfer  rechnen  wollen ,  so 


m'  = 


=  667  298,613- 


nehmen  wir  Yon  S.  [5]  des  Anhangs  fQr  <p  =  50« .  log  V  =  0.000  6020*181  also 
loyF8  =  0.001 8060-893,  dam  von  §  31.  S.  193  %^  — top  c  =  8.508  3274-897,  so 
dass  man  zusammen  hat  log  [1]  =  8.510 1385*290.  was  mit  6«  =  21  600"  das  Hanpt- 
glied  der  Formel  (41)  giebt: 

2^600 

[1] 

und  dazu  kommt  noch  nach  dem  vorstehenden  Korrektionstäfelchen  fflr  <p  =  50«  und 
J(p  =  6«  der  Betrag: 

—  0,00470  X  6»  =  — 1.016- 
Dieses  znm  vorigen  hinzngefl&gt  giebt: 

m  =  667  298,613«  —  1,015-  =  667  297,598- 
Znr  Vergleichnng  hat  man  von  der  Tabelle  (27)  S.  216: 
för  qp  =  47«       B  =  6  206717,124« 
,     (p  =  53«       5  =  5  874014,728 

Differenz         m  =     667297,599- 
Bieses  stimmt  mit  dem  vorhergehenden  auf  1—,  was  genügend  ist. 

Die  Genauigkeit  der  Berechnung  nach  der  Formel  (41)  ist  sehr  gross,  denn 

das  nächste  vernachlässigte  Glied  ist  nur  von  der  Ordnung  j^  J  q)^  e'^  cos  2  q) ,  was 

fftr  einen  Breitenunterschied  von  10«  zwischen  45«  und  55«  nur  7—  ausmacht,  jedoch 
wegen  des  Faktors  ea8  2q>  erheblicher  wird,  wenn  die  Mittelbreite  gp  weit  von  45« 
abliegt 
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Wenn  man  etwa  die  Yon  1^  zu  l^  berechneten  Meridianbogen  B  der  Tabelle  (27) 
S.  216  weiter  interpolieren  will,  so  reebnet  man  am  besten  die  Differenzen  nach  der 
Formel  (41),  wobei  das  Qlied  mit  g  fast  gar  nichts  ausmacht,  z.  B.  f&r  <]p  =  50^  und 

^  q)  =  IV  wird  y  zl  (^  nur  =  ^^J—  =  0,00002- 

Um  daher  den  Meridianbogen  Ton  50^  C  bis  50°  lO'  zu  berechnen,  nimmt  man 
einfach  von  Seite  [32]  des  Anhangs  för  (p  =  50**5'  den  Wert  hgll]  =  8.510  1272-8 
und  rechnet  damit 

JB  =  600:[1]  =  18536,339- 

Ein  zweites  Beispiel  soll  die  Benützung  der  Tafel  Seite  [38]  und  der  Coöf- 
ficienten  [1]  zeigen: 

Es  sei  gegeben  die  Breite  des  Punktes  Celle  (welcher  einer  der  40  Preussischen 
Kataster-Coordinaten-NuUpunkte  ist)  nämlich: 

(Po  =  52*»  37'    32,6709" 
und  es   soll  dazu  der   Meridianbogen  B  rom  Äquator  bis   zu  dem  Punkte  Celle    aus 
der  Tafel  Seite  [38]  des  Anhangs  gefunden  werden.    Man  hat  zunächst 

fftr  g)  =  52*»  80' :   Bi  =  5818  380,841-  und  J  (p  =  7'  32,6709"  =  452,6709" 

Die  Mittelbreite  für  den  Überschuss  ist  52°  33' 46,3"  und  damit  entnimmt  man 
Ton  Seite  [33]  den  Wert  log  [1]  =  8.509  9429*9,  womit  man  logarithmisch  weitenechnet 
JB=^  dip:[l]  —  18990,705,  was  zu  dem  obigen  Bi  zugefügt  giebt  Bo  =  5  88271,046- 
und  dieses  ist  der  gesuchte  zu  qpQ  gehörige  Meridianbogen  wert,  den  man  durch  Be- 
nützung der  zweiten  Differenzen  auf  Seite  [88]  ebenso  finden  muss  (in  der  3.  Aufl. 
dieses  Bandes,  1890,  S.  208,  mit  zweiten  Differenzen  berechnet  =  583271,045-). 

§  36.    Parallelkreisbogen. 

Nachdem  wir  die  Meridianbogen  gründlich  behandelt  haben,  sind  auch  noch 
die  damit  yerwandten  Parallelkreisbogen  zu  erledigen,  wozu  keine  weiteren  Entwick- 
lungen notig  sind,  denn  nach  Fig.  1.  S.  188  und  Fig.  1  S.  194  ist  der  Parallelkreis- 
halbmesser für  die  Breite  q^i 

x  =  Neo8q)  (1) 

wobei  wir  N  =  ^  als  bereits  berechnet  voraussetzen.  Damit  hat  man  auch  den  Parallel- 
bogen für  die  Länge  X: 

L  =  x —  = -ATcoÄg)      =  „iCosQP  (2) 

Q  Q       W 

Die  zweite  oder  die  dritte  dieser  Formen  wird  man  nehmen,  wenn  man  N  oder 

[2]  =  ~  aus  unseren  Anhangstafeln  Seite  [8]— [35]  benützen  will    um  noch  genauer, 

etwa  lOstellig  zu  rechnen,  hat  man  log  V  aus  der  besonderen  Tafel  dafAr  S.  [2] — [7] 
des  Anhangs  zu  entnehmen,  und  dann  ist: 

c  eosifX 

wobei  für  A  in  Graden,  Minuten  oder  Sekunden  gilt: 

für  Grade  für  Minuten  für  Sekunden 

log  —  =  5.047  9750-111  3.269  8237-607  1.491  6725-103 


Q 
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Hiernach  sind  folgende  Werte  berechnet,  zn  etwaigen  Weiterbentltznngen   mit 
mehr  Stellen  als  für  gewöhnlich  nötig. 


jParäUelkreishögen, 

(f 

1 

X=V 

X=l" 

45^ 

78837.29341- 

1313,954890« 

21,88924817" 

46 

77453,91115 

1290.898519 

21,51497532 

47 

76046,76765 

1267,446128 

21,12410212 

48 

74616,28344 

1243,604724 

20,72674540 

49 

73162,88715 

1219,381452 

20,32302421 

50^ 

71687,01462 

1194,783577 

19,91305962 

51 

70189,10917 

1169,818486 

19,49697477 

52 

68669,62128 

1144,493688 

19,07489480 

53 

67129,00870 

1118,816812 

18.64694685 

54 

66567,73593 

1092,795599 

18,21325998 

55 

63986,27472 

1066,437912 

17.77396520 

Verschiedene  Tafelwerte  von  berechneten  Parallelkreisbogen  giebt  unser  Anhang 
auf  Seite  [86]— [37]  ,  [40]  nnd  [41]. 

Die  Parallelbogen  werden  ausser  auf  Grade.  Minuten  und  Sekunden,  auch  auf 
Zeitmass,  Stunden.  Minuten  und  Sekunden  reduziert,  was  astronomischen  Zwecken  ent- 
spricht. Es  ist  deswegen  auf  Seite  [43]  auch  eine  Tafel  fflr  Verwandlung  von  Bogen 
in  Zeit  und  umgekehrt  gegeben,  und  auf  Seite  [40]  sind  die  Parallelbogen  fQr  V  und 
1"  in  Bogen,  dazu  aber  auch  für  1  Minute  und  1  Sekunde  in  2ieit  gegeben,  als  Näherungs- 
werte, die  z.  B.  zu  astronomischen  Ortsbestimmungen  auf  Beisen  nützlich  sind. 


§  37.    Oberfläehe  des  Erd-Elllpsolds. 

Zur  Oberflächenbestimmung  denkt  man  sich  das  Ellipsoid  durch  Meridiane  und 
Parallelkreise  in  Trapeze  zerlegt,  deren  Diiferentialformel  sich  leicht  angeben   lässt. 


AC=^  N    ,    AE=M 

Dä  =  Ncosq'        äB  =  Md  <p 

AA'  =  DAdX 

AA'  =  Ncosq  dX 

Als  Differential  betrachtet  hat  das  Tx^k- 
peZilBF  yl' die  Fläche dT  =  .4 BX^^', 

also: 


dT  =z  MNco8(fdXd(p 


(1) 


und  die  ganze  Zone  A  ABB  mit  A  =  2 tt 
zwischen  den  Breiten  q>  und  dqp  wird: 


dZ=  2MNneo8(pdq 


(2) 
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dhk'.z:-" 


E«  iDftg  auch  daran  erinnert  werden,  daaa  man  ein  tolohM  Zonenelement  d  Z  zwischen  zwei 
unendlich  nahen  Parallelkreisen  anch  als  Kegelfliche  auffassen  kann,  welche  nach  einem  elementar- 
stereometrischen  Satee  erhalten  wird  als  kromme 
^*  ^'  Oberfl&che  eines  Oylinders,  dessen  Hdhe  gleich 

der  Hdhe  der  genannten  Zone  ist,  nnd  dessen  Halb- 
messer gleich  der  Länge  derFl&ohennormalen  i^ist. 
Mit  Bezog  auf  Fig.  %.  hat  man  daher: 
Zonen-FUchen-Element  d  Z=  3  Nv X «^ *• 
Es  ist  aber: 
dAsdscMf»  und  d«=Md9 
also  d  Z=  2  3£Nn  eogpd^f  ebenso  wie  oben  (3). 

Da  MN—f^  ist,  kann   man   die 
Fonnel  (1)  auch  so  schreiben: 

dZ=2r^nco8q*dq'  (3) 

Setzt  man  für  r«  nach  (24)  §  32.  S.  197  seinen  Wert  und  zugleich  a«  (1  —  e«)  =  6*, 
so  wird: 


dZ=2bi7i 


008  dp 


-dqr 


Dieses  ist  das  Flächen-Differential  einer  Zone  des   Ellipsoids  zwischen   den 
Breiten  qp  nnd  tp-^dq},  also  die  Zonenfl&che  selbst,  allgemein : 

^=26«.yi^-^,-j,-«l^  (5) 

Hier  kann  man  entwickeln: 

=  1  -h  2  f *  giffi  <)p  4-  8  «^  «fi*  g»  -♦-  4  «6  simß  -h  5  c»  «nS  qp  -f- . . . 
Die  zu  integrierende  Funktion  ist  also  nach  (5): 


cosq 


:=  C08  (f)  +  2 1^ eoB <f  sim^  qr*  -h  3  e* co«  <p  «n*  q  -h4e^eo8q  siitß <j>  -h  . . . 


(1— C2W|2()P)2 

Diese  Glieder  lassen  sich  einzeln  unmittelbar  integrieren,  denn  es  ist  allgemein: 

1 


/• 


C08 <p  sin" <pdq  = 


n^V 


^»qp 


also,  mit  mehr&cher  Anwendung  dieses  Integrals: 


A 


C08q) 


(T^iäi.»,,)2<'"P=«'"''  +  y'*'^"^+  6«''*-*'^^  7«««n-9+- 

Wenn  man  also  auf  (4)  zurflckgreift,  und  die  Grenzen  0  und  (p  einführt,  so 
erhält  man  die  Zonenfläche  rom  Äquator  bis  zur  Breite  qp: 

]^  /  2  3  4  5  \ 

=  2  6«  TT  (s»n  qp -h-ö-c2«n8qp-H^e*«in5(j)-i- ^  «6«n7qp-H  ^c-e8«it»qp-h...l  (6) 


Wenn  man  diesen  Wert  selbst  haben  will  für  yerschiedene  qp,  so   kann 
geradezu  hiemach  rechnen,  indessen  für  Zonenflächen  zwischen  je  zwei  Breiten  q^^  und 
qp2  ist  es  besser,  die  Btfß  (pin  8inZ(f>  u.  s.  w.  umzuformen,  nämlich  nach  §  29.  S.  116 : 
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3  .  1  .  ^ 

5  .             5  .  ^           1      .  ^ 

o  10  10 

35  21  7                      1 

04  o4  o4  d4 

.  ,,          231  .            165  .  «          165     .   ^           55     .  „          11      .  n         willqp 

^"^  =  5i2«^^-5T2^^^^+TÖ24^'*^^-l^**^^^^im^^^ iÖ24 


(7) 


(8) 


Damit  wird  (5)  werden: 
ZJ   =  262  nlA8m(f  —  B8inSq)'hC8inb(p  —  D8in7q>-^E8in9(p  —  F8inllcp] 
wobei  die  Codfficienten  Ä,  B  u.  s.  w.  diese  sind: 

.1  =  1  +  Y**"*"  T**  +  'R'**'^  W***"^  W*'**  =  1.00335  89847,9231 

^=  2|g^  +  ^*io=  .0438 

Die  Ausrechnung  geschah  mit  dem  Bessel  sehen  Werte  hge^  =  7.8244104*237. 

Wenn   man   nun  die  Zone  zwischen  zwei  Breiten  gp^  und  q)^  haben  will,  so 
hat  man  in  (7)  die  Differenzen: 

A  (sin  <P2  —  «n  <pi)  =  2  ^  sin  ^^~^^  cos  ^^  ^  ^^  u.  s.  w. 
Dabei  soll  zur  Abkürzung  geschrieben  werden: 


Damit  wird  nach  (7)  die  Zonenfläche  von  der  Weite  dqt  und  mit  der  liittel 
breite  <p: 

2 
-\-Ctosh(ftsvnh-^^Deo8lqisinl  —^        )  (^) 


Z^^nl  Aeos(psin-^  —  BcosZq>8in^' 


+  ^a)#9()p«n9^  — ...    \     | 
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Fläche  einer  Grad-Abteilung. 

Die  Formel  (8)  mit  dem  Coöfficienten  (7)  giebt  mit  /i  qp  =  1  °  die  Fläche  eines 
Binges  von  1^  Breite,  der  am  die  ganze  Erde  hemmgeht,  d.  h.  860®  Länge  hat. 
Häufiger  als  die  Fläche  dieses  ganzen  Binges  braucht  man  den  SCOsten  Teil  der- 
selben, d.  h.  eine  ,Qrad- Abteilung*,  oder  ein  Trapez,  welches  darch  zwei  Meridiane 
und  durch  zwei  Parallelkreise,  beide  im  Abstände  von  je  1®,  begrenzt  ist 

Die  krumme  Oberfläche  einer  solchen  Grad- Abteilung  mit  der  Mittelbreite  (p 
ist  also: 

6^  =  ^^  I  -A  «in  30'  cos  (jp  —  B«tn  1®  30'  cos  3  qp  -h  Csin  2^  30'  co«  5  qp 

—  D  sin  3®  30'  cos  7  qp  -h  ^m  4°  30'  cos  9  <jp  —  ..  .1       (10) 
Wenn  man  hier  alles  Konstante  ausrechnet,  so  findet  man  fQr  Quadratkilometer 


G=  12347,58347   cos  qp 

—  41,37468   cos  3  qp 
-h         0,103911  cos  5  qp 

—  0,000232  cos  7  qp 
4-         0, . . .       CO«  9  qp 


log  Co^ff.  =  4.091  5819-705) 
.  =  1.616  7346-5  ) 
«  =9.016  662-10) 
«  =6.365  28  —10) 
^      =3.678        —10) 


(11) 


Die  Messtischblätter  der  Preussischen  Topographie  im  Massstab  1 :  25  000  haben 
in  der  Breite  d  (p  =  ß'  und  in  der  Länge  10',  und  hiefHr  wird : 

G'  =  '^1  ^«♦ii3'cosqp  — Bsin9'cos3qp-hO«inl5'cos5qp  — Z)sm21'cos7qp  \  (12) 

oder  mit  ausgerechneten  Co€fficienten,  für  Quadratkilometer: 

G'  =  205,79564  cos  qp  —  0,689656  cos  3  qp  +  0,001732  cos  6  qp  —  0,0000039  cos  7  qp    (13) 

Die  Logarithmen  dieser  Co^fficienten  sind: 

2.3134361-8  9.838  6325  7.238  647  4.5874 

Die  hiemach  berechneten  Werte  giebt  unsere  Tafel  des  Anhangs  Seite  [41]. 

Eine  andere  Reibenentwicklung,  bei  welcher  die  Go£f  Aolenten  Ä  ,  1?  n.  •.  w.  in  endUohAr 
gescblotiener  Form  »nftreten,  wnrde  gegeben  von  B.  Rotdel»  OberposUteietent,  in  «BchldmilclM. 
ZeiUcbr.  t  Math.  n.  Physik*,  88.  Jahrgang  1898,  B,  56—60. 

Integration  in  gesMossener  Farm. 

Wir  haben  in  der  vorstehenden  Entwicklung  die  Integration  (4)  sofort  in  einer 
Reihe  behandelt,  weil  wir  dadurch  am  kürzesten  zu  den  Formeln  (6)  und  (8)  geführt 
worden  sind,  welche  zum  praktischen  Rechnen  die  bequemsten  sind. 

Indessen  kann  man  die  Integration  von  (4)  auch  in  geschlossener  Form,  streng 
ausführen,  wodurch  man  zwar  eine  mathematisch  elegantere  Formel  erhält,  welche 
aber  für  die  numerische  Anwendung  unbequemer  ist  als  die  entwickelten  Reih«:!. 
Die  Integration  (deren  Einzelheiten  in  der  früheren  3.  Auflage  1890,  S.  227 — 228 
ausgeführt  waren)  giebt: 
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Setit  man  hier  (p  =  90<>,  so  wird  TT«  =  1  —  e«  also : 

Dieses  muss  übereinstimmen  mit  der  Formel  (6),  wenn  man  daselbst  9  =  90® 
seist,  wodurch  man  erhält: 

E^4l^n(l'h~e^  +  je^'hje6^~fß-t,,,\  (15) 

Die  Ausrechnung  giebt  nach  beiden  Formeln  übereinstimmend: 

^  =  509  950  714,2  Quadrat-Kilometer  (16) 

Denkt  man  sich  nun  eine  Kugel  yom  Halbmesser  f,  welche  gleiche  Oberfläche  E 
haben  soll,  so  bestimmt  sich  f  dadurch: 


/Ä- 


6  370  289,511-  (17) 


§.  38.    Mittlerer  Halbmesser  der  Erde  als  Kugel. 

Die  letzte  Betrachtung  leitet  uns  noch  über  zu  der  Frage,  welchen  Halbmesser 
man  einer  Kugel  zuteilen  soll,  welche  zu  manchen  Näherungsberechnungen  u.  s.  w. 
dem  Erd-EUipsoid  substituiert  werden  kann? 

Der  nächste  Gedanke  ist,  das  arithmetische  Mittel  der  drei  Halbazen  des 
EUipsoids  zu  diesem  Zwecke  zu  benützen,  d.  h.  zu  setzen: 

-^V^-  =  r  (1) 

a  =  6  377  897,155-  x 

a  =  6  377  397,155      l  ?L±_«_±i  =  6  370  291,091-  (2) 

5  =  6  356  078,963     j  ^ 

Man  kann  diesen  Wert  r  nach  (1)  auch  in  eine  Beihe  entwickeln,  nämlich: 


3' 


=.•(,.,_>„_>.._■._,..) 


'  =  '"(l-]"-ä4<*-Ä''  — ■)  <») 

Nach  diesem  kann  man  die  am  Schlüsse  des  Yorigen  §  37.  (s.  oben)  eingeführte 
Kugel  betrachten,  welche  mit  dem  Erd-Ellipsoid  gleiche  Oberfläche  E  hat.  Aus  der 
Beihe  für  ^  in  (15)  §  37.  (s.  oben)  folgt,  dass  der  Halbmesser  f  der  fraglichen 
Kugel  sein  muss: 

/,      e2       c4       e6\/        1    ^      11  193  ^\ 

/^=«(^— 2—  8— 16j(^-^-3-^'^45^*^945^j 

^=,(l_|,2_.l^ei-J,ee)  (4) 


360  3024 

Jordan,  H»ndb.  d.  yarmeuangskunde.    4.  Aufl.    III.  Bd.  15 
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Die  VergleichaDg  mit  (3)  giebt: 

Die  Aosrechnimg  hiernach  giebt: 

^  =  6  370  291,091«  — 1,677-  —  0,004-  =  6  370  289,510-  (6) 

Dieses  stimmt  genügend  mit  dem  früher  auf  zwei  anderen  Wegen  berechneten 
Werte  (16)  §  37.  S.  225. 

Als  dritter  Mittelwert  bietet  sich  der  Halbmesser  k  derjenigen  Engel,  welche 
mit  dem  Erd-EUipsoid  gleichen  körperlichen  Inhalt  hat 

Der  Inhalt  des  Umdrehnngs-Ellipsoids  wird  bekanntlich  dadurch  gefunden,  dass 

man  eine  Kugel  mit  dem  Äquator-Halbmesser  o,  also  mit  dem  Inhalt  -^-  n  aß,  in  der 

o 

Richtung  der  ümdrehungsaxe  im  Verhältnis  h :  a  zusammengedrückt  denkt,  d.  h.  es  ist : 

5/4        \       4 
Körperinhalt  des  ErdEllipsoids  = —  l  ^n aßj  — -^n a^b 

Wenn  eine  Kugel  yom  Halbmesser  k  denselben  Inhalt  haben  soll,  so  muss  sein : 

Jks  =  a2  6        oder        k  =  pä^h  =  ay\~^^  (7) 

Dieses  kann  man  entwickeln: 

Nimmt  man  wieder  das  arithmetische  Mittel  r  der  3  Halbaxen  nach  (3)  zur 
Vergleichung,  und  entwickelt,  so  erhält  man: 

Die  Ausrechnung  giebt: 

)k  =  6  370  291,091-  —  7,8828«  —  0,0497-  =  6  370  288,158-  (10) 

Dieses  ist  auch  in  Übereinstimmung  mit  einer  unmittelbaren  Ausrechnung  nach  (7). 
Zur  Übersicht  stellen  wir  nochmals  die  drei  gefundenen  Werte  zusammen: 

1)  Arithmetisches  Mittel  a-tl±l  ^  ^  ^  g 370 291,091- 

2)  Halbmesser  für  gleiche  Oberfläche  /"  =  6  870  289,510- 

3)  Halbmesser  für  gleichen  Inhalt  }^€ßb  =    k  =  6  370  283,158- 

Wie  man  sieht,  sind  diese  Werte  nahezu  gleich,  und  für  viele  Zwecke  auch 
gleich  geeignet. 

Für  alle  Krümmtingt-Halbmesser  der  ganzen  Erde  hat  Dienger  In  der  Schrift  .Abbildung 
krommer  Oberfl&ohen,  Brannaohweig  1858",  S.  41  den  Satz  gefanden,  daas  da«  arithmetische  Mittel 
aller  Krümmnnga-Halbmesser  gleich  der  grosaen  Halbaxe  a  ist. 

Hiebei  ist  die  ganze  Erde  in  Betracht  genonmien;  wenn  man  dagegen  nur 
einem  begrenzten  Teile  eine  Kugel  substituieren  will,  etwa  nur  der  Nachbarschaft 
eines  Punktes  in  der  Breite  qp,  so  handelt  es  sich  um  einen  MittelVert  der  Krüm- 
mungs-Halbmesser in  allen  Azimuten  von  einem  Punkte  aus,  und  dafür  haben  wir 
schon  in  (23)  §  32.  S.  197  den  »mittleren*  Krümmungs-Halbmesser  r  =  YMN  ein- 
geführt ohne  besondere  Theorie. 
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Obgleich  ohne  Theorie  der  geodätischen  Linie  es  nicht  möglich  ist,  diese  Wahl 
TOD  r  besser  zn  begründen,  soll  doch  hier  anch  ein  Satz  von  Qmnert  angeführt  werden 
(Tgl.  die  Litteratiirangaben  am  Schlüsse),  dass  der  mittlere  Erflmmungs-Halbmesser 
r  =  YM  N  Zugleich  das  arithmetische  Mittel  aller  Normalschnitts-Erümmnngs-Halb* 
messer  B  in  einem  Punkte  ist.    Dieses  wird  so  bewiesen: 

Man  hat  die  Summe  aller  Werte  R  nach  (1)  §  33.  S.  199 : 

27T 

MN 


t^J  =/« 


N  cos^a 

ö 


da 


and  die  Anzahl  derselben  ist  entsprechend  n  =  2  tt,  also  der  Mittelwert : 

2ir 


n        2nJ  Msirß  a-hNco8^a 
0 


Zur  Integration  führt  man  eine  neue  Veränderliche  ein: 
wodurch  die  Integration  sich  reduziert  auf: 


dv 
Und  setzt  man  noch  die  Qrenzen  ein,  so  findet  man: 


A 


^-^  =  VMN  =  r  (11) 

n 

Ein  zweiter  Satz  von  Grunert  heisst: 

Das  arithmetische  Mittel  der  reciproken  Erümmungs-Halbmesser  aller  Normal- 
schnitte in  einem  beliebigen  Punkte  eines  jeden  Ellipsoids  ist  das  arithmetische  Mittel 
zwischen  dem  reciproken  kleinsten  und  grOssten  Erümmungs-Halbmesser  in  diesem 
Punkte. 

Wenn  man  den  Erümmungs-Halbmesser  für  das  Mittelazimut  a  =  45^  von 
§  33.  S.  200  zuzieht,  so  bat  man  hiemach,  mit  n  =  2n  für  Integralsummierung : 


DieM  arontrt  sehen  Sitze  sind  entwickelt  in  „Omnerts  Archiv  der  Mathematik  u.  PhyRik**, 
iO.  TeU  1868,  S.  259-854,  Insbeeondere  8.  812  und  41.  TeU  1864,  &  241—296,  InebeMndere  8.  292. 

Hlezu  gehört  femer:  Helmert,  «Die  mathem.  u.  phyelkal.  Theorleen  der  höheren  Oeod&sie  I." 
Leipzig  1880,  8. 68->68.  Cznber,  .Mittelwerte,  die  Krümmong  ebener  Kurven  und  Krümmungeflächen" 
betreffend.    Gronert-Hoppet,  «Arehiv  der  Math.  u.  Ph."    Zweite  Beihe.    6.  Teil  1888,  S.  294—804. 

§  39.    Hilfistafeln  zu  geodftttschen  Bereehnungen  mit  den 
Bessel  sehen  Erddimensionen. 

Auf  die  Bessel  sehen  Angahen  für  die  Erddimensionen  sind  schon  zahlreiche 
Taliellen-Berechnnngen  gegründet  worden,  wie  die  folgende  Zusammenstellung  zeigt: 
Bncke.    Üher  die  Dimensionen  des  ErdkOrpers  nebst  Tafeln  nach  Bessel  s  Bestim- 
mung.   Berl.  astr.  Jahrb.  fdr  1852  S.  318—381  und  Separatabdruck:  Enckes 
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astr.  Abhandinngen  2.  Band,  Berlin  1866.  Diese  Encke  sehen  Tafeln  geben 
znerst  die  geocentrische  Breite  nnd  den  geoeentrischen  Halbmesser,  dann  log 
{N:a),  Meridiangrade  nnd  Parallelgrade  nnd  Grade  senkrecht  anf  dem  Meridian^ 
in  Toisen.  Ausserdem  Tafel  II,  Meridianbogen  vom  Äquator  bis  inr  Breite  <p 
in  Toisen  anf  0,001  Toise. 

Steinhäuser.  Nene  Berechnung  der  Dimensionen  des  Erdsph&roids.  Petermanns  geogr. 
Mitteüungcn  1858  S.  465—468. 

Bremiker.  Logarithmisch-trigonometrische  Tafeln  mit  6  Dezimalstellen  1881,  S.  520 
bis  524.    Gradabteilungen. 

Bremiker.  Studien  über  höhere  Geodäsie.  Berlin  1869.  S.  70—81.  Erfimmnngs- 
Halbmesser  f&r  verschiedene  Breiten  und  Azimute. 

Projektion  tables  for  the  use  of  the  United  States  nayy,  Bureau  of  navigation.  Wash- 
ington, Government  printing  offlce,  1869.    Poljconische  Projection. 

Wagner.  Die  Dimensionen  des  Erdsph&roids  nach  Bessel  s  Elementen.  Geographisches 
Jahrbuch,  herausg^eben  von  Behm.  IE.  Band.  Gotha  1870.  S.  I— LXI. 
Gradabteilungen  u.  s.  w. 

F.  G.  Gauss.  Die  trigonometrischen  und  polygonometrischen  Bechnungen  in  der 
Feldmesskunst.  Berlin  1876  und  2.  Aufl.  1893,  H.  Teil  S.  4—25,  von  (p  =  44*» 
bis  <p  =  54^  Meridianbogen,  log  M,  log  N  etc. 

Schreiber.  Rechnungsvorschriften  für  die  trigonometrische  Abteilung  der  Landeeanf- 
aufnahme.  Formeln  und  Tafeln  zur  Berechnung  der  geographischen  Coordinaten 
aus  den  Bichtnngen  und  Lftngen  der  Dreiecksseiten.  Erste  Ordnung.  Berlin 
1878.  Im  Selbstverlage;  zu  beziehen  durch  die  Königliche  Hofbuchhandlnng 
von  E.  S.  Mittler  &  Sohn,  Eochstrasse  69.  70. 

Von  g)  =  47**  bis  <jd  =  57®  mit  Intervall  von  1'  geben  diese  Tafeln  SsteUig 
log  (1)  ...  log  (8),  wobei  die  (1)  ,  (2)  ...  mit  Umsetzung  in  unsere  Bezeich- 
nungen 

if  =  e'«  coa'^  ^  ~  1  «J^  ^^^ ^    ^'  ®*  ^' 

folgende  Bedeutungen  haben: 

Dieselben  Werte  log  (1)  bis  log  (4)  7  stellig  sind  herausgegeben  als  Rech- 
nungsvorschriften fdr  die  trigonometrische  Aufnahme  der  Reichs-Schutzgebiete, 
Berlin  1891,  fftr  die  Breiten  <]p  =  0**  bis  <JD  =  13°. 

Entsprechende  Tafeln  fftr  g)  =  47®  bis  57®  für  zweite  Ordnung  7  stellig 
und  für  dritte  Ordnung  6  stellig. 

Albrecht.  Formeln  und  Hilfstafeln  für  geographische  Ortsbestimmungen,  nebst  kurzer 
Anleitung  zur  Ausführung  derselben,  von  Prol  Dr.  Th.  Albreeht,  Sektionschef 
im  Konigl.  Preuss.  Geodätischen  Institut.  3.  Auflage.  Berlin  1894.  Tafeln 
über  die  Gestalt  der  Erde  S.  261—289.  (Vgl  »Zeitschr.  f.  Venn.  1895«, 
S.  544-547.) 

Helmert.  Die  mathematischen  und  physikalischen  Theorieen  der  höheren  Geodiaie. 
I.  Teil.    Leipzig  1880.    Anhang  S.  621—631  giebt  hg   TT  von  g)  =  47®  (T 
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bis  67®  (y  mit  Intervall  5'  anf  0-0001,  ferner  log  W*  8  stellig  anf  0-1  genau, 
durch  den  ganzen  Quadranten  mit  /i  (p  =  10". 

Biek-Tillo.  Russische  Obersetzung  von  Jordan,  Handbuch  der  Vermessungskunde, 
2.  Auflage,  tkbersetzt  von  A.  Biek,  Oberlehrer  der  Geodäsie  am  Messinstitnt 
des  OrossfOrsten  Constantin.  Moskau  1881.  Buchhändler  N.  J.  Mamontowa. 
Diese  Übersetzung  giebt,  an  Stelle  der  Tafel  8.  424—427  des  Originals,  ihrer- 
seits auf  S.  652—665  eine  Ton  dem  Obersten  des  Bussischen  Gkneralstabs 
A.  A.  Tille  berechnete  Tafel  der  Goöfflcienten  fOr  die  Gauss  sehen  Mittelbreiten- 
Formebi;  insbesondere  log  [1]  und  log  [2]  für  <p  =  84**  0*  bis  <p  =  70®  0*  mit 
Inter?all  10*  auf  0*1  genau.  Es  ist  jedoch  hiebei  eine  andere  Längeneinheit 
als  die  Bessel  sehe  zu  Grunde  gelegt,  denn  die  russischen  log  [1]  und  log  [2] 
haben  gegen  unsere  mit  Bessel  sehen  Erddimensionen  berechneten  log  [1]  und 
log  [2]  eine  konstante  Differenz  von  871*6. 

Behm.  Mitteilungen  des  £.  E.  militär-geographischen  Instituts,  herausgegeben  auf 
Befehl  des  E.  K,  BeichsEriegs-Ministeriums.  lU.  Band,  1888.  Wien  1888. 
Im  Selbstverläge  des  E.  E.  milit.>geogr.  Instituts.  S.  137—177.  Tafeln  der 
Erflmmungs- Halbmesser  des  Bessel  sehen  Erdsphäroids  für  die  Breiten  von 
g)  =  40'0'  bis  51^30*  mit  Intervall  1'   auf  0-0001  (vgl.  nachfolgend  Hartl). 

Schols.  Geodetische  Formules  en  Tafeis,  ten  gebruike  bij  de  Triangulatie  van  het 
eüand  Sumatra.  Utrecht,  J.  van  Boekhoven,  1884.  Diese  Tafeln  geben  von 
(f=zO^(y  bis  6**  0'  die  Erümmungs-Halbmesser  auf  0-1,  nebst  weiteren  Zahlen- 
werten. 

Hennann  Wagners  Tafeln  der  Dimensionen  des  Erdsphäroids,  auf  Minuten-Dekaden 
erweitert  von  A.  Steinhauser,  E.  E.  Begierungsrat.    Wien  1885.    Eduard  Holzel. 

Helmert  Veröffentlichung  des  Egl.  Preuss.  Geodätischen  Instituts.  Lotabweiehungen. 
Heft  1.  Formeln  und  Tafeln  u.  s.  w.  Berlin,  Druck  und  Verlag  von  P.  Stan- 
kiewiez'  Buehdruekerei.  1886.  Tafeln  im  Anhang  S.  6—26;  hieven  giebt 
S.  18—24  für  (p  =  80«  bis  71  <»  8  stellige  Werte  log  [1]  und  log  [2],  welche 
bzw.  die  dekadischen  Ergänzungen  unserer  log  [2]  und  log  [1]  sind. 

Hartl  Tafeln  enthaltend  die  Ausmasse  der  Meridian-  und  Parallelkreis-BOgen ,  dann 
die  Logarithmen  der  Erünmiungs-Radien  des  Bessel  sehen  Erdellipsoids,  be- 
rechnet unter  der  Leitung  von  Oberstlieutenant  H.  Hartl  in  der  geodätischen 
Abteilung  des  E.  und  E.  militär.-geographisehen  Instituts.  Separatabdruck 
aus  den  Mitteilungen  des  E.  E.  militär-geographischen  Instituts.  XIV.  Band. 
Wien  1895  (vgl.  .Zeitschr.  f.  Venn.  1896«,  S.  28—30). 
Im  Anhange  unseres  Buches,  Seite  [2]  und  folgende,  sind  zahlreiche  Hilfstafeln 

mitgeteilt,  welche  für  diesen  Zweck  von  uns  neu  und  unabhängig  berechnet,  oder 

wenigstens  vor  der  teilweisen  Entlehnung  grflndlich  revidiert  worden  sind. 

Die  geodätische  Grundfunktion    V  bzw.  log   V  auf  Seite  [2]— [7]  ist  mit  den 

Eonstanten  der  Landesaufnahme  (§  31.  S.  191)  neu  und  unabhängig  berechnet  worden 

nach  dea  am   Schlüsse   Seite  [7]  angegebenen  Formeln,  wie  in  §  34.  ausführlich 

geseigt  ist;  die  Rechnung  ist  12— 13 stellig  geführt  und  dann  auf  10  Stellen  abgerundet 
Die  Tafel  Seite  [8]— [29]  ist  von  1°  zu  1®  ebenfalls  neu  und  unabhängig 

berechnet,  bei  der  Interpolation  sind  aber  an  den  Stellen  0®— 6®  und  47®— 57®  die 

Tafeb  von  Schols  und  Helmert  mitbenutzt. 

Die  besondere  Tafel  für  log  [1]  und  log  [2]  auf  Seite  [30]— [35]  ist  nur  von 
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45^ — 46^  nen  berechnet,  nnd  von  47^ — 56^  ein  revidierter  Abdruck  aus  Schreibeis 
yRechnangsYorschriften  der  Landesanfnahme'*. 

Die  Tafel  Seite  [36]— [37]  für  die  Längen-  und  Breitengrade  und  für  die  Grad- 
Abteüongsflächen  ist  zunächst  nach  Bremiker  und  Wagner  angesetzt,  dann  aber  ein- 
gehend nachgerechnet;  die  hiebei  von  uns  gefundenen  wenigen  Fehler  sind  in  dem 
geographischen  Jahrbuch  von  Behm,  VL  Band,  1876,  S.  708  mitgeteilt 

Die  Meridianbogen-Tafel  Seite  [38]  ist  von  44^—56^  ein  Auszug  aus  der 
grösseren  Tafel  von  F.  G.  Gauss.    Der  Teil  40^—44°  ist  dazu  berechnet 

Die  Trapez-Tafel  Seite  [42]  ist  nach  den  betreffenden  Formeln  von  §  35.-37. 
berechnet  und  soweit  möglich  mit  vorhandenen  verglichen. 

Ober  die  nach  diesem  folgenden  Tafeln  Seite  [43]  und  folgende  wird  an  den 
zugehörigen  Stellen  des  Textes  Auskunft  gegeben. 

ÜhersiM  der  Haupt-Beßeichnungen  in  den  Büfstafeln  des  Anhangs, 
q)    z=  Geographische  Breite 


W=yi  —e^sin^q) 


«2 


V   =  Vi  H-  «'2  C08^  <jp  =  yi  -+.  jy2      ,      ^  -  ^'2  00^2  (jp  =  -   ^  C0«2  (jp 

M  =  ~  rTT-o  -  oder  =  -p=-  Meridian-Erümmungs-Halbmesser 

N  =    ^  oder  =  -y-  Querkrümmungs-Halbmesser    ,     1/  ~  ^* 

r    =  yMN=^  -^  mittlerer  Krümmungs-Halbmesser 

[1]  =  -~  Meridian-Erümmungs-CoCfficient 

ü" 
[2]  =  \^  Querkrümmungs-Coefßdent 


Kapitel   IV. 
Sphärische  Dreiecksberechnung. 
§  40.    Der  sphärisehe  Excess. 

Bei  der  sphärischen  Dreiecksberechnung  nimmt  man  den  Eugelhalbmesser  nach 
der  schon  in  (23)  §  32.  S.  197  und  nochmals  am  Schlüsse  des  §  88.  S.  226  ange- 
gebenen Erklärung  an,  nämlich: 

r=^VMN  =  ^^  (1) 

Damit  werden  zuerst  die  sphärischen  Excesse  der  Dreiecke  berechnet. 

Die  Summe  der  drei  Winkel  eines  sphärischen  Dreiecks  ist  stets  grosser  als 
180^;  der  Überschuss  der   Winkelsumme  über  180^   heisst  der  sphärische  Excess. 


Digitized  by 


Google 


§40. 


Der  sphärische  Excess. 


281 


Bezeichnen  wir  die  Winkel  mit  a,  ß,  y  und  den  sphärischen  Excess  mit  e, 
60  haben  wir  also  die  Gleichung: 

«  =  aH-|^H-y  — 180°  (2) 

Wenn  die  drei  Winkel  a,  j3,  y  gemessen  sind,  so  findet  man  hißmach  auch 
den  Excess  s,  jedoch  mit  den  Messungsfehlem  der  a,  ß,  y  behaftet;  es  ist  deswegen 
erwünscht,  eine  unabhängige  scharfe  Bestimmung  von  e  zu  haben,  welche  yon  den 
kleinen  Messungsfehlem  der  Winkel  a,  ß,  y  unabhängig  ist,  und  im  G^enteil  dazu 
dienen  soll,  diese  Winkel  a,  ß,  y  in  ihrer  Summe  zu  kontrollieren. 

Eine  solche  unabhängige  Bestimmung  des  Excesses  a  erhält  man  durch  den 
Satz,  dass  der  Excess  der  sphärischen  Dreiecksfläche  F  proportional  ist,  nämlich: 


F 


(2  a) 


Man  kann  diesen  Satz  mit  Hilfe  der  sphärischen  Zweiecke  beweisen,  und  wegen 
der  Wichtigkeit  desselben  setzen  wir  den  bekannten  elementaren  Beweis  des  Satzes 
hier  her: 

Unter  Zwei-Eok   Tenteht   man  die    FUche   zwischen   zwei 
gröeiten  Kreisen,  z.  B.  in  Flg.  1.  die  FUche: 

Zwei-Eck    ACA'BA  =  {a,a) 
dl  nun  die  Gesunt-Oberfliche  der  Kugel  =  4  tt  r^  ist,  so  ist  die  FUche : 

Zwei-Eck     (o , «)  =  ^ 


'860 


(4«»-») 


Wenden  wir  dieses  sneh  snf  die  beiden  snderen  in  dem 
Dreieck  ABC  znssmmenstossenden  Zwei-Ecke  an,  so  haben  wir: 

Zwel-Eck    (^.^)  =  3^<4^'•') 


Zwel-Eck    (y.y)  =  ^(4rrr«) 


folglich  die  Summe: 


( «  ,  o)  +  ( /J ,  ^) -I- (y .  7)  =  — 3^tZ  4  «  r  ^ 


(•) 


Indem  man  nun  die  Fläche  F  des  spb&rischen  Dreiecks  ABC  einfährt,  hat  man  nach  dem 
Anblick  von  Fig.  1.  (noch  anschaulicher  durch  Aufzeichnung  auf  einem  Kugel-Modell) : 
(«,«)=  f-l-  A'  BC 
{ß,ß)  ^F-\-B'  AC 
(7,y)  =F'^C'AB 

{a,a)-^{ß,ß)-\-r/,yi  =  3F-\-A'BC-^B'AC-^C'AB 
Nun  ist  aber  das  auf  der  Jenseitigen  Kugelfl&che  von  Fig.  1.  liegende  Dreieck  C  AB  lUohen- 
gleich  mit  seinem  diesseits  liegenden  Scheiteldreieck  CA'B';  man  hat  also,  indem  man  zugleich 
8 /•=  2  F-l-F schreibt: 

(a,a)  +  (ß,ß)'\'iy,y)=:2F+F-^A'BC'\-B'AG-^CA'B' 
Die  4  letzten  Glieder  dieser  aieiohung  geben  zusammen  die  halbe  Kugelfl&che  =  2  a  ^*  »Im  : 
(«,a)  +  (/i,^)  +  r/,y)  =  2/'-f2irr3  (b) 

Nun  geben  die  Gleichungen  (a)  und  (b)  zusammen : 


Wenn  man  also  die  Bezeichnung  s  nach  (1)  anwendet,  und  wenn  man  zugleich 
•ehreibt,  so  findet  man  aus  (c)  dieselbe  Gleichung  wie  (2),  nämlich,  was  zu  beweisen  war: 


ISO» 


(c) 
(d) 
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Unter  F  ist  streng  genommen  die  krumme  (kngelfi^rmige)  Oberfl&che  des  Drei- 
ecks zu  verstehen,  indessen  kann  man  statt  dessen  mit  genflgender  Annfthemng  auch 
die  Fläche  £^  eines  ehenen  Dreiecks  benfltxen,  das  ans  den  Seiten  des  sphärischen 
Dreiecks  berechnet  wird,  d.  h.  man  hat: 

Nähenmg  «  =  ^^  (8) 

(Dasselbe  findet  man  auch  durch  genäherte  Anwendung  der  sphärisch-trigono- 
metrischen Formel  fftr  tang  -^,  welche  in  §  27.  8.  166  dtiert  wurde.) 

^^  ^  Zu  einem  Zahlenbeispiele  wollen  wir  das  hannoyersche 

(Mi«rt«bi:2000Ma)    j)j.^.^j^  benützen,  welches  in  den  klassischen  Abhandlungen 
^^Ton    Gauss   mehrfach   als    Beispiel   dient,    nämlich    das    in 
^  *  '  Fig.  2.  dargestellte  Dreieck: 

Inselsberg'Hohehagen— Brocken. 
Es  sei  gegeben: 

die  Seite  Inselsberg— Brocken  b  =  105  972,85*  (4) 
femer  die  Dreieckswinkel,  genähert,  und  die  geographischen 
Breiten  qp  der  Eckpunkte,  ebenfalls  genähert: 

Punkt  Dreiecks- Winkel  Geogr.  Breite 

Inselsberg  .    a  =  40°  39'  30"  (25")  50°  51'    9" 

Hohehagen     /^  =  86    13   59    (54")  51    28  81 

Brocken .    .    y  =  53      6  46    (41")  51    48     2 

Summe  180°    0'  15"  ^Ö^  qi  =  5T°~22^34" 

Mittel        (S) 

Die  auf  1"  angegebenen  Dreieckswinkel  geben  die 
Jnse!$be  rg  Summe  180°  0'  15",  d.  h.  einen  Überschuss  von  15"  über  180°. 
Ohne  zu  wissen,  ob  das  der  sphärische  Ezcess  ist,  oder  von  Messungs-Fehlem  her- 
rührt, yerteilen  wir,  um  wenigstens  vorläufig  eine  in  sich  übereinstimmende  ebene 
Dreiecks-Berechnung  zu  haben,  diese  15"  auf  die  drei  Winkel  und  erhalten  dadurch 
die  oben  bei  (5)  in  Klammem  beigesetzten  Sekundenwerte  (25"),  (54"),  (41")  für  die 
drei  Winkel. 

Mit  diesen  Winkeln  und  der  schon  bei  (4)  angegebenen  Basisseite  h  macht 
man  eine  genäherte  vorläufige  Dreiecks-Berechnung  nach  dem  Sinussatz  der  ebenen 
Trigonometrie: 

h      .  h      . 

8m  ß  smß       ' 

Dabei  rechnet  man  nur  etwa  mit  5-  oder  6-stelligen  Logarithmen: 

hg  b  I  5.025  195  log  b  i  5.025  195 

Erg.logsinß  '  0.000  940  ErgJogsinß     0.000  940 

log  sin  a  j  9.813  983  log  sin  y     9.902983 

log  a  ,  4.840  068  log  c     4.929118 

Man  hat  also  nun  zusammen: 

a  =  40°  39*  25"  log  a  =  4.840  068    \ 

ß  =  86°  13'  54"  log  b  =  5.025 195     }  (6) 

y  =  53°    6'  41"  logc  =  4.929  118    ) 
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Damit  kann  man  die  Dreiecksfläohe  dreifach  berechnen,  denn  es  ist  bekanntlich ; 
Dreieckffläche  ^  =  -^absiny  =  -^acsinß  =  -^besina 


log  a 

4.840  068 

oder 

hga 

4.840  068 

log  h 

5.025  195 

löge 

4.929  118 

log  sin  y 

9.902  988  — 10 

log  sin  ß 

9.999  060- 

-10 

logOfi 

9.698  970-10 
9.467  216 

%0,5 
iog^ 

9.698  970- 

-10 

log/\ 

9.467  216 

(7) 

Nach  diesem  braucht  man  den  mittleren  Erümmnngs-Halbmesser  fftr  die  Mittel- 
breite des  Dreiecks.  Diese  Mittelbreite  wurde  schon  unter  (5)  angegeben  (p  =  51  ^  22'  34", 
und  damit  entnimmt  man  aus  der  Tafel  Seite  [20]  des  Anhangs  durch  Interpolation 
den  Wert  log  r  oder  auch  sofort: 


log 


1 


hiezu  logg 
und  von  (7)  log  ^ 


6.390  076  —  20 

5.314  425 
9.467  216 


logt  I  1.171717 


s  =  14,850" 


(8) 


Damit  sind  die  oben  unter  (5)  gegebenen  Winkel,  insofern  sie  nur  auf  1"  ge* 
nau  angesetzt  sind,  in  ihrer  Summe  bestätigt  Die  genaueren  Winkel  und  die  genauere 
Berechnung  der  Dreiecksseiten  werden  wir  in  §  41. — §  42.  kennen  lernen. 

Zu  der  einfachen  Excess-Berechnung,  welche  im  vorstehenden  Beispiele  in  aller 
AoslUirlichkeit  gegeben  ist,  kann  man  noch  einige  Bemerkungen  machen.  Für  ein 
Dreieck  mit  den  Seiten  o,  h  und  dem  eingeschlossenen  Winkel  y  ist  der  Excess: 


und  deswegen  schreibt  man  fftr  häufigeren  Gebrauch  die  Logarithmen  von  ^~ 
larisch  heraus;  zur  Übersicht  stellen  wir  zusammen: 


=  45*» 

-^2%- 

1.40411  - 

-10 

50^ 

%A= 

1.40361  - 

-10 

55« 

%,%= 

1.40312  - 

-10 

(9) 


tabel- 


(10) 


Zar  weiteren  Übersicht  der  Yerhältnisse  kann  man  auch  berechnen: 
Fläche  des  Dreiecks  |       Sphärischer  Excess 


1  Quadrat-Kilometer  |  a  =  0,00507'' 

1  Quadrat-Meile  I  e  =  0,279 

gleichseitiges  Dreieck  mit  Seiten  von  i 

1«  =  15  geogr.  Meilen  =  111»-  a  =  27" 

Die  letzte  Annahme  eines  Dreiecks  von  111»*  Seite  ist  wohl  das  äusserste  für 
Lftodas-Yermessungen;  schon  das  Gauss  sehe  Dreieck  Inselsberg-Hohehagen-Brocken, 
^  wir  bei  (8)  als  Beispiel  benützten,  mit  rund  s  =  15",  ist  eines  der  grOssten 
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deutschen  Dreiecke,  das  wir  deswegen  auch  schon  in  der  Znsammenstellmig  Seite  22 
erwähnt  haben. 

Die  grOssten  Dreiecke,  welche  die  Geodäsie  kennt,  nämlich  die  auf  Seite  23 
dargestellten  Yerbindungsdreiecke  zwischen  Spanien  und  Algier  Aber  das  mittelländische 
Meer  hinweg,  haben  geodätische  Excesse  von  bzw.  rund:  54"  ,  1'  11"  ,  44"  ,  1'  0". 

Bei  so  grossen  Dreiecken  darf  man  aber  nicht  mehr  bloss  sphärisch  rechnen; 
mr  werden  in  einem  späteren  Kapitel  darauf  zurückkommen. 


§  41.    Der  Legendresche  Satz. 

Wir  betrachten   ein  geodätisches  Dreieck  mit  den   Seiten  a,  h,  c  und  den 
Winkeln  o,  ß,  y,  wie  in  Fig.  1.  dargestellt  ist 

Flg.  1.  Flg.  2. 

Sphärisches  Dreieck.  Ebenes  Dreieck. 


Wenn  das  sphärische  Dreieck  auf  einer  Kugel  vom  Halbmesser  r  liegt,  m> 
entsprechen  den  Seiten  a  b  c  gewisse  Erd-Gentriwinkel,  wie  aus  folgender  Übersicht 
zu  ersehen  ist: 

Seiten-Längen  (in  Metermass) a,  &,  c 

a  b  c 


Erd-Centriwinkel  in  analytischem  Mass    . 
n  n  *    geometrischem  Mass     .       -  (),        --Qt        — Q 


(1) 


Man  konnte  nun  mit  diesen  Erd-Centriwinkeln  und  den  Winkeln  a,  ß,  y, 
welche  die  Bogen  o,  5,  e  auf  der  Kugelfläche  unter  sich  bilden,  das  sphärische  Dreieck 
nach  den  bekannten  strengen  Formeln  der  sphärischen  Trigonometrie  auflösen;  man 
thut  das  aber  für  geodätische  Zwecke  nicht,  weil  die  Erd-Centriwinkel  sehr  klein 
sind,  und  deswegen  sich  viel  bequemer  in  Reihen-Entwicklungen  und  Näherungs- 
Formeln  behandeln  lassen. 

Die  älteste  und  beliebteste  dieser  Verfahrungsarten  ist  der  von  Legendre  in 
Paris  im  Jahre  1787  gefundene  und  nach  ihm  benannte  Satz,  welcher  heisst: 

Ein  kleines  sphärisches  Dreieck  kann  näherungsweise  wie  ein  ebenes  Dreieck 

mit  denselben  Seiten  berechnet  werden,  wenn  man  als  Winkel  des   ebenen 

Dreiecks  die  um  je  ein  Drittel  des  sphärischen  Excesses  yerminderten  Winkel 

des  sphärischen  Dreiecks  nimmt. 

Diesem  Satze  entspricht  das  oben  in  Fig.  2.  gezeichnete  ebene  Dreieck,  das 
dieselben  Seiten  a,  b,  e  wie  das  sphärische  Dreieck  Fig.  1.  hat,  und  dessen  Winkel 
o' ,  ß' ,  y  zunächst  noch  unbestimmt  gelassen  sind. 
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Um  den  genannten  Satz  zn  beweisen,  schreiben  wir  für  das  sphärische  Dreieck 
die  Cosinus-Gleichung  an: 

a  h        c         .    b    .    c 

€08  —  =  cos  —  cos h  stn  —  sm  —  cos  a 

r  r         r  r         r 

a  b        c 

cos cos  —  cos  — 

,  r  r         r 

oder     cosa  =  =; 

.    0    .    c 

stn  —  sm  — 

r         r 

Nun  werden  alle  kleinen  Winkel  nach  Potenzen  entwickelt  (ygl  die  Reihen- 
Formeln  fQr  sinx  und  eosx  %  28.  S.  172),  nämlich  bis  zur  4.  Potenz  einschliesslich: 


cosa  = 


=  \        2rg"^24f4J       y-      2r^'^24r^)y      2r8"^24H/ 

[b  _^\(  c^__fi\ 
[r       ßry[r       6r8/ 


[       2f^'^'24r*)y'      2r2"^24H/"         2r2"^24H 


Wenn  man  die  hier  yorkommenden  Klammem  ausmultipliziert,  dabei  immer 
die  Glieder  von  höherer  als  der  4.  Ordnung  vernachlässigt,  so  hat  man: 

_   ^      ^      JL 
24f4~2r2"*"  4r4  "*"24r* 

_         b^-hc^      b^-hci      62_c2 
~  2r2    "^   24r4   "^  4r4 

62-j-_c2 -.^2        a4  —  64  ^  c4  _  ^^  ^ 

2r2         "^        24  H  4> 

^«  = &J/.      52^^ 

r2  y         6r2   j 

/  52  4-  c2\ 

Der  Nenner  II j  wird  hinreichend  genähert  dadurch  berücksichtigt, 

1  H — ß^~  1  zusetzt,  und  wenn 
man  zugleich  überall  einen  Faktor  f2  als  gemeinsam  weglässt,  hat  man: 

^^^'=1       26c        -^ 247^6^^ jr"*"^i^j 

die  beiden  Klammem  multipliziert,  mit  Weglassung  alles  dessen,  was  über  r2  geht, 

f&hren  auf  die  Gleichung: 

62  H-  c2  —  o«      a4  —  6*  —  c4  —  6  62  <J2  ,   62  -+-  <J2  —  a2  62  -h  c2 
^^«  =  — 26T— -^ _^__- +   __^^_ ^-^        (2) 

Nun  giebt  das  ebene  Dreieck  Fig.  2.  nach  dem  Cosinus-Satz: 

a2  =  62-hc2  — 26cc(wa'    oder    cos a!  ==      "^^^  "~ ^  (3) 

26c  ^  ' 

Dieses  mit  (2)  zusammen  giebt: 

a4  — 64  — c4  — 662c2      64  +  c*-l-262c2  — 0262— a2c2 
cos  a  SS  cos  a^  -\ ch—o-t ^ 


24r26c  12r26c 

Die  beiden  Teile  zusammen  gefasst  geben: 

a4-h64H-c4-2a262-2a2c2--262c2 
cosa  =  cos<e-^ 247^^-^^ (4) 
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Wir  lassen  diese  Gleichung  zunächst  stehen  und  betrachten  den  Zähler  des 

Broches;  dieser  Z&hler  steht  in  naher  Verwandtschaft  zu  dem  Inhalte  A  ^^  ebenen 
Dreiecks.    Es  ist  bekanntlich  nach  dem  Heron sehen  Satze: 


A=/: 


8  (^  — a)(«  — 5)(«  — c) 


wobei    8  =  a-hh-hc    ,    s  —  a  =  —  a-^h-{-c    u.  s.  w.  folglich : 

^   =  l— 2— J  ( 2 J  l-^— J  l^^— J 

Hiebei  ist:     (a  -(-  6  H-  c)  (—  a  -H  6  -+-  c)  =  —  a«  -t-  6^  -h  c?  4-  2  6  c 
und  (a  —  5H-c)(-|-a-t-6  —  c)=      a«  —  ft»  —  c^  +  26c 

Folgüch :       16^2  =  (—  o»H-6a-|-ejBH.25c)(a2  —  6«  —  e«BH-26c) 
und  indem  man  auch  diese  zwei  Klammem  ausmultipliziert  und  ordnet,  (wobei  alles 
mit  ungeraden  Potenzen  sich  hebt)  so  findet  man: 

16A*  =  — a4  — 64  — c*-t-2a252-i-2a2<j8  +  26«c»  (5) 

Man  hat  also  aus  (4)  und  (5): 

co5«-«>.«'  =  -24^2yc  ^^ 

Nun  ist  aber  in  erster  Näherang: 

co8a^co8c^  =  -^{a  —  a'jsinc^  -^  . . ,  (7) 

was  man  entweder  geradezu  als  Differential-Formel  nach  §  29.  S.  179  einsehen,  oder 

etwa  auch  goniometrisch  so  begründen  kann: 

.  ^    .  a  — a*    .  a-f-«* 

cosa  —  cos  cc  =  —2  8m  — ^ —  sm  — ^ — 

d.  h.  wenn  a  und  c^  sehr  nahe  gleich  sind: 

co8a^eo8a'  =i  —  (a  —  o*)  «t»  a'  (7  a) 

Setzt  man  dieses  (7)  bzw.  (7a)  in  (6),  so  erhält  man: 

Es  ist  aber  auch  andererseits  im  ebenen  Dreieck: 

6c5m«'  =  2A  W 

und  damit  wird  (8):  a  — a'  =  i-^-  bzw.  «  — «*  =  g-^"^  (1<>) 

Die  erste  hier  in  (10)  geschriebene  Form  gilt  für  analytisches  Mass,  die  zweite 
ftUr  geometrisches  Mass. 

Oder  wenn  man  nach  (3)  §  40.  S.  232  den  sphärischen  Excess  a  einfährt,  so 
hat  man: 

a^a'^^e  (IIa) 

und  entsprechend :  ß  —  ß'  — =-6  (11h) 

o 

/-/=!«  (11c) 

Summe:    er  ^^ /^h-Y— 180°^  e~  (12) 

Damit  ist  der  oben  S.  234  in  Worten  ausgesprochene  Satz  bewiesen. 
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Zu  einem  Zahlen-Beispiele  nehmen  wir  wieder  du  klassische  Dreieck,  das  wir 
schon  im  Torigen  §  40.  S.  282  benfltst  haben,  n&mlich  nnn  mit  scharfen  Winkel- 
Werten: 

sphärisch 
Inselsbcrg         a  =  40<»  39'  80,380" 
Hohehagen        /^  =  86   13  58,840 
Brocken  /  =  58     6  45,680 


eben  (Leg.-Satz.) 
a'  =  40«39' 25,430" 
j5'  =  86   13  58,890 
/  =  58     6  40.680 


(13) 


Snmme:  180o   0*  14,850"  180*»   0*   0,000" 

e  =  14,850" 

y  =    4,950" 
Die  eine  gegebene  Seite  sei  b  =  105  972,850*.  (14) 

Damit  macht  man  eine  Berechnung,  wie  wenn  das  Dreieck  eben  wäre,  nach 

dem  Sinns-Satze  der  ebenen  Trigonometrie  scharf  mit  7 — 8  stelligen  Logarithmen, 

weshalb  wir  die  ganze  Rechnung  hersetzen  wollen: 


logb 
log  9m  ß* 


5.025 1946*1 
9.999  06000 


oder 


log  h 
JErg.logsinß' 


log(pi8inß') 
log  sin  o£ 

log  a 


5.026 13461 
9.813  9344-8 


log  {Jb  \  sin  ß*) 
log  sin  f 


5.025  1946*1 
0.000  9400-0 


4.8400690-9 


a  =  69194,105" 


5.026 1346*1 
9.9029880*6 

log  c   I  4.929  11767 
c  =  84941,060" 


(15) 


Bemerhmg  Über  die  Schärfe  der  Rechnung. 


Dm  Tontehend«  Beispiel  ist  mit  8  Dezimsien  der  Sekunde,  d.  h.  »nf  0,001"  genan  gerechnet. 
Es  geseldeht  dieses  hinflg,  wenn  snoh  die  Messungen  selbst  viel  weniger  sicher  sind.  Hiebei  soll 
die  letzte  Dezlmsle  keine  selbständige  Bedeutung  hsben,  sondern  nur  die  vorletzte  Dezimsie  vor 
Abrandnngs-Fehlem  schätzen.  Es  ist  keine  Frsge,  dsss  oft  mit  solchen  0,001''  Überflnss  sn  Ziflisni 
gesehrieben  nnd  gedruckt  wird,  sber  bei  Isngen  Ansgleishungs-Bechnungen  kenn  msn  genötigt  seln^ 
von  Tom  herein  suf  0,001"  gensu  nnd  vielleicht  noch  sohirfer  zu  rechnen,  wenn  msn  sm  Schlüsse 
OjOl"  noch  sicher  heben  will,  bei  kürzeren  trigonometrischen  Berechnungen  genftgt  0,01"  eis  letzte 
Beebenstelle. 

Entsprechende  Gensnigkeit  ist  bei  der  logsriihmischen  Rechnung  anzuwenden,  unsere 
Zahlen-Beispiele  sind  meist  8 stellig,  d.  h.  mit  0.0000000-1  als  letzter  logarithmisoher  Bechenstelle 
gefAhrt;  die  letzte  Stelle  0*1  ist  teils  mit  Hilfe  des  10  stelligen  »Thesaurus  logarithmorum",  teils 
aoeh  nur  durch  Benützung  der  Abrundungs*  Merkmale  in  der  Schrön  sehen  7  stelligen  Logarithmen- 
Tafel  erhalten,  und  dient  dann  (ebenso  wie  0,001"  bei  den  Winkeln)  nur  als  Sicherung  für  die 
vorhergehende  7.  Stelle. 

§  42.    Ble  Additamenten-Methode. 

Ein  zweites  Nähemngs-Yerfahren  znr  Berechnung  sphärischer  Dreiecke,  deren 
Seiten  im  Vergleich  zn  dem  Engel-Halbmesser  klein  sind,  ist  am  Anfang  dieses  Jahr- 
hnsderts  zuerst  in  Bayern  eingeführt,  nnd  dann  anch  bei  den  flbrigen  süddeutschen 
Landes-Yermessungen  allgemein  angewendet  worden.  Das  Yer&hren  wurde  mit  dem 
Kamen  , Additamenten-Methode*  bezeichnet,  weil  kleine  Korrektions-GrOssen  häufig 
zu  den  Logarithmen  addiert  (allerdings  umgekehrt  auch  subtrahiert)  werden. 

Während  beim  Legendreschen  Satz  ein  ebenes  Hilfsdreieck  benutzt  wurde,, 
dessen  Seiten  denen  des  sphäriwcben  Dreiecks  gleich  sind,  und  dessen  Winkel  yer- 
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Fig.  1. 
Sph&riich. 


schieden  Ton  den  Winkeln  des  sphärischen  Dreiecks  angenommen  werden  mnssten 
gehen  wir  nun  umgekehrt  darauf  ans,  ein  ebenes  Hilfsdreieck  zu  suchen,  welches 
zwei  Winkel  mit  dem  sph&rischen  Dreieck  gemein,  dafür  aber  andere  Seiten  hai 
Mit  Beziehung  auf  Fig.   1.  und  Fig.  2.  denken  wir  uns  ein  sphärisches  Dreieck, 

gegeben  mit  den  Seiten  a  und  h  und  den 
Gegenwinkeln  a  und  ß,  und  konstruieren 
hiezu  ein  ebenes  Hilfisdreieck,  welches  die- 
selben Winkel  a  und  /^  hat  wie  das  sphirische 
Dreieck,  aber  damit  notwendig  andere  Seiten 
a*  ,  V  haben  muss. 

Nach  dem  Sinus-Satze  fftr  das  sph&rische 
Dreieck  und  nach  dem  Sinus-Satze  für  das 
ebene  Dreieck  haben  wir  die  zwei  Gleichungen: 


woraus  sich  ergiebt: 


und 


8tn 


8ina 
sinß 


a 

V 


8in 


b' 


a 

r 

a 

r 

r 

h  - 

58 

■6r8+-- 

a  — 

a8 

'6r2 

H-... 

h    ^ 


(1) 


(2) 


(») 


Diese  Gleichung  ist  befriedigt,  wenn  man  setzt 

«3 


a-  =a  — 


63 


6r« 


«nd    V  =  b-^ 


oder  allgemein  fttr  irgend  eine  Dreiecks-Seite  s  hat  man: 

«8 


«'  =  s  — 


6r2 


(4) 


«8 


Der  so  bestimmte  Wert  ^  ^  ist  das  lineare  Additament  fftr  die  Seite  s,   und 

s8 
wenn  man  den  Halbmesser  r  kennt,  kann  man  eine  Tafel  der  Werte  ^-^  berechnen, 

or» 

I.  B.  für  die  Mittelbreite  qp  =  50^  hat  man: 

log  r  =  6.804  894  log  ^^^^  =  6.612  062 

Damit  ist  zur  Übersicht  folgendes  berechnet: 
s    =  10  000«  20  000"  30  000»  40  000-  60  000-  60  000-  80  000-  100  000-    \ 

^2=    0,004-    0,033-    0,111-    0,262-    0,512-    0,884-    2,096-      4,093-    (         ^^^ 

Wenn  also  z.  B.  eine  Dreiecksseite  s  =  40  000-  Yorliegt,  so  wird  das  zuge- 
hörige s'  =  40  000  -—  0,262  =  39  999,738-,  und  darauf  konnte  man  eine  Dreiecks- 
Berechnung  mit  sph&rischen  Winkeln  grftnden,  welche  nun  ganz  die  Form  einer  ebenen 
Rechnung  hat. 
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Indessen  thnt  man  dieses  in  dieser  Form  gewöhnlich  nicht  geradezu,  sondern 
da  man  doch  logarithmisch  rechnet,  bringt  man  auch  die  Additamente  in  logarith- 
mische Form,  und  dazu  gehen  wir  nochmals  auf  (1)  und  (8)  zurück  und  finden  als 
allgemeine  Beziehung  zwischen  einer  Dreiecks-Seite  s  und  der  reduzierten  Seite  s' 
folgendes: 

S  s'  8 

s*  =  r  sin  — ,  oder  -     =  sin  (6) 

r  r  r  ^  ' 

also  logarithmisch: 

log^==logsm±-  =  log(^-f^  +  ^^^-...)  (7) 

Dabei  haben  wir  noch  die  5.  Ordnung  in  der  Reihe  beibehalteo,  um  nachher 
beurteilen  zu  können,  ob  das  Glied  5.  Ordnung  noch  ron  Einfluss  ist 

Entwickelt  man  den  letzten  Ausdruck  nach  der  logarithmischen  Reihe,  so 
«rh&lt  man: 

logHn-  =  log-  +  l09[l-^^  +  ^^^j 

8  _         8  U8^  U      Si 

U>gsm-~^log--^—^^^  — 
Oder  wenn  man  wieder  s'  nach  (6)  benützt: 

l.,.-fo,.'  =  J-l'  +  -jJ^^  (8) 

Für  die  Mittelbreite  <)p  =  50^  hat  man  hiefür,  nach  Seite  [20]  des  Anhangs: 
log  ^  =  5.24985  -  20  log  :^  =  0.16294  ~  40 

oder  fftr  Einheiten  der  7.  Logarithmen-Dezimale: 

log  J"^  =  2-24985  -  10  log  jg^  =  7-16294  -  30 

Für  8  =  100  000"  oder  log8  =  5.00000  als  Beispiel  genommen,  giebt  dieses: 
/.  «2  =  0.000  0177-8  jj^  84  =  0.000  0000-001 

Daraus  folgt,  dass  Ar  gewöhnliche  Dreiecks-Seiten  das  zweite  Glied  der  Formel 
(8)  xmmerklich  ist,  und  dass  man  deswegen  bei  dem  ersten  Gliede  von  (8)  stehen 
bleiben  kann. 

Indem  wir  das   logarithmische  Additament  mit  Ä  bezeichnen,  schreiben   wir 
mit  Weglassung  des  zweiten  Gliedes,  zur  Zusammenfassung: 
A  =  log8  —  log  s' 

oder^  =  %- logsin~==^s^    wo /o^^^  =  2-249846  — 10 für g)  =  50*»    (9) 

Damit  ist  die  Hilfstafel  auf  Seite  [43]  des  Anhangs  berechnet,  und  zwar  in 
zweifacher  Form,  L  als  Funktion  von  logs,  mit  der  Annahme  logr  ^  6.804  894  für 

q  =r  50®  und  n.  als  Funktion  von  log  — . 

Die  erste  Tafel  L,  d.  h.  der  obere  Teil  von  Seite  [43],  ist  die  bequemere  für 
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Die  Additamenten-Methode. 


§  42. 


Dreiecks-Berechnuog,  weil  man  geradezu  mit  log  s  (far  s  in  Metern)  einzugehen  hat, 

während  man  im  Falle  II.,  d.  b.  im  unteren  Teile  von  Seite  [43],  zuror  log  —  bilden 

mns8,  das  man  sonst  nicht  braucht  Die  Tafel  IL  ist  aber  andererseits  allgemeiner 
brauchbar,  weil  sie  nicht  wie  I.  an  eine  bestimmte  Annahme  ftür  den  Halbmesaer  r 
gebunden  ist,  und  weil  sie  auch  noch  für  anderes  Mass  als  Meter  (z.  B.  Fusse,  Toisen, 
Ruten  u.  s.  w.  bei  Uteren  Triangulierungen)  anwendbar  ist. 

Zu  einem  Zahlen-Beispiel  nehmen  wir  wieder  das  klassische  Dreieck  des  Yorig«i 
§  4L  S.  237: 

Inselsberg     a  =  40 «^  39' 80,380"    \ 

Hohehagen    /Sl  =  86   13  58,840      I 

Brocken         y  =  53     6  45,630      f  (^^> 

ISO«»   0*  14,850"    f 
Basis  b  =  105  972,850-  log  b  =  5.025 1946-1  (11) 

Hiezu  braucht  man  das  logarithmische  Additament,  das  aus  der  Elilfistafel  L 
Ton  Seite  [43]  des  Anhangs  ffii  log  8  =  5.0252  durch  Interpolation  =  199*7  entnom- 
men werden  kann.  Da  jedoch  jene  HilÜBtafel  L  Seite  [43]  für  die  Mittelbreite  9  =  50^ 
gilt,  wahrend  unser  Dreieck  die  Mittelbreite  qp  =  51<»  22,6'  hat,  mit  logr  =  6.804962. 
und  da  unsere  Dreiecks-Seiten  sehr  gross  sind,  so  berechnen  wir  diesesmal  das  Addi- 
tament  A  besonders: 


logb^ 
log  (^ :  6  r2) 

log  Ab 


10.05039 
2-24971 


(12) 

2.30010       Ab  =  199-57 
Dieses  ist  nur  wenig  verschieden  von  dem  aus  der  Tafel  entnommenen  199-7. 
Nun  hat  man  eine  logarithmische  Berechnung  im  wesentlichen  wie  in  der 
Ebene,  n&rolich  nach  (10),  (11),  (12): 


logb 
Logar.  Additament 


5.025  1946-1 
— 199-6 


logb' 
log  sin  ß 


5.025  1746-5 
9.999  0606-9 


oder 


logb' 
Erg.  log  sin  ß 


log{b'  isinß) 
log  sin  a 

loga' 
Logar.  Additament 


5.026  1139-6 
9.813  94661 

4.84ÖÖ6Ö5-7 
H-85-1 


log  sin  y 


6.025  1746-5 
0.000  9393-1 


5.026  1139-6 
9.902  9908-8 


logb' 
Logar.  Add. 


löge 


4.929 1048-4 
+  128-2 


(13) 


4.929  1176-6 


6  =  84941,060- 


(14) 


loga  I  4.840  0690*8 
a  =  69  194,105- 
Dieses  stimmt  hinreichend  mit  (15)  §  41.  S.  237. 

Die  soeben  bei  (13)  gebrauchten  Additamente  entnimmt  man  wieder  aus  der 
Hilfstafel  I.  von  Seite  [43]  des  Anhangs,  oder,  wenn  man  die  letzte  Stelle  ganz 
scharf  haben  will,  berechnet  man  dieselben  ebenso  wie  vorher  bei  (12). 

Vergleicht  man  die  Rechnung  nach  dieser  Additamenten-Methode  mit  der  Rech- 
nung nach  dem  Legendre  scben  Satze,  in  Hinsicht  auf  Bequemlichkeit,  Übersichtlicb- 
keit  u.  dergL,  so  wird  man  et?ra  sagen  können: 
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Der  Legendresche  Satz  empfiehlt  sich  bei  einem  einzekien  Dreieck  oder  bei 
seltener  Anwendong,  darch  seine  Unabhängigkeit  von  allen  besonderen  Hilfen,  denn 
den  Excess  b  mnss  man  der  Winkelprobe  wegen  bei  dem  anderen  Verfahren  doch  auch 

6  ß  B 

kennen,  und  der  Legendresche  Satz  selbst,  d.  h.  die  Verteilung  -q- -»-  «  "•"  "ö"  ^^^ 

o  o  o 

immer  im  Ged&chtnis. 

Dagegen  bei  ganzen  Dreiecks-Netzen,  mit  vielen  zusammenhängend  zu  rechnen- 
den Dreiecken,  ist  die  Additamenten-Methode  vorteilhafter.  Man  reduziert  zunächst 
nur  den  Logarithmus  der  Basis  des  Netzes  (logb'  =logh  —  Ah),  dann  rechnet  man 
das  ganze  Dreiecks-Netz  mit  den  sphärischen  Winkeln  durch,  und  erhält  dadurch  zu- 
nächst lauter  reduzierte  Werte  log  d,  log  d  u.  s.  w.,  die  man  dann  aber  nachher  alle 
anf  einmal  mit  der  Additamenten-Tafel  auf  log  o,  log  c  u.  s.  w.  reduzieren  kann. 

Ein  Vorteil  des  Additamenten-Verfahrens  besteht  auch  darin,  dass  man  nur  eine 
Tabelle  der  Dreiecks- Winkel  a,  ß,  y  . ,.  führen  muss,  während  für  den  Legendre sehen 
Satz  eine  zweite  Tabelle  der  a',  ß\  i  nötig  ist,  welche  nicht  nur  die  Akten  ver- 
mehrt, sondern  auch  Veranlassung  zu  Irrtümern  geben  kann,  wenn  nachher  zur  Coor- 
dinaten-Berechnung  u.  dergl.  wieder  die  sphärischen  Winkel  selbst  gebraucht  werden. 

Zmtmm/trkang  gunschen  dem  Legendreschen  SaUe  und  der  Additamenten-Methode, 

Diese  beiden  Rechnungs-Arten  beruhen  auf  Reihen-Entwicklungen  sphärischer 

Formeln  bis  auf  Glieder  von  der  Ordnung  - y,   und   es  muss   deshalb   möglich  sein, 

beide  Rechnungen  in  ihren  Formeln  gegenseitig  auseinander  abzuleiten,  was  wir  nun 
noch  zeigen  wollen. 

Mit  Annahme  der  bisherigen  Bezeichnungen  hat  man  nach  dem  Legendreschen 
Satze: 


sinla  —  -^  j      sin  a  — ^  cos  a      sin  all  —  —  cotg  a  J 
s^inlß ö")      sinß^-^eosß       sin  ß  ll  — -^  cotg  ßj 


(15) 


Nun  ist  6  =  ~| ,  xmd  wenn  man  in  den  Eorrektions-Gliedem  ebene  und  sphä- 
rische Winkel  vertauscht,  so  hat  man: 

2  6  c  cos  a  =  62  -h  c2  —  02 
hcsina  =  2  ^ 

also  cotga=        ^^    -      ,      -  =  ^^^  (16) 

e      ,  &2H-c2  —  aa         ,      c      ,    »      a2-f-d2  — 62 

-3^*^«=— 1272—     ^"^     -3^"*^^=-^W— 

Damit  giebt  (15): 


sm 
sin 


[  "^     12  r2     y 


Jordao,  Handb.  d.  Venneunngsknnde.    4.  Aufl.    III.  Bd.  16 
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Dieses  kann  man  anch  so  schreiben: 

sinß"  h  [        6r2/  i    "^  6  r«;  "  6  -  ___  ^2 

6r2 

Dieses  stimmt  nach  (1),  (3)  §  42.  S.  288  mit  der  Additamenten-Metbode  Aber- 
ein;  es  ist  also  der  oben  angegebene  Zosammenhang  bewiesen. 

Die  .AddiUmenten-Methode*  wnrde  in  Bayern  eingeführt  doroh  Soldner.  Weiteret  hierüber 
findet  num  in  dem  «mtUehen  Werke:  .Die  Bayerische  Landee-Termeeeong  in  ihrer  wieaenaohaft- 
liehen  Grandlage.  München  1878,  S.  268  n.  IL  (auf  &  362  n.  ft  Abdruck  einer  Abhandlung  Soldner, 
Tom  5.  Mai  1810).  YgL  auch:  Bohnenberger,  .De  computandls  dlmentlonibua  trigonometrlcis  in 
snperflcie  terrae  ■pbaeroldiea  Inetltutia".    Tnbingae  1826.  §  11. 

Auaführllohere  Additamenten*Tafeln  als  unsere  Tafel  Seite  [48]   finden  sich  In  manchen 
geod&tischen  Werken,  z.  B.  in: 
Bremiker,  Studien  über  höhere  Geodäsie,  Berlin  1868.    Anhang  Tafel  IIL,  Reduktion  TOn  Bogen  auf 

Sehne,  d.  h.  0,26  Ä,  wenn  Ä  der  Wert  unserer  Tafel  11.  Seite  |48]. 
Bremiker,  Tafel  zur  Verwandlung  von  Log.  Bogen  in  Log.  Tangente.    WissenschafUlche  Begründ- 

ung  der  Bechnungs-Methoden  des  Centralbureans  der  Buropiisohen  Qradmeasnng.    Beilage 

zum  Generalbericht  d.  Europ.  Gr.  für  1870  (giebt  r  =  2  ^). 

Auch  die  Zahlen  5,  welche  in  der  Bremiker  sehen  und  Schrön  sehen  7-staUlgen  Logarithmen- 
tafel und  auch  in  anderen  Tafeln  am  Fuss  Jeder  Seite  der  Logarithmen  der  natürlichen  Zahlen 
angegeben  sind,  stehen  in  einfacher  Beziehung  zu  unseren  Additamenten.    Es  ist  n&mlich  dieses  8: 

S  ^  log  —  —  A  =  log  »in  1"  —  A 

z.  B.  in  Schrön  8.  29  findet  man  für  0»  ST  0"  5  =  4.686  6669-8.  Dabei  ist  log  (1 : 9)  =  4.686  5748'7 
und  unsere  Tafel  n.  auf  Seite  [43]  giebt  für  den  Oentriwinkel  Q*  86'  0"  den  Wert  A  =  794,  was  die 
Differenz  der  beiden  soeben  geschriebenen  Zahlen  ist.  Für  die  Zahlen  T  der  Logarithmentafeln 
gilt  die  entsprechende  Gleichung: 

Tsslog-r-r,-{-iA=:  log  »in  1"  +  2  il 


§  48.    Yerschiedene  sphftrisehe  Aufgabeu. 

Nachdem  wir  die  Reduktion  eines  sphärischen  Dreiecks  auf  ein  ebenes  Hilfs- 
dreieck in  zweifacher  Weise  kennen  gelernt  haben,  können  wir  auch  andere  Aufgaben 
als  die  zuerst  behandelte  Berechnung  eines  Dreiecks  aus  einer  Seite  und  allen  Winkeln 
losen.  Wir  wollen  hier  noch  die  Bestimmung  eines  sph&rischen  Dreiecks  ans  zwei 
Seiten  und  dem  eingeschlossenen  Winkel  und  dann  die  sphärische  Aufgabe  des  Blick- 
wärts-Einschneidens  Yomehmen: 

J.  Bestimmung  eines  sphäriseheti  Dreiecks  &,  c,  a  nach  dem  Legendreschen  Satt, 

Wenn  zwei  Seiten  h^  e  und  der  eingeschlossene  Winkel  a  gegeben  sind,  so 
kann  man  daraus  sofort  den  Excess  s  berechnen: 

e=zbesina^^  (1) 

Damit  hat  man  auch  die  Summe  der  beiden  andern  Winkel  ß  und  y: 

ß-hy=lSO''-hB-'a  (2) 
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Betrachtet  man  nnn  das  Legendre  sehe  ebene  Hilfedreieck  und  berücksichtigt,  dass : 

80  findet  man  nach  den  Gauss  sehen  Gleichungen  der  ebenen  Trigonometrie: 

a  —  I/o  6 

(6  +  c)  «Ml g^5_ 

Z       __N 

Aus  (2)  und  (4)  hat  man  also  ß-hy  und  ß  —  y,  folglich  auch  ß  und  y  und 
mit  Probe  a  aus  (4),  womit  die  Au^be  gelost  ist 

IL  Bestimmung  eines  sphärisehen  Dreiecks  h,  e,  a  nach  der  Addüamenten'Meiihode, 

Wenn  b  und  e  logarithmisch  gegeben  sind,  so  ist  folgende  Rechnung  bequemer 
als  die  yorige: 

Fttr  ein  ebenes  Dreieck  mit  den  Seiten  V  und  cf  und  den  Winkeln  ß  und  y 
hat  man,  mit  Einfdhrung  eines  Hilfswinkels  X  folgendes: 

sinß_b'^     1 
siny~~  &  "  tangi. 
sinß  —  «hy__l  —  tang  X 
sin  ß -h  sin  y  "  l -h  tang  X 

tang  ^^  =  tang  ^^  cotg  {X  -h  45*') 

Für  das  sphärische  Dreieck  setzen  wir  entsprechend: 

logV  =logh  —  Ah      ,      log  c'  =  log  c  —  Ä^ 
wobei  Ab  und  A^  die  Additamente  you  b  und  c  sind.    Man  rechnet  nun  den  Hüfs- 
winkel  X  nach  der  Formel: 

cotgX^^  (5) 

dann  bestimmt  man  den  sphärischen  Excess  e  durch  eine  Torläufige  Dreiecks-Berech- 
nung, und  hat  dann: 

j5  -h  7  =  180^  4-  e  —  a 

Umg  ^~^  =  tang ^"^^ cotg {X  h-  450)  (6) 

Aus  ^-«-^  und      n      erhält  man  j^  und  y. 

Die  dritte  Seite  a  kann  man  sodann  sowohl  nach  dem  Legendre  sehen  Satz  als 
auch  nach  der  Additamenten-Metbode  bestimmen. 

IIL    RückwärtS'Einschneiden, 

Wir  nehmen  in  Fig.  1.  S.  244  dieselben  Berechnungen  wie  früher  für  die  ebenes 
Bückwärts-Einschneiden  in  Band  H,  4.  Aufl.  1893,  §  89.  und  wir  haben  auch  nur 
wenig  an  der  früheren  Rechnung  zu  ändern. 
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Drei  Punkte  A,  M,  B  sind  gegenseitig  festgelegt  durch  die  Seiten  A  M  =  a, 
MB  =  b  und  den  Winkel  JJJtf  X  =  y;  ein  Punkt  P  soll  durch  Messung  der  Winkel 
a  und  ß  gegen  A,  M,  B  festgelegt  werden. 

Man  lost  diese  Aufgabe  zun&chst  Torliufig 
^8-  *•  _       genähert  auf,  indem  man  die  Figur  als  eben  be- 

handelt (d.  h.  man  rechnet  zuerst  nach  Band  II» 
4.  Aufl.  1893,  §  89).  Dann. hat  man  so  viel  An- 
halt,  um  die  sphärischen  Excesse  «j  und  e^  der 
beiden  Dreiecke  PAM und  P MB  zn  berechnen,  und 
damit  ist  auch  die  Summe  (f  -h  q)  bestimmt,  nämlich : 
(jp-h^  =  860*^  -h  «1  -h  62  -  (a  -h  i?  H-  y)  (7) 
Mit  den  logarithmischen  Additamenten  A^ 
und  Ah  wird  reduziert: 

loga  —  Aa  =  log  a!    und    logh  —  Ah  =  log  h' 
dann  lässt  sich  die  Rechnung  wie  fflr  ein  ebenes  Viereck  weiterfahren;  man  setzt: 

. —  :  -^— 7>  =  tang  A 
sin  a  8tn  p 

und  findet: 

tang  ?^-^  =  tang^'^'^-  cotg  (X  +  45«)  (8) 

Nachdem  somit  durch  (7)  und  (8)  die  beiden  Winkel  q>  und  xp  bestimmt  sind, 
können  alle  Dreiecks-Seiten  nach  dem  Legendreschen  Satze  oder  nach  der  Addita- 
menten-Methode  weiter  berechnet  werden. 

Diese  3  Aufgaben  mögen  genftgen,  nm  zu  zeigen,  dass  man  mit  dem  Legendre sohen  Satz 
und  mit  der  Additamenten-Metbode  nahezu  alles  berechnen  kann,  was  In  der  ebenen  Trigonometrie 
berechnet  zn  werden  pflegt.    Die  sph&riachen  Beohnnngen  dieser  Art  spielen  aber  keine  wichtige  Rolle. 


§  44.    Sphärisch-trigonometrisclie  Belhen-Entwicklangeii  bis  zur 
Ordnnng     ^  einschliesslich. 

Der  Legendresche  Satz  und  die  Additamenten-Methode  beruhen  auf  sphärisch- 
trigonometrischen Beihen-Entwicklungen,  die  wir  beim  Legendreschen  Satze  nur  bis 
auf  Glieder  von  der  Ordnung  1  :  r^  einschliesslich  genau  im  Schluss-Ergebnis  behan- 
delt haben.  Bei  der  Additamenten-Methode  haben  wir  in  (8)  §  42.  S.  289  noch  ein 
Glied  Ton  der  Ordnung  1  :  r^  hinzugenommen,  weil  sich  das  ohne  besondere  Mflhe 
nebenbei  ergab;  und  es  hat  sich  gezeigt,  dass  dieses  höhere  Glied  bei  den  praktischen 
Berechnungen  mit  Dreiecks- Seiten  bis  100  000"  und  darflber  unmerklich  ist. 

Obgleich  dadurch  die  Wahrscheinlichkeit  nahe  gelegt  wird,  dass  auch  in  den 
übrigen  verwandten  Entwicklungen  die  Glieder  von  der  Ordnung  1  :  r^  genügen, 
mflssen  wir  doch,  um  ein  sicheres  Urteil  zu  haben,  die  höheren  Glieder  kennen  lernen. 

Allerdings  ist  dabei  zu  berücksichtigen,  dass  eine  sehr  weit  und  fein  geführte 
sphärische  Berechnung  für  die  Geodäsie  zunächst  wenig  Wert  hat,  solange  die  sphärische 
Berechnungs-Art  überhaupt  nicht  strenger  begründet  wird  als  dieses  in  unserem  §  38. 
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S.  226—227  geschehen  ist;  denn  ausser  den  höheren  Gliedern  von  der  Ordnung  1 :  H 
sollte  man  auch  den  Einfloss  der  Ungleichheit  der  Krümmungen  nach  verschiedenen 
Richtungen  und  die  von  der  geographischen  Breite  abhängigen  Änderungen  der 
Krümmungen  untersuchen. 

Dieses  können  wir  erst  später  thun,  und  wenn  wir  jetzt  die  höheren  Glieder 
Ton  der  Ordnung  1  :H  untersuchen,  so  hat  das  zunächst  den  Sinn,  dass  wir  uns 
überzeugen,  ob  die  Entwicklungen  bis  1 :  r^  einschliesslich,  hinreichend  sind,  um  die 
geschlossenen  sphärischen  Formeln,  welche  man  ja  auch  anwenden  könnte,  zu  ersetzen, 
und  zweitens  sollen  durch  die  nachfolgenden  Entwicklungen  unsere  späteren  Entwick- 
lungen mit  der  geodätischen  Linie  zweckmässig  vorbereitet  werden. 

Beim  ersten  Studium  der  höheren  Geodäsie  im  Sinne  des  Verständnisses  unserer 
heutigen  Landes- Vermessungen  wird  man  den  hier  folgenden  §  44.  zunächst  ganz 
übergehen  und  erst  viel  später  nach  Bedürfois  nachholen. 


J.    Der  sphärisdie  Exeess, 

Wir  betrachten  in  Fig.  1.  das  rechtwinklige  sphärische 
Dreieck  ABC  mit  der  Hypotenuse  s,  mit  den  Katheten  p  und 
q  und  mit  den  Winkeln  90°,  ß  und  a.  Da  einer  der  Winkel  =  90® 
ist,  ist  der  sphärische  Exeess: 

«  =  «  -h  /3  -h  90*»  — 180«> 
oder 

ß  =  aH-|5  — 90<'  (1) 

Dieses  rechtwinklige  Dreieck  Fig.  1.  giebt: 


cotg  a  cotg  ß  =  cos- 


oder    =1  —  2  «inS 


also 


2r 


cotg  a  cotg  ß  = 


2r 


sin  asinß  —  cos  a  cos  ß 


sin  a  sin  ß 


,        a\  •  sinhsiv^  — 

2  *jn2  -^  =  —  ^^  ^^  "^  i^)  =      ^^^      = !1 

2r  sin  asinß       sin  asinß        •   P    -    9. 


sin  ^^sin- 

r        r 


sm  -^  sin  -^ 
r         r 


2  cos^ 


(2) 


Dieses  bis  -^  entwickelt  giebt: 

_  U       ßry[r       6r3/  _ 


pq       pq(p^-h  q^) 


2r^ 


12  H 


)(-Ä) 
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akbald: 


Da  man  aber  in  den  höheren  Gliedern  s^  =  pS  h-  g^  setzen  dart  so  giebt  dieses 


«=f|-&(^-^^) 


(3) 


Flg.  2. 


IL    Die  KaiheUn-Formeln. 

Das  rechtwinklige  sphärische  Dreieck  Fig.  2.  giebt  nach 
§  27.  S.  163: 

(4> 


.    q         .    8     . 


tang  —  =  Uxng  —  oosa 


oder  entwickelt: 


(5> 


Um  diese  Gleichungen  nach  q  bzw.  nach  p  aufeulOsen,  benutzt  man  zun&chst 
die  ersten  N&herungen: 


q  =  8sina^ 


r2*' 


p  —  8  cos  a-^--^. 


^  __8^  siffi  a       1 
6^2  ""  ~6T2~  "^  H 


8 1-2 


8^C08^  a 

"~3r2~ 


6r2 


«8     . 
*  6r2 

«8     . 
6r2 


^iii8a 


j>  =  «  C(w  a  -h  ö— 2  cosa  —  ^— ^  coäS  a 

j»8 

jp  =  «  cos  a  -h  Q— 2  **»^  aco8a  (6) 


Wir  werden  diese  Entwicklungen  noch  um  ein  Glied  weiter  treiben,  wollen 
dieses  aber  nur  noch  an  der  Formel  fOr  q  ausführlich  zeigen.  Statt  (5)  hat  man  dann : 

«5 


__  g8  3*     _  / ^ 

^      Wr^  "^  120  H  -y       67i 
hiezu  hat  man  nach  (6): 


7a^r2öri)'^''«  ^'> 


3    5* 

08  =  ^  sivß  a ^  -5  M»8  a  cos^  «  -h  . . . 

g5  =  36  ^n^  a  -h  . . . 
Wenn  man  diese  beiden  Ausdrücke  für  gp  und  ^  in  (7)  einsetzt,  so  bekommt  man: 

6r2''"'  ^  ^120H' 

«5 


q  =  ssina  —  w—^ stn  a  -h  . 


zsrn  a 


5—5  sifß  «  —  -  „  ^  «ifi8  a  eo8^  a 
6  r2  12  H 


55 


«tw^cr 


so  findet  man 


120  H 

Wenn  man  dieses  ordnet  und  berücksichtigt,  dass: 
«4  =  ^  (siffi  a  •+•  cos^  a)2 


«8 


q  =  88ina  — ;;— =  8in  a  co8^  a  - 
^  6r2 


120  H 


8in  a  cos2  a  (8  sitfi  a  —  C052  a) 


(8) 
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Dieses  ist  die  Weiterentwicklung  der  ersten  Formel  der  Gmppe  (6) ;  die  Weiter- 
entwicklang  der  zweiten  Formel  der  Qmppe  (6)  wird  ebenso  gemacht  nnd  giebt: 

p  =:  aeosa-h  ir-^ siff^ acosa-h  =-=— : sttfi a cos ce (2 «n* a  —  coa'^ a)  (9) 

Umkehrung  der  Reihm  (B)  und  (9). 

Man  kann  die  Reihen  (8)  nnd  (9)  auch  umkehren,  d.  h.  man  kann  ssina  und 
«  CO«  a  in  Potenzen  Ton  q  und  p  ausdrücken.  (Man  konnte  hiezu  das  allgemeine  Ver- 
fahren anwenden,  das  wir  in  $  29.  S.  180 — 181  angedeutet  haben;  wir  ziehen  es 
aber  hier  Tor,  ohne  alle  Yorbereitongs-Hilfsmittel  zu  verfahren.) 

Jedenfiedls  hat  man  in  erster  Näherung  aus  (8)  und  (9): 

8  8in  «  =  ^4-...  «cosa  =  |>H-... 

folglich  sofort  in  zweiter  Näherung  aus  (8)  und  (9): 

q  v^  q^  P 

8  8ina  =  q-^  Y^^  -h  . . .  scosa^p-^ ^  4-  . . . 

folglich  zum  Einsetzen  in  die  höheren  Glieder  von  (8)  und  (9): 

s^sitfi  a  =  j2  -I-  ^^  -^. . . .  s^co8^a  =  p»  —  2  ^^  -h  . . . 


8^8ifi^aco8a=  ^^2H.^^j  (^""  It^)  =  ^^^"^ 

8i8maco8^a=  (^q  +  |^j  (i>2-  2  ?|^j  =  qp^ 
Setzt  man  dieses  in  (8),  so  bekommt  man: 


3r2        3r2"^'* 
^  6r2  3r2  ^ 


Dieses  giebt  geordnet: 

*m«  =  <r  +  |5-g|^^(16g2-7p«)  (10) 

und  auf  gleiche  Weise  bekommt  man  aus  (9): 

.cosa  =  i>-?^'|-^(58-+-2;>2)  (11) 

IIL    Die  Hypotenusen-Formd, 

Aus  den  soeben  gewonnenen  Formeln  (10)  und  (11)  kann  man  auch  eine  For- 
mel für  «2  herstellen,  indem  man  saina  und  scoaa  quadriert  und  addiert.  Wenn 
man  dabei  die  höheren , Glieder  wie  bisher  vernachlässigt,  so  bekommt  man: 

««  CO»«  «  =  ;)8 -(- $^  -  2  ?|f '  -  2 1^5  (9' +  2 /,2) 


Digitized  by 


Google 


248 


Sphäriach-trigon.  Beihen-Entwicklongen  bis  zur  Ordnung  —  einschl. 


§44. 


(12) 


Wenn  man  dieses  zusammennimmt  und  ordnet,  so  findet  man: 

'   -«  ^^--372^  45H 

Man  kann  diese  Formel  auch  unmittelbar  finden  durch  Entwicklung  von 

s  <l        P 

r  r         r 


IV,    Der  erweiterte  Legendresche  Satz, 

Nach  Andeutung  von  Fig.  4.  verbinden  wir  zwei  rechtwinklige  sphärische  Drei- 
ecke zu  einem  allgemeinen  sphärischen  Dreieck  ABC,  indem  die  beiden  Katheten 
€[  und  4  nun  die  Seite  C  B  =  a  bilden ,  zu  welcher  die  gemeinschaftliche  Kathete  p 
als  Höhe  gehört. 

Fig.  4.  Flg.  5. 

A 


Die  Winkel  ^4*,  B*,  C*  des  ebenen  Dreiecks,  Fig.  5.,  deren  8umme  Ä*-hB*-hG* 
=  180^  ist,  entsprechen  den  Winkeln  a',  ß\  -f  in  der  früheren  Fig.  2.  §  41.  S.  234. 

Der  Dreiecks- Winkel  A  setzt  sich  nun  aus  den  beiden  Winkeln  a  und  oC  der 
beiden  rechtwinkligen  Dreiecke  so  zusammen: 

^  =  a  -h  a*,    also    cos  A  =  eosacosv^  —  wna  sin  a* 

Nun  hat  man  nach  (11): 

p  32         p  g2 


(13) 


hCOSÜL    =1  p 

ecosc^  =  p 


3r2 

P^ 
'  3r2 


360  H 

Mi 
360  H 


(16;>2-h8  32) 
(16/>2+8^2) 


5.,-.«=,^0^_^li,(7p2-16,2) 


p»q'P^^ 


c«na'  =  g'4-^-h 


360  r4 


(7^  —  16  g'2) 


(14) 
(15) 
(16) 
(17) 


Wenn  man  (14)  und  (15)  multipliziert,  dabei  die  höheren  Glieder  vernachlässigt, 
und  dann  nach  gleichen  Potenzen  ordnet,  so  bekommt  man: 


bccosacosi/  =  |>2 . 


j^q2 


3  r2       360  H 
p»q'2      f»q2q'i 

■  3r2   "^     9H 
p2q^2 


(i6p^-hSq^) 


360  H 


(16p2-H8  5'2) 
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Auf  gleiche  Weise  findet  man  auch  aus  (16)  und  (17): 

5cma«n«'  =  3g'+?^+gf-J(7i)2-16  52) 

Diese  beiden  Ausdrücke  zusammen  geben: 

1)2 

heieosaeosa' — sinasinc^)  =:hceo8  (a-h^)  =^bcco8A  =fß—q^  —  ^^i^^-^^^-^QQ') 

--'^^-^(l6p»q^-hiep»q'^-^2ip»qq'-hSq*'^Sq'*'-40q^q'^-lQq^q''-16q^        (18) 
Nun  hat  man  nach  der  Hypotenusen-Formel  (12): 

und  unmittelbar       o«  =  (^  H-  g^)«  =  g«  -h  2  ^  g'  -h  g*«  (20) 

Zugleich  wird  in  Fig.  5.  ein  ebenes  Dreieck  eingeführt,  dessen  Seiten  a,  6,  c 
gleich  sind  den  Seiten  des  sphärischen  Dreiecks,  und  dessen  Winkel  A*^  B*t  C*  be- 
stimmt werden  sollen.    Ffir  das  ebene  Dreieck  hat  man  bekanntlich  die  Qleichung: 

2  6ccos^*  =  5«4-c2  — o« 
und  wenn  man  hier  die  Werte  (19)  und  (20)  einsetzt,  so  bekommt  man: 

6cco5il♦=l>«-g3'-^2(g«-+-g'8)-^^^(|)232-H^^'2^.^-H3'*)      (21) 

Dieses  (21)  wird  mit  dem  Mheren  (18)  verglichen,  wodurch  man  nach  einiger 
algebraischer  Umformung  finden  wird: 

6c(co*il*-«>s^)=^(^  +  flO«-H^'^«')?(3p2H-(^4.^')2_8^5')    (22) 

Das  hier  Torkommende  Produkt  p  (q-^-^)  steht  in  naher  Beziehung  zu  &  e  ^m  Af 
denn  wir  haben  aus  (16)  und  (15)  mit  Weglassung  der  letzten  Glieder: 

hcstnacosaf  =pq-]-^^^-^^^^ 


Entsprechend  geben  auch  (14)  und  (17): 
bceosasino^  =  pq'  -^ 
Die  Addition  dieser  beiden  Gleichungen  giebt: 


hceo8a8%na:=pq'-h^-^^l 


b c {sin acoscd  -hcosasinci^)  —  bC8inA=p{q'j-q^)'^ ^^ r2 ^    (p^^2q q') 
also:  p{q'hq')  =  bcsinA(l^~(i^-2qq')^  (28) 

Das  Ziel  dieser  Entwicklung  ist  die  kleine  Winkel-DifTerens  zwischen  A  und  A*, 
und  wir  wollen  deshalb  setzen: 

A  —  A*  =  x  (24) 


Digitized  by 


Google 


250        Sphftrisch-trigon.  Reihen- Entwicklungen  bis  zur  Ordnung  —  einschl.       §  44. 

folglich  in  erster  N&herang: 

eosA=^eo8  (A*  -h  «)  =  cos  A*  —  a?  «in  il*  H-  . . .  (25) 

Setzt  man  dem  entsprechend  cos A*  —  co8A  =  X9mA*  in  (22),  nnd  berück- 
sichtigt  (28)  genähert,  mit  A  =  il*,  so  erh&lt  man: 

«  =  ^(^4-(?')  (26) 

Damit  entwickelt  man  eine  zweite  Annäherang: 

A  =  ^*-Hg^2(2-+-^)    ,    9inA-sinA*-¥^^(q^^)coaA*-^.,, 


8%n 


A  =  «n  il*  (l  4-  ^ (^  +  g') cotg  A*^  (26a) 

oder  mit  Ersetzung  von  cotgA*  ans  (21)  und  (23)  genähert: 

Dieses  in  (26  a)  gesetzt  giebt: 

«n  A  =  HnA*  (l  -^  ±^(p2^  qq')^  (27) 

Damit  kann  man  in  (23)  die  Funktion  sinA  durch  sinA*  ersetzen,  und  da- 
durch bekommt  man: 

i)((?  +  g')  =  6c«nil»(l  +  A^(i>2-^j')-^^(p2-2^^)) 

p{q-hq')  =^bednA*  (l-h  -^\^qq'^  ^  2  ^  (l  -^  ^\^qq'^  (28) 

Hier  haben  wir  die  Fläche  £^  des  ebenen  Dreiecks  eingeführt,  nämlich: 

?^^'  =  A  (29) 


Nun  gehen   wir  zum  zweiten  Male  auf  (22)  zurück,  und  bilden  durch  Ein- 
setzung von  (28): 

fSp2^(q^^)2^Sqq'\ 
r2 


..(».•-^.,  =  |A-(,,|i),;i^(» 


Hier  ist  nach  Fig.  4.  zu  berücksichtigen: 

J>2  +  g2  =  ^2     ,    |)2  -4-  g'2  =  c«     Und     {q  +  q')^  =  a« 
womit  man  finden  wird: 

Nun  wird  die  frühere  Entwicklung  (25)  noch  um  ein  Qlied  weiter  geführt, 
nämlich  mit  A'—A*  =  x: 

x2 

co8A  =  co8{A*-hx)z=cosA*-'XsinA* cos  A* 


cos 


A  —  eosA*  =  —  $in  A*  Ix  -h  -^  cotg  A* ) 

Google 
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r* 

Dieses  in  (80)  gesetzt,  zugleich  mit  Bücksicht  auf  (29)  giebt: 

a?4.^coei7^*  =  A  +  ^A(352^3c2-a«)  (30a) 

Die  erste  Näherang  fQr  x  ist: 

Dazu  hat  man  ans  dem  ebenen  Dreieck: 

cos  A*  = s-i sm  A*  =  -—^ 

25c  hc 

also  von  (80  a): 

Dieses  in  (80a)  gesetzt  giebt: 

Hiebei  ist  die  Winkelredaktion  A  —  A*  ^  x  in  analytischem  Masse  dargestellt; 
am  auf  Sekunden  überzugehen,  muss  man  den  Faktor  q  zusetzen.  Thut  man  dieses 
und  schreibt  zugleich  auch  die  zwei  anderen  entsprechenden  Formeln  für  B  —  B*  und 
C  —  C*,  so  hat  man : 

a;  =  A-^*  =  Ap  +  _^  ^(02^7624- 7  c2)  (31a) 

y=.B^B*^^Q  +  ^Q{la^^h^  +  l<^)  (32a) 

'  =  ^-^*  =  ^^^3^^(^^'^''^'^''>  <^*^ 

Summe    b  =  ^^  q^ -^  Q(a%^lß^  <^)  (34) 

Unter  ^  ist  hier  die  Fläche  des  ebenen  Dreiecks  verstanden,  das  aus  den  drei 
Seiten  a,  h,  c  konstruiert  werden  kann,  und  die  vorstehenden  Formeln  sind  immer 
nur  Häherungs-Formeln,  weil  noch  höhere  Glieder  vernachlässigt  sind.  Wenn  man 
dagegen  die  kugelförmige  Oberfläche  F  des  sphwrischen  Dreiecks  benützt,  so  hat  man 
die  schon  früher  in  (2  a)  §  40.  S.  281  aufgestellte  strenge  Formel: 

«  =  -Je  (36) 

Durch  Yergleichung  von  (85)  und  (34)  hat  man  auch  eine  Yergleichung  zwischen 
F  und  A,  nämlich: 

Hiefür  kann  man  auch  noch  eine  andere  Form  finden,  indem  man  nach  (31a) 
schreibt: 


^n  A  =  sin  A*  -h  ^^  cos  A*  =  sin  A* 
3r2 
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Nimmt  man  hiezn  die  einfachen  Beziehungen ,  2heeo8A*  =  b^-h(ß  —  ä^  und 
2  ^  =  5  c  «n  A*,  so  findet  man: 

sinÄ  _         ft2  -4-  c2  —  gg 
sm  ^*  "     "*"        12  r2 
dieses  auch  auf  die  beiden  andern  Winkel  angewendet  giebt  fftr  (86) : 


^  ~  ^  f  8in^*sm5*«n(7*  ^^^^ 

Von  ähnlicher  Bedeutung  wie  (36)  ist  auch  die  aus  (34)  folgende  Gleichung: 

-r2-  =  *i^ 247^-j  <^^) 

Setzt  man  dieses  noch  in  (31a),  (31b),  (31c),  so  wird  überall  A  durch  e 
ersetzt  und  man  hat: 

Summe  €  =  €    (Probe)  (40) 

Endlich  kann  man  hier  noch  eine  kleine  Form-Veränderung  vornehmen  dadurch, 
dass  man  den  Mittelwert  m^  von  a^,  Iß  und  e^  einfahrt,  nämlich: 

3 =  fn2  (41) 

Damit  werden  die  vorstehenden  Formeln: 

^-^*=3-  +  6Ö-r2    -  (^2») 

Für  ein  gleichseitiges  Dreieck  verschwinden  die  zweiten  Glieder,  was  auch  an 
sich  klar  ist. 

Nimmt  man  ein  rechtwinkliges  gleichschenkliges  Dreieck  mit  den  Katheten  a 
und  a,  also  c»  =  2  o^,  so  wird : 

fi  =  ^    ,    3m2  =  a2-ha2-h2a2    ,    m2  = -ia2. 

Setzt  man  a  =  100  OOO«,  so  werden  die  zweiten  Glieder  in  (42  a),  (42  b)  und 
(42  c)  bzw. : 

+  4jjr4^  = +0,0003" 
-2074^  =  -^'^^^^" 
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Zu  einer  Anwendung  der  vorstehenden  Formehi  auf  ein  Zahlen-Beispiel  nehmen 
wir  wieder  das  klassische  Dreieck  Inselsberg,  Hohehagen,  Brocken,  das  wir  schon 
mehrfach,  in  §  40. — 42.  benfltzt  haben. 

Mit  Zugrundlegong  der  hier  als  Torläufig  zu  betrachtenden  Berechnungen  §  40. 
S.  288  und  §  41.  S.  287  erhalten  wir: 

%r  =  6.804  9621     ,    log/\  =  9A67  2im    ,    to^  F  =  9.467  2271 

und  dann  nach  (81  a),  (81  b),  (81  c) : 

Ä'-A*^    4,949  900" -4-0,000  136"=    4,950  036" 
B  — B»=    4,949  900    4-0,000  096    =    4,949  996 
0—0*=    4,949  900    -h  0,000  121    =    4,950  021 


«  =  14,849  700"  -h  0,000  358"  =  14,850  058" 

Dasselbe  bekommt  man  auch  nach  den  Formeln  (42  a),  (42  b),  (42  c),  nämlich: 

A^A*=    4,950  018"  -+-  0,000  018"  =    4,950  036" 
B-B*=    4,950018    -0,000021    =    4,949997 
C^C*  =    4,950  018   -4-  0,000  003    =    4,950  021 

«  =  14,850  054"  -^  0,000  000"  =  14^50054" 

Damit  hat  man  folgende  sphärische  und  ebene  Winkel: 

Insekberg    A=    40^39' 80,380  000"  il*  =    40*»  39' 25,429  964" 

Hohehagen  JB  =    86   13  58,840  000  B*  =    86    13  53,890  004 

Brocken        C  =    53     6  45,630  058  0*  =    53     6  40,680  082 

Summe        180^   0' 14,850  053"  180^   0*   0,000  000" 

Wenn  man  mit  diesen  Winkeln  die  frühere  Berechnung  (13) — (15)  S.  237  wieder- 
holt,  so  muss  man  mindestens  10  stellig  rechnen,  um  den  Unterschied  noch  wahr- 
nehmbar zu  machen;  indessen  auch  in  den  10  stelligen  Logarithmen  ist  der  Unter- 
schied höchstens  eine  letzte  Stelle,  d.  h.  =  0*001,  und  z.  B.  an  der  Dreiecks-Seite 
a  =.  69194,105"»  bringt  die  neue  schärfere  Rechnung  nur  einen  Unterschied  von  0,00002* 
oder  0,02"«. 

Da  das  benützte  Dreieck  eines  der  grcssten  in  der  deutschen  Geodäsie  ist, 
können  wir  hiemach  mit  Buhe  die  höheren  Glieder  vernachlässigen. 

Zum  Schlüsse  dieser  Entwicklungen  wollen  wir  noch  eine  Übersichts-Tabelle 
berechnen  für  die  Werte  des  Eorrektions-Gliedes  4.  Ordnung  zum  Legendreschen 
Satze,  d.  h.  nach  (42  a)  für  das  Glied: 

^   A  «      /    9  9^  «        02  -^  62  4-  c2 

^^*  =6072  (»"'-«')    ^    ^^^'  = 3       - 

Die  beiden  Faktoren  e  und  (m2  —  a^)  desselben  sind  von  einander  unabhängig; 
der  Excess  e  misst  die  Fläche  des  Dreiecks  und  der  Faktor  (m^  —  cfi)  ist  ein  Mass 
für  die  Unsymmetrie  und  Ungleichseitigkeit  des  Dreiecks.  Wenn  ein  Dreieck  sehr 
lang  aber  schmal  ist,  so  kann  e  klein  und  (fn2  — a2)  gross  sein;  wenn  ein  Dreieck 
sehr  gross  und  nahezu  gleichseitig  ist,  so  wird  «  gross  und  (m2  —  «2)  klein;  man 
kann  also  alle  denkbaren  Fälle  am  besten  umfassen  durch  eine  Tabelle  für  J  A^  mit 
zwei  unabhängigen  Eingängen  e  und  m%  —  a2,  wie  im  folgenden  gegeben  wird: 
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Winkel'Korrdction  4.  Ordnung,  J  Ä^,  zum  Legendreschen  Satz, 

Unsynunetrie  des 
Dreiecks 

yi^i'.^^z]  nß  —  cfi 


10»« 

20 

50 
100 
200 
400 


100* 

400 

2  500 

10  000 

40  000 

160000 


Sphärischer  Excess  e  des  Dreiecks 

',  e  =  10" 

«  =  20" 

6  =  50"  1  e  =  100" 

e  =  200" 

«  =  300" 

0,00000" 

0,00000" 

0,00000" 

0.00000" 

0,00001 

0,00001" 

j  0,00000 

0,00000 

0,00001 

0.00002 

0.00008 

0.00005 

0,00001 

0,00002 

0,00005 

0,00010 

0,00021 

0,00031 

0,00004 

0,00008 

0,00021 

0.00041 

0,00082 

0,00123 

0.00016 

0,00033 

0.00081 

0,00164 

0,00329 

0,00493 

0,00066 

0.00131 

0,00325 

0,00657 

0,01314 

0,01972 

Indem  wir  noch  eine  allgemeinere  Betrachtang  fiber  das  Fehler-Glied  des 
Legendre sehen  Satzes  anstellen,  schreiben  wir  nach  (39  a)  mit  Znsiehang  des  Ans- 
dracks  A  nach  (5)  §  41.  S.  236: 


Ja^  = 


52  -h  c«  —  2  o« 


ya!8(262-i-2<j2  — a2)  — (6  — c)2 


720  H 

Wenn  hier  6  =  c,  also  das  Dreieck  gleichschenklig  genommen  wird,  so  fällt 
(b  —  c)2  fort,  and  der  Aasdrack  wird  ein  Maximnm  in  Hinsicht  aaf  das  Verhältnis 
zwischen  h  and  c  Indem  man  den  an  der  Seite  a  anliegenden  Winkel  ß  einfährt, 
kann  man,  mit  c  =  5.  das  Fehler-Glied  zwei&ch  ansdrficken : 

rt4     1  -  4  eos2  j5  . 


^-^^■^lUOr^ 


tangß 


oder 


zf  i44  = 


180  H 


COit^ß 

(l-^4co8^ß)8in2ß 


(a) 
0)) 


Im  Falle  (a)  entsteht  ein  Maximnm  mit  |?  =  45®  and  im  Falle  (b)  entstehen 
Maxima  mit  /*  =  26*» 49'  und  ß  =  73*^44'  und  daraas  folgt: 


iß  =  45% 

(ß  =  73®  44').    (J'  A4)  max  =  0,002  050 


{JÄ4)max  =  0.001  389  ^ 

Setzt  man  hier  bzw.  a  oder  h  =  100  000  Meter,  so  wird  das  betreffende  Fehler- 
Glied  =  0.000  017"  oder  0,000  026". 

Man  sieht  hieraus,  dass  bei  messbaren  Dreiecken  die  Korrektion  4.  Ordnung 
immer  zu  vernachlässigen  ist. 


Der  einfache  Legendre  fobe  Satz  mit  Entwicklung  bii  —  elnechlieialich,  erschien  in  den  Pa- 


Jahrgang  1787,  und  hat  inzwischen  zahlreiche  Beweis- 


riser  .M^moires  de  raoadömle  des  scienoes", 
formen  gefanden. 

Die  Entwicklung  bis  auf  Glieder  von  der  Ordnung  —  ist  zuerst  von  Buzengeiger  gegeben 

In  der  «Zeitschrift  für  Astronomie  und  verwandte  Wissenschaften,  herausgegeben  von  Lindenau  tmd 
Bohnenberger,  6.  Band,  8.  264 — 270,  Tübingen  1818*.  Dieses  wird  auch  von  Bessel  oitiert  in  .Astr. 
l^achr.  19.  Band.  1841,  8.  108*. 

unsere  neue  Behandlungswelse  (im  vorstehenden  §  44.)  ist  hervorgerufen  durch  die  ent- 
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■preohenden  Entwleklangen  für  Dreiecke  mit  geod&üsobeii  Linien  in  der  klMelsehen  Abhandlung 
▼on  Oman  .Ditqaleitlonet  generftlea  ciroa  raperfleles  cnrrM,  art  S4— 88*.  Wir  betrachten  unaeren 
§  44.  alt  Vorbereitung  fflr  unsere  ap&teren  analogen  Entwickinngen  für  Dreiecke  auf  dem  Elllptoid. 

Über  den  Mazimal-Einflaa«  der  aphirltchen  Glieder  von  der  Ordnung  l:r*  glebt  schon 
Baeyer  (Messen  auf  d.  sphftr.  Oberfl.  8.  78—74)  eine  Erörterung. 

In  unserer  zweiten  Auflage»  1878,  8.  181,  hatten  wir  eine  solche  Untersuchung  mit  der 
Nebenbedingung  konstanter  Dreiecks-Fliche.  Helmert  untersucht  In  math.  u.  phys.  Theorleen  der 
höheren  Oeodisie  I.  §  16.  den  If  aximal-Einfluss  der  höheren  Glieder  mit  der  Kebenbedingung,  dass 
die  Quadratsumme  der  Selten,  d.  h.  o^  +  6*  +  ^  =  '  ****  konstant  sei. 


Kapitel    V. 

Sphärische  Coordinaten. 

§  45«    Übersicht  der  Coordinaten-Systeme. 

Wir  betrachten  in  der  Folge  die  Erde  als  Engel  von  gegebenem  Halbmesser. 

Bei  dieser  Betrachtungsweise  werden  manche  Formeln  nnd  Bechen-Yerfahren 
gefunden  werden  (mit  kleinen  Gliedern  von  der  Ordnung  l:r%  welche  man  sofort 
auch  anf  das  Ellipsoid,  bzw.  anf  Messungen  an  der  Erd-Oberfl&che  anwenden  kann, 
wenn  man  nur  den  Engel-Halbmesser  r  der  Erd-Erümmung  an  der  betreffenden  Stelle 
einigermassen  anpasst. 

Andere  der  in  diesem  Eapitel  zu  entwickelnden  Formeln  (mit  Gliedern  von 
der  Ordnung  l:r)  werden  keine  so  unmittelbare  Übertragung  auf  das  EUipsoid  zu- 
lassen, und  daher  nur  als  Vorbereitungs-Formeln  in  irgend  welchem  Sinne  zu  be- 
trachten sein. 

Indem  wir  n&here  Untersuchungen  dieser  Art  auf  die  besonderen  F&Ue  ver- 
schieben, betrachten  wir  jetzt  die  einzelnen  Arten  der  Punkt-Bestimmung  auf  der 
Eugel. 


/.    Oeographische  Coordinaten, 


In  Fig.  1.  ist  0  der  Mittelpunkt  einer 
Eugel,  welche,  als  Darstellung  der  Erde,  den 
Nordpol  N,  Südpol  S,  also  die  Aze  N  S  und  den 
Äquator  AA*  hat 

NA8  und  NB 8  sind  zwei  Meridiane 
mit  darauf  liegenden  Punkten  P  und  P';  die 
gegenseitige  Lage  zweier  Meridiane  wird  durch 
den  L&ngeD -Unterschied  k  bestimmt,  welcher  ent- 
weder als  Winkel  X  am  Pol  N  oder  als  Bogen 
A  B  auf  dem  Äquator  dargestellt  werden  kann. 

Auf  einem  Meridian  NA  wird  ein  Punkt 
P  bestimmt  durch  seine  geographische  Breite  qp ; 
welche  entweder  als  Erd-Centriwinkel  AOP=q) 
oder  als  Meridian-Bogen  AP  (für  den  Halb- 
messer =  1)  dargestellt  werden  kann. 


Flg.  1. 
Sphirische  Coordinaten. 

N 
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IL   Fblar-Coordinatm. 

Wenn  P  als  fester  Punkt  gilt,  so  kann  man  einen  zweiten  Funkt  P'  dagegen 
festlegen  durch  Angabe  des  Entfemungs-Bogens  PP'  und  des  Azimutes  N  PP'=a. 
Die  Azimute  werden  meist  von  Norden  über  Osten  gez&hlt,  wie  in  Fig.  1.  mit  a  bei 
P  eingeschrieben  ist. 

Ein  zweites  Azimut  et'  hat  der  Bogen  PP'  im  Funkte  P'  und  zwar  erscheint 
in  Fig.  1.  der  Winkel  o'  entweder  als  nordostliches  Azimut  von  PP'  in  der  Ver- 
längerung über  P\  oder  als  südwestliches  Azimut  von  P'Pl 

Die  Differenz  der  beiden  Azimute  a  und  c^  fahrt  den  Namen  ,Meridian-Eon- 
vergenz",  d.  h. 

Meridian-Konyergenz  =  a*  —  a  (1) 

Dabei  ist  der  dem  Äquator  zugewendete  Winkel  a'  der  grössere,  also  die 
Meridian-KouTergenz  in  dem  Sinne  der  Gleichung  (1)  gezählt,  positiv. 

m,   Bechttoinklige  CoordmaUn. 

^•2.  In  Fig.  2.,  welche  einen  besonderen  Fall  Ton  Fig.  1. 

Rechtwiiiki^^coordinateii    jiarst^llt,  ist  P' P^,  ein  Grosskreisbogen,  rechtwinklig  zu 
^  PN,  und  der  Punkt  P*  wird  in  Bezug  auf  P  bestimmt, 

—  durch  die  Abscisse  PPi=:  x,  auf  dem  Meridian  .^P  ge- 
messen, und  durch  die  Ordinate  Pj  P'  =  y,  rechtwinklig 
zum  Meridian  gemessen. 

Als  Meridian-EouTergenz  bei  rechtwinkligen  Coor- 
dinaten  gilt  der  Winkel  y,  welcher  in  P'   liegt  zwischen 
dem  Meridiane  P*  N  und  dem  Bogen  P*  N\  welcher  eine 
Parallele  zu  Pj  N  ist. 
Dieses  ist  nur  eine  andere  Ausdrucks  weise  für  die  schon  bei  IL  gegebene  all- 
gemeinere Erklärung  der  Meridian-Konvergenz,  denn  wenn  das  Azimut  bei  Pj   den 
besonderen  Wert  90^  annimmt,  so  ist  die  Meridian-Konvergenz  für  die  Punkte  P| 
und  P'  die  Differenz: 

P  Pi  P'  —  Pl  P'  iV  ==  90  ^  —  (90<»  —  y)  =  y  (2) 

Dabei  kommt  der  Ürsprungs-Punkt  P  und  die  Abscisse  x  gar  nicht  in  Be- 
tracht, sondern  nur  der  Fusspunkt  Py, 

Bemerkungen  zw  Meridian-Konvergenz, 

Die  Benennung  Meridian-Konvergenz  rührt  ursprünglich  davon  her,  dass  für 
zwei  Punkte  unter  gleicher  Breite  die  Meridiane  sich  in  einem  Punkte  der  Erdaxe 
schneiden  und  in  ihrem  Schnittwinkel  daselbst  die  Konvergenz  der  Meridian- ToM^tffUm 
genau  darstellen. 

In  erweitertem  Sinne  wird  die  Benennung  Meridian-Konvergenz  für  die  Azimut- 
Differenz  et'  —  a  dadurch  erklärt,  dass  man  den  Bogen  PP'  als  unendlich  kleine 
Gerade  betrachtet,  und  die  Meridian-Tangenten  in  P  und  P'  mit  entsprechender 
Näherung  als  sich  schneidend  annimmt;  denkt  man  sich  den  Schnittpunkt  T,  dann 
hat  man  ein  langgestrecktes  schmales  Dreieck  PP*  T^  wo  PP*  die  unendlich  kleine 
(Gerade  und  T  der  Schnittpunkt  der  beiden  Meridian-Tangenten  ist.  In  diesem 
schmalen  ebenen  Dreieck  ist  nun  der  Winkel  bei  T  gleich  d  —  a. 


Digitized  by 


Google 


46. 


Rechtwinklige  sphärische  (Soldner  sehe)  Coordinaten. 


267 


£s  ist  auch  leicht  einzusehen,  dass  die  Meridian-Konvergenz  in  erster  N&herang 
durch  Xsinqf  ausgedrückt  ist,  denn  wenn  die  zwei  Punkte  P  und  P*  in  Fig.  1. 
unter  sich  unendlich  nahe,  in  der  Mittelbreite  qp  liegen,  so  ist  für  den  Kugel-Halb- 
messer r  der  Parallelkreis-Halbmesser  daselbst  =  rcosijp,  also  der  Parallelkreisbogen 
=  reosqiX,  aber  die  Tangentenlänge  PT=  P*  T=  rcotgX,  also  der  Winkel  bei  T 
gleich  reosqiXir cotg q»  =  Xsin(f>, 

So  viel  genügt  hier  zur  Wort  Erklärung  und  zur  ersten  geometrischen  Betrachtung 
der  Meridian-Konvergenz,  von  welcher  später  noch  weiter  gehandelt  werden  wird. 

(Vgl.  hiezu  Fig.  1.  §  61.  und  die  Schlussbemerkungen  von  §  60.) 


§  46.    Rechtwinklige  sphärische  (Soldner  sehe)  Coordinaten. 

Der  einflEu^he  Grundgedanke  der  rechtwinkligen  sphärischen  Coordinaten  ist 
etwa  um  1809  von  Soldner  zur  Vermessung  des  Königreichs  Bayern  und  unabhängig 
von  Bohnenberger  in  Württemberg  angewendet  worden,  und  da  diese  Vorgänge  Nach- 
ahmung bei  vielen  anderen  deutschen  Vermessungen  gefunden  haben,  werden  diese 
Coordinaten  häufig  nach  Soldner  benannt. 

Wir  denken  uns  in  Fig.  1.  einen 
Meridian  NOS  der  kugelförmigen  Erde 
als  Allfangsmeridian  des  Systems  ange- 
nommen, und  darauf  einen  Punkt  0  als 
Ursprung  oder  Nullpunkt. 

Um  einen  Punkt  Ä  durch  Coor- 
dinaten zu  bestimmen,  legen  wir  einen 
Grosskreisbogen  ^  AiAQ  durch  den  Punkt 
Ay  rechtwinklig  zu  dem  Meridian  0  N, 
wobei  Ai  auf  ON  der  Fusspunkt  der 
Senkrechten  A  Ai  ist  und  Q'  sowie  Q  die 
sogenannten  Pole  des  Meridians  SON  sind. 

Durch  den  Fusspunkt  Ai  wird  be- 
stimmt: 


OAi  =  Xt  die  Abscisse  von  A  \ 


(1) 


^i  il  =  y,  die  Ordinate  von  A 
Wenn  noch  ein  zweiter  Punkt  B 
durch  Coordinaten  bestimmt  werden  soll, 

so  legt  man  durch  ihn  wieder  einen  Grosskreis  (^  BiBQ^  welcher  den  Fusspunkt  JB] 
liefert,  und  durch  dieselben  Polpunkte  Q'  und  Q  geht,  wie  der  Bogen  für  A, 
Durch  den  Fusspunkt  Bi  wird  dann  bestimmt: 

0  Bi  =  flc'  die  Abscisse  von  B 
Bi  B  =  y'  die  Ordinate  von  B 
Wir  zählen  die  Abscissen  x  nördlich  positiv  und  die  Ordinaten  y  Ostlich  positiv. 


(2) 


Richttmffswinkel. 
Ausser  den  Coordinaten  selbst  haben  wir  den  Begriff  des  Bichtungs- Winkels 
festzustellen.    Der  Richtungs- Winkel  a,  welcher  dem  Grosskreisbogen  A  B  in  A  zu* 
kommt,  ist  der  Winkel,  welchen  dieser  Bogen  A  B  mit  dem  zu  dem  Meridian  von  0 
parallel  gezogenen  Bogen  X  P  im  Punkte  A  bildet 

Jordan,  Handb.  d.  TermeMungslninde.    4.  Aufl.     III.  Bd.  17 
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Bei  der  Torhin  angegebenen  Lage  des  Coordinaten-Systems,  mit  -f-  x  nach 
Norden  nnd  +  y  nach  Osten,  werden  die  Bichtnngs- Winkel  a  vom  nördlichen  x 
gegen  Ostliches  y  hin  positiv  gesählt,  wie  in  Fig.  1.  eingeschrieben  ist 

Der  Winkel  a,  welcher  hier  Bichtangs- Winkel  genannt  ist,  ist  derselbe,  wie 
anch  schon  in  den  Formeln  für  ebene  Coordinatenrechnnng  in  unserem  II.  Bande, 

4.  Anfl.  1895,  S.  225  ein  Winkel  in  diesem  Sinne  eingeführt  wurde. 

Ansser  dem  Bichtnngs- Winkel  a  Ton  ^4  B  in  ^  ist  anch  der  Biehtungs- Winkel  fi 
Ton  B  ^  in  B  bestimmt  als  Winkel  zwischen  der  Parallelen-Tangente  B  F'  and  dem 
Strahle  Bi4,  im  positiven  Sinne  gexfthlt. 

Wir  haben  neben  j!f  bei  B  auch  noch  den  Winkel  a*  eingeschrieben,  welcher 
um  180^  kleiner  ist  als  ^,  oder  allgemeiner: 

«'  =  ^  ±  180<»  (3) 

Dieser  Winkel  a'  bedeutet  also  im  wesentlichen  dasselbe  wie  ^,  er  ist  aber  in 
den  Formeln  meist  angenehmer  als  ^  selbst,  weil  a  —  o'  eine  kleine  Grösse  ist«  welche 
in  einer  Beihen-Entwicklang  benutzt  werden  kann.  Man  nennt  auch,  nach  Analogie 
der  Meridian- Konvergenz,  diese  kleine  QrOsse: 

a  —  tt'  =  Ordinaten-Konvergenz.  (4) 

Wohl  zu  unterscheiden  von  dem  Bichtangs- Winkel  a  des  Strahls  A  B  im 
Punkte  A  der  Fig.  1.  ist  das  Atimut  dieses  Strahles  AB,  denn  das  Azimut  von 
A  B  wäre  der  Winkel,  welchen  A  B  mit  dem  Meridiane  i4  ^  in  ^  bildet  (vgl.  Fig.  1. 

5.  255). 

In  Fig.  1.  wäre  abo  der  in  der  Figar  nicht  angezeichnete  Winkel  zwischen 
AN  und  AB  das  Azimut  von  ^  B  in  A,  und  der  mit  a  bezeichnete  Winkel  zwischen 
A  P  und  A  B  ist  der  Richtungs- Winkel  von  AB  in  A. 

Wm  wir  hier  Blchtnngi-Wiiikel  nennen,  beiut  anoh  In  den  Veröfientllchnngen  der  trlgono- 
metrlflohen  Abteilung  der  prenialachen  Landet- Anftuthme  .Richtungs- Winker ,  dagegen  bei  der 
preustisohen  Kataater-TermeMung  .Nelgungs- Winkel*. 

In  der  deutachen  Sprache  bezeichnet  «Neigung*  Im  allgemeinen  einen  Winkel  in  einer  Ter- 
UkAl-Ebene,  man  sagt  z.  B.  der  Wind  weht  in  der  Richtung  N.O.  In  einer  Neigung  von  5*  aufwärts 
oder  abw&rts. 

Auch  die  Benennung  «ebenes  Azimut*  wird  von  Vielen  für  Jenen  Richtungs- Winkel  ange- 
wendet So  lange  man  es  nur  mit  einem  ebenen  Systeme  zu  thun  hat,  wo  gar  keine  Unterscheidung 
zwischen  ebenem  Azimut  (bei  Gauss  «Azimut  in  piano")  und  sphirlschem  oder  spbiroldischeni 
Azimut  vorkam,  kann  man  sich  die  kurze  Ausdruckswelse  Azimut  wohl  erlauben;  aber  nun,  da 
solche  Unterscheidung  nötig  wird,  wollen  wir  das  Wort  .Azimut*  für  die  Abweichung  von  dem 
Meridian  Torbehalten,  und  die  Abweichungen  von  der  Parallelen  konsequent  mit  «Richtungs- Winkel* 
bezeichnen. 

Entuneklung  der  Orund-Formeln. 

Mit  Beziehung  auf  Fig.  1.  stellen  wir  folgende  Aufgabe: 

Gegeben  sind  die  Coordinaten  x  und  y  eines  Panktes  A,  femer  die  Länge  $ 
des  Bogens  A  B  und  dessen  Richtungs- Winkel  a  in  A, 

Gesacht  sind  die  Coordinaten  o/  und  yf  des  jenseitigen  Punktes  B  und  der 
jenseitige  Richtungs- Winkel  ^  des  Bogens  B  A  in  B,  oder  statt  ^  selbst  die  Ordi- 
naten-Konvergenz  a-^od. 

Wir  werden  diese  Aufigabe  mit  Hilfe  des  sphärischen  Dreiecks  ABQ  von 
Fig.  1.  tosen  kOnneni  und  haben  deshalb  dieses  Dreieck  in  Fig.  2.  nochmals  besonders 
herausgezeichnet 
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Alle  Seiten  und  Winkel  dieses  Dreiecks  stehen  in  einfacher  Beziehung  xn 
den  hesprochenen  Coordinaten  und  Richtungs- Winkeln ,  z.  B.  der  Winkel  hei  A  ist 
=  90°  — a  und  der  Winkel  hei  B  ist  =  90**  +  «',  wie  die  Vergleichung  mit  Fig.  1. 
unmittelbar  ergiebt;  und  im  fibrigen 

ist  nur  noch  die  Bemerkung  zu  machen,  Dreieck  abq  ▼on  ng.  2. 

dass  die  linearen  Werte  von  Fig.  1.  nun 
in  Fig.  2.,  durch  Division  mit  dem  Erd-         ^J^««- 
Halbmesser  r,  auf  Erd-Centriwinkel  in     ,     y 
analytischem  Masse  gebracht  sind,  z.  B.  ^7^/ 

die  Entfernung  8  in  Fig.  1.  giebt  —    ^  [^90* 

in  Fig.  2.  u.  s.  w.    Der  Wert 

erscheint  in  Fig.  2.  zweimal,  erstens 
als  Bogen  Äi  B|  und  zweitens  als  Win- 
kel Q,  weil  QAi  und  QBi  beide  Quadranten,  d.  h.  analytisch  =    -  sind. 

Nach  dieser  Vorbereitung  benutzen  wir  drei  Formeln  der  sphärischen  Trigono- 
metrie, nämlich: 

1)  eine  Cosinus-Formel  (von  S.  164), 

2)  eine  Sinus-Formel  (von  S.  164), 
8)  eine  Qausssche  Formel  (S.  165). 

Im  einzelnen  geben  diese  8  Formeln  ausführlichst  geschrieben: 

1)    cos  ^-|--  ^j  =  cos  ^^co8  (^-^  —  ^"j^sin-^sin  ^^  -  ^j  c(w(90«  -a) 

2) 


8tn 


sin 


_r sin  (90*^  —  a) 

s       "    ,    (  TZ        y'  \ 


-^    ,       (90<>-ha')-H(90<'-a)      ^^^^^[[2        r)      \2        rj)     ,x'— « 
8)    tang^ '^ -' = )-f^ ^^ )— -^Lcotg—^— 


-'.((i-;>(^-f)) 


Wenn  man  diese  drei  Gleichungen,  welche  sehr  ausführlich  geschrieben  sind, 
damit  ihre  Entstehungsweise  ersichtlich  bleibt,  verein&cht,  so  erhält  man: 

1)  für  y' :  sin  —  =  cos  —  sin  — -h  sin  —  cos  — sin  a  (5) 
'         '                      r              r          r              r          r 

.     s 
,  9in  — 

2)  für  «':  sin = rcosa  (6) 

/  r  y' 

r 

if  ^y 

a  —  a*  2r         ,    af  —  x 


«n- 


2r 


8)  für  «':  cotg-^-^  \,J^:^ '""^^  ~^ 
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und  wenn  man  hier  Z&hler  und  Nenner  nmkehrti  so  hat  man: 

,      9tn  — = , 

tt  —  c(  2r     ^       af  —  x 

Zuerst  nehmen  wir  die  Gleichung  (5)  allein  vor: 

.    y*  8     .    y         .8  y 

stn  —  '  =^  cos  —  stn-^-  -hstn  —  cos -^  cos  a 
r  r  r  r  r 

Aof  die  hierin  vorkommenden  sin  und  cos  kleiner  Grossen  werden  die  Potenz- 
Reihen  ftlr  sin  und  cos  nach  S.  172  angewendet,  jedoch  mit  Beschrftnkang  auf  Glieder 
dritter  Ordnung;  dieses  giebt: 

r        6r8~i^      2ri)[r        6  W  +  ^  r        Qr^jy      2faj**"« 

Wenn  man  mit  Vernachlässigung  der  höheren  Glieder  weiter  rechnet,  so  er- 
hält  man: 


i/'8  /  52  1/2  \  /  «2  1/2  \ 


(8) 


Diese  Gleichung  soll  nach  f/  aufgelöst  werden;  man  hat  es  also  mit  einer 
cubischen  Gleichung  zu  thun.  Da  jedoch  von  vornherein  alle  Glieder  von  höherer  als 
der  dritten  Ordnung  vernachlässigt  worden  sind,  so  kann  auch  die  Auflösung  von  (8) 
entsprechend  genähert  ausgefQhrt  werden.  Man  bildet  nämlich  zuerst  eine  erste 
Näherung  fOr  y: 

y*  ^y-hsstna-^—^,.. 

«/8 
Dieser  Näherungs-Wert  von  y*  genügt,  um  das  zweite  Glied  ^-^  in  (8)  auf 

Glieder  von  der  Ordnung  ~.  einschliesslich  genau  zu  bestinmien.     Man   hat  daher 
durch  Einsetzen  der  ersten  Näherung  in  jenes  zweite  Glied: 

,       (y-^ssinä)^  f      s^        y2\  .       /       «2         «2  \ 

,                  .           8  «2  y  —  3  «2  y  jfiVt2  a -h  8^  sin  a -^  s^  stn^  a 
s^  =  y  +  ««»« ^ ^ ^^ 

y'^y  +  sstna^-^^ ^^ (9) 

Damit  ist  die  Gleichung  fQr  ^  erledigt,  und  wir  gehen  aber  zur  Entwicklung 
für  yf.    Zur  Bestimmung  von  x^  —  x  haben  wir  die  Gleichung  (6) : 

.     8 
,  sin 

.  scf  — X  r 

sin = r  cos  a 

r  y' 

cos  ^ 

r 
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Dieses  giebt  bis  zur  dritten  Ordnung  entwickelt: 
af  —x      {x'-^xfl      ~r~      6r8 


7^—^ ,«    C08  a 

r  6r^  1  _  y 

2r2 

(y_a;)S  /  52  y'2\ 


X^  —  X 


Erste  Näherung  x'  —  ic  =  «co5«4-... 
^  ,  ,.  ,  .  (s  cos  a)'  8^  CO«  a      scosa  y'8 

af=x  +  seosa  +  —^-^ q^  (10) 

Damit  ist  auch  die  zweite  Gleichung  f&r  x^  erledigt,  und  wir  gehen  zur  Ent- 
wicklung fOr  die  Ordinaten-Eonvergenz.  Zur  Bestimmung  von  a^c^  haben  wir  die 
Gleichung  (7),  bei  deren  Entwicklungen  man  überall  schon  beim  ersten  Gliede  stehen 

bleiben  kann,  weil  dadurch  schon  rechts  ein  Glied  von  der  Ordnung  -g-  entsteht, 
Aber  welches  wir  nicht  hinaus  gehen.    Wir  haben  daher  kurz  aus  (7): 

a —  a*             __     2r         '"  x^  —  x 
"T~  "^ 1— ...         27~  "^  •  •  • 

cc^i/  =  ^,±^(x^--x)  (11) 

Eine  etwas  andere  Form  bekommt  man  hiefflr,  wenn  man  y*  ^  y  -hssina-h  -- . 
nach  (9)  einsetzt,  n&mlich: 

/      /-/        X  y       (*'  —  x)s8ina  ,^^. 

«-«=(^-^)>2    +    272 (12) 

In  (11)  und  (12)  ist  zur  Reduktion  auf  Sekunden  noch  der  Faktor  g  =  206  265'' 
hinzu  zu  setzen. 

Zusammenfasstmg, 
Zur  Übersicht  führen  wir  noch  eine  abkürzende  Bezeichnung  ein,  indem  wir 
setzen: 

S8ina  =  v  und  scosa  =  u  (13) 

Damit  geben  die  Formeln  (9),  (10)  und  (12),  letztere  mit  Zusetzung  von  q: 

ifiy        t/2t?  „.. 

y'  =  y-H»'-2^-6^  (14) 

«-«•  =  ,,yJ|.  +  „„_£_    oder     =„^±^±.  (16) 

ffiezn  ß  =  a'±  180», 
ab»:  ß  =  a±m^-uy^-uv^^  (I6a) 
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Die  von  r  abhfingigen  Coöffidenten  dieser  und  einiger  verwandter  Formeln 
kann  man  bei  gegebener  geographischer  Breite  immer  nach  der  Hilfstafel  Seite  [8]— [29] 
des  Anhangs  bestimmen ;  fOr  die  Breiten  qp  =  45^  50^,  55^  sind  die  Logarithmen 
dieser  Coäfficienten  folgende  (mit  Weglassung  der  — 10  u.  s.  w.)  und  bei  ß  für  Ein- 
heiten der  7ten  Stelle: 

^  %272  ^^672  ^^^"Ä~  '^^272  ^^^2'r2  ^^^gT« 

45*»  6.08969  5.61257  1.70514  1.40411  272747  225035 

50*»  6.08918  5.61206  1.70464  1.40361  2*72697  2*24985 

55^  6.08869  5.61157  1.70415  1.40312  2-72648  2-24936 

Wenn  man  in  den  Formeln  (14),  (15),  (16)  den  Halbmesser  r  =  o©  setzt,  d.  b. 

wenn  man  die  Engel  in  die  Ebene  übergehen  Iftsst,  so  bekommt  man: 

y'  =  y  -h  ssina  af  =  x-hscosa  a*  =  a  (17) 

Dieses  sind  die  für  die  ebene  Coordinaten-Rechnnng  gültigen  Formeln. 
Dasselbe  hat  man  in  anderer  Form,  wenn  man  nicht  r  =  oo,  aber  die  Ent- 
fernung 8  und  damit  auch  m  und  n  sehr  klein  setzt;  man  sieht  daraus,  dass  die 
sphärischen  Formeln  von  selbst  in  die  Formeln  der  Ebene  Übergehen,  sobald  die 
Entfernungen  so  klein  werden,  dass  sich  das  Anbringen  der  Eorrektions-Glieder 
nicht  lohnt. 

Unsere  Schluss-Fonneln  (14),  (15),  (16)  werden  auch  noch  in  manchen  anderen 
Formen  gebraucht,  wie  für  die  Ordinaten-Eonvergenz  schon  bei  (11)  und  (12)  ge- 
zeigt wurde. 

Auch  die  Ordinaten-Formel  (14)  kann  umgeformt,  d.  h.  etwa  so  geschrieben 
werden: 

y'-y  =  seina-'y±^'f^,  (18) 

Der  algebraisch  scheinbar  störende  Umstand,  dass  in  der  Gleichung  (15)  für  x 
das  erst  zu  bestimmende  y'  selbst  vorkommt,  ist  für  unsere  Anwendungen  unwesent- 
lich, wenn  y'  zuerst  bestimmt  wird,  um  es  ftlr  die  Einsetzung  in  das  Eorrektions-Glied 
fQr  jB  zu  haben;  sollte  ausnahmsweise  x  allein  zu  bestimmen  sein,  so  müsste  man 
zur  Berechnung  des  ersten  Eorrektions-Gliedes  von  x  einen  Näherungs-Wert  von 
y'  ^y-hsstna  nehmen. 

Geometrische  Bedeutung  der  Ordinaten-Konvergene. 

Die  Formel  (11)  hat  eine  sehr  einfache  geometrische 
Bedeutung,  es  ist  nämlich  a  —  od  der  sphärische  fixcess  des 
Vierecks  APBiAit  dessen  Fläche,  eben,  genähert 

=  ^^-^{x'—x)  ist. 

Man  kann  diese  Bedeutung  von  a  — o'  unmittelbar 
leicht  nachweisen,  nämlich  nach  Fig.  3.  ist  der  Excess  des 
Vierecks : 

90^  H-  90°  -+-  (90*»  4-  a)  4-  (90*»  —  a')  —  360°  =  a -- a'  (19) 

Dieses  ist  dieselbe  Anschauung,  welche  auch  auf  die  Meridian-Eonvergenz  ($  45.) 
angewendet  werden  kann. 
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Bedien-HüfsmUtel  für  die  Korrektions-Glieder  der  Söldner  sehen  Formeln. 
Wenn  man  za  häufiger  Anwendung  dieser  Coordinaten-Formeln  Schemate  litho- 
graphiert, und  hiebei  die  konstanten  CoSfficienten-Logarithnien  log  ^— Xf  log  ~„  q.  s.  w. 

mit  vordrtickt,  so  geht  die  Rechnung  nach  den  Formeln  (14),  (15),  (16)  ziemlich 
rasch;  doch  sind  auch  schon  mehrfach  besondere  Hilfsmittel  angewendet  worden. 

In  unserem  Anhang  Seite  [44]  haben  wir  zwei  kleine  Tabellen  I.  und  IL  für 
die  Korrektions-Glieder  der  Formeln  (14),  (15),  (16)  gegeben,  insofern  alle  diese  Glieder 

im  wesentlichen  die  Form  ^r-«-  oder  — jr-  o  haben,  doch  sind  diese  Tabellen  I.  und  II. 

auf  Seite  [44]  nicht  zum  eigentlichen  Rechnen  bestimmt,  sondern  nur  zur  Übersicht, 
oder  als  Hauptwerte  zu  graphischen  Darstellungen,  oder  auch  zur  Unterstützung  von 
Rechnungen  mit  dem  Rechenschieber  u.  dergl. 

Eine  ansführlichere,  für  ()p==5l^  gültige,  zum  unmittelbaren  praktischen  Ge- 

brauch  bestimmte  Tabelle  der  Werte  -ö— o-  i^*  enthalten  in  dem  Werke:  »Die  trigono- 
metrischen und  polygonometrischen  Rechnungen  in  der  Feldmess-Kunst  Ton  F.  Q. 
Gauss«,  2.  Aufl.  1892,  IL  Teil,  S.  54—61. 

Graphische  Hilfsmittel  für  die  Soldner  sehen  Korrektions-Glieder  sind  bei  der 
badischen  Landes-Vermessung  benützt  worden  (uns  jedoch  nicht  näher  bekannt  ge- 
worden). Drei  Schichten-Tafeln  für  den  vorliegenden  Zweck  giebt  Franke,  »Die 
Grandlehren  der  trigonometrischen  Vermessung«,  Leipzig  1879,  Anhang  Tafel  L,  IL,  UL 

Alle  diese  Hilfsmittel  sind  aber  kaum  im  stände,  das  unmittelbare  Ausrechnen 
der  Korrektions-Glieder  zu  ersetzen,  zumal  man  bei  solchen  Rechnungen,  zum  Schutz 
gegen  die  vielen  Abrundungs-Häufungen  die  einzelnen  Glieder  meist  auf  O.OOl*  aus- 
rechnet, um  im  Schlussergebnis  0,01**  noch  scharf  zu  haben,  und  hiezu  ist  das  Aus- 
rechnen der  Glieder  im  vorgedruckten  Schema  mit  4— 5  stelligen  Logarithmen  immer 
noch  das  Beste. 

Die  Soldner  sehen  Korrektions-Glieder  sind  zwar  alle  von  der  Ordnung  1  :  r^, 
aber  unter  sich  doch  gewissermassen  von  verschiedener  Ordnung,  je  nachdem  ssinay 
scosa  oder  y  ,  y'  selbst,  mehr  noch ,  je  nachdem  «*  sin^  a  ,  «2  cos^  a  oder  y8  ,  y'2 
darin  auftreten ,  denn  die  ssina  =  v  und  scosa  =  ti  sind  im  allgemeinen  erheblich 

kleiner  als  die  y,  und  deswegen  ist  das  Glied  ^^^  in  (15)  das  erheblichste  von  allen. 

Wir  werden  später  bei  den  konformen  Coordinaten  (§  52.)  finden,  dass  dort  solche 
Glieder  mit  yS  nicht  vorkommen. 

Die  Unmöglichkeit  genauer  und  bequemer  Hilfstafeln  für  die  Soldner  sehen 
Korrektions-Glieder  ist  ein  Übelstand  des  Systems  selbst,  der  namentlich  bei  der 
Yergleichung  mit  den  später  in  §  52.  zu  behandelnden  konformen  Coordinaten  zu 
Tage  tritt. 


^  47.    Beispiel  der  Soldnerschen  Coordinaten-Berecbnung. 

Zu  einem  zusammenhängenden  Zahlen-Beispiel,  an  weichem  der  ganze  Gang  der 
Soldner  sehen  Coordinaten-Berechnung  gezeigt  werden  kann,  eignet  sich  sehr  gut  der 
nördliche  Teil  des  badischen  Netzes,  den  wir  schon  früher  mehrfach  behandelt  haben. 
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§  47. 


Flg.  1. 

Goordinaten-System  mit  dem  Urapnmg  Mannheim. 

-)-  X  nach  Norden»  -)-  y  nach  Osten. 


^lohbejy 


Dieses  in  der  nachfolgenden  Fig.  1.  dargestellte  Netz  wurde  aus  badischen  und 
einigen  anderen  Winkeln  zusammengesetzt  und  (unabhängig  von  den  amtlichen  Be- 
rechnungen) in  sich  selbst  ohne  weitere  Anschlüsse  ausgeglichen  und  1870  veröffent- 
licht in  den  ^astronom.  Nachrichten*  75.  Band,  S.  289—806  «Aber  die  Genauigkeit 
süddeutscher  TrianguHerungen*,  und  jene  Ausgleichung  ist  auch  unverändert  in  den 
ersten  zwei  Auflagen  dieses  Werkes  1873  und  1878  aufgenommen,  dagegen  in  3.  Aufl. 
L  Band,  1888,  S.  194—204  schärfer  neu  berechnet,  wobei  die  Winkel  sich  teilweise 
um  0,001"  oder  0,002"  geändert  haben.  In  der  4.  Aufl.  I.  Band,  1895,  S.  174  ist 
die  Ausgleichung  nicht  mehr  aufgenommen,  weshalb  wir  nun  die  ausgeglichenen 
Winkel  und  Seiten  von  8.  Aufl.  I.  Band,  1888,  8.  202—203  hier  benützen,  wie  sie  in 
dem  nachfolgenden  Abrisse  (S.  265)  sich  darstellen. 

Das  Netzbild  mit  An- 
deutung des  Coordinaten- 
Sjstems  ist  in  nebenstehen- 
der Fig.  1.  gezeichnet 

Von  dem  Punkt  Mann- 
heim Sternwarte,  der  als 
Ck>ordinaten-Nullpunkt  dient, 
zählt  die  amtliche  badische 
Vermessung  -h  x  nach  Süden 
und  -h  y  nach  Westen,  wäh- 
rend  wir  nun,  dem  allgemei- 
neren Gebrauche  in  Deutsch- 
land entsprechend,  +  x  nach 
Norden  und  +  y  nach  Osten 
zählen  wollen. 

Auf  der   Sternwarte 

Mannheim  wurde  das  Azimut 

nach    Speyer    astronomisch 

gemessen,  von  Norden  über 

Osten  gezählt: 

Azimut  Mannheim-Speyer 

=  183*>  40' 25,291"    (1) 

Dieses  Azimut  Mann- 

heim-Speyer  wird  man  unter 

der  Bezeichnung  Etchtungs- 

Winkel  in  dem  nachfolgenden 

Ausgleichungsabrisse  S.  265 

wieder  finden,  denn  im  Coor- 

dinaten-Nullpunkt,  durch  welchen  der  Meridian  als  x-Axe  geht,  ist  das  Azimut  gleich 

dem  Richtungswinkel,  während  in  allen  anderen  Punkten  die  Richtungswinkel  sich 

von  den  Azimuten  unterscheiden. 

Wir  geben  sofort  den  ganzen  Abriss  des  Netzes  mit  ausgeglichenen  Richtungs- 
winkeln a  und  ausgeglichenen  Entfernungen  log  s,  obgleich  zwar  alle  logs  Bla  Ergeb- 
nisse der  Netzausgleichung  eingesetzt  werden  können,  die  Spalten  der  Richtungswinkel  a 
aber  erst  allmählich  im  Laufe  der  nachfolgenden  Coordinatenrechnung  sich  füllen  werden. 
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Abriss  der  TrianguUenmg  des  NtUes  Fig.  1.  8.  264  mit  Soldnersuhm  Coorämaten. 


Stationen 

and 
Zielpunkte 


i.  Mcmkheim, 
Speyer  .... 
Oggersheim  .  . 
2.  Speyer. 
Ifumheim  .  .  . 
KönlgMtnlil  .  . 
8t.  MichMl  .  . 
Langenkandel 
Galmit  .... 
Oggenheim     .    . 

S.  Oggertkeim. 
IfeUbocoi  .  .  . 
Muinhelm  .  .  . 
KönlgMtuhl  .  . 
Speyer  .... 
Calmit  .... 
Donnenberg  .  . 
Klobbezg  .  .  . 
4.  Calmit, 
Oggersheim  .  . 
Speyer  .... 
Langenkandel  . 
Donnersberg   .    . 

6.  Donneraherg. 
Klobbezg     .    . 
Oggersheim 
Calmit     .    .    . 


e.  Klobherg. 
Meliboons  .  .  . 
Oggersheim  .  . 
Domiersbezg  .    . 

7.  Mtmkoeu9, 
Königsstohl     .    . 
Oggersheim     .    . 
Klobberg     .    .    . 

8,  KStdgtttuhL 
St  Michael 
Speyer     .    .    . 
Oggersheim 
Ifelibooni  .    . 


9.  81,  Michael. 
Könlgsstnhl     .    . 
Langenkandel 
Speyer    .... 

20.  Langefdtandel. 
Speyer     .    .    . 
St.  Michael 
Calmit     .    .    . 


Richtungswinkel 


sphärisch 
a 


\  183"»  40*  25.2Ö" 

278    42  22,88 

8»  40'  26,28" 

65    10  11.04 

161    20  81.86 
215      0     1.15 

370    84  57.86 
345    59     7.49 

85«  38*  81.00" 

98    42  22.34 

110    87  58.62 
59     7.85 

30  28.54 

51  17.21 
82     4.82 


165 


48«  80*  26.93" 
90    84   57.88 
163    12  58,76 
842    23   64.18 

57*  29'  38,98" 
114    51   1838 
162    28  59,80 

92«  51'  85,38" 
166    23     6.51 
387    29  40.80 

169*  13'  40,29" 
315    38   80,55 
272    51   35,26 

199«    3'  80,88" 

246  10   10.59 

390  37   53,96 

349  18  48,21 

19«    2'  83.78" 
268    48   10.93 
341    20  82.27 

84*  59*  59,18" 
88    48   10,91 
343    12  60.62 


Redakt. 

6a 


-0.02 
+  0,00 

+  0,04 

—  0.25 
+  U8 

—  0,68 
+  0.00 
+  0.18 

—  0,07 
-0.01 
+  0.14 

—  0.33 

—  1,02 

+  1.17 
+  0.75 

+  0,59 
-0,02 

—  1,29 
+  8.44 

+  0.08 

+  o;io 

—  3.18 

—  0.02 

—  0,94 

—  1.74 

+  1.49 
+  0.88 
+  0.00 

+  1,23 
+  0,80 
-0.20 

—  1,48 

—  1.17 
+  0,86 

—  0,27 

+  1,34 
+  0,88 
+  1,85 


eben 


Entfernung 


sphärisch 
log  8 


188«  40'  36,27"  ii  4  276  4362*8 
278    42   22.23    l!  3.7791890-3 

8«  40*  25.27"  i;  4.2764362-8 


66 
161 
216 
370 
345 


10  10.79 

20  88.99 

0  0.58 

34  57,86 

69  7.68 


35«  SS*  80.93 

98  48  38.38 

110  37  58.76 

165  59  7.62 

238  80  37,52 

294  51  18,88 

336  88  5,57 


Ii  4.8588019-0 
4.4303589-8 
;<  4.5088974-0 
i|  4.418  4819-S 
I  4.896  5476i) 

II 
4.507  0618*5 

'  4.779  7890-3 
4.485  7945-9 
4.396  6476-9 
4  466 1549-3 
4.549  8180-0 
4.4798976*0 


48«  30^  37,63"   ,  4.4561549-3 

90    34   57.86     '  4.4184219-8 

168    12  52.47  4.439  5852*2 

843    38   57,63    [  4.55010681 

57"»  29*  39.06"  I  4,376  9182*8 

114    61    1838    |.  4.5493120*0 

162    23  57,62     1  4.550 10581 

92<>  51'  85,26"  j  4.4895442*5 

166    22     537  4.479  8976*0 

237    39  39.06  4.3759182-8 

1! 

169*  13'  41,78"  4.660  77873 

216    38   30.93  4.507  0618*6 

272    51    85.26    ||  4.489  54426 


199«  2'  81,61" 

246  10   10,79 

290  37   58.76 

849  13  41,78 

19*    8*  31.61" 
868    48   11.79 
341    80  88,00 

35*    0'    032" 
88    48   11.79 
343     18   52,47 


I  4369  8618-7 

'  4.8588019*0 

4.436  7945*9 

4.660  7787-3 

i  43698613*7 

I  4.4294468-0 

4.430  2529*8 

I 

I  4.502  8974*0 

'  4.429  4468*0 

'  4.439  6862-2 


Bedokt. 

dlogs 


eben 
logsQ 


+  0*0 
+  0*8 


0^ 
1-1 

0*8 

6*0 

0*8 
0-8 

1-9 
0-3 
0*9 
0*3 
7-7 
6-6 
7*2 


+  7*7 
+  0-3 
+  26*9 
+  62-3 

+  18-2 
+  6-6 
+  62-8 

+  0*8 
+  7*2 
+  13*2 

+  13*9 
+  1*9 
+  0*3 

+  9*2 
+  1-1 
+  0-9 
+  18*9 

+   9*2 
+   0 
+   0*8 

+  6*0 
+  0*0 
+  269 


4.2754862-8 
3.779 1890-6 

4.2754862*8 
4.85880301 
4.4302680*6 
430280790 
4.4184219*6 
4.806  5477*8 

4.507  0680-4 
8.779 1890*6 
4.4857946-8 
4.296  5477*8 
4.456 1667*0 
4.5493186-6 
4.479« 


4.466 1557-0 
4.4184819*6 
4.439  5879-1 
4.5601110-4 

4.8759196*0 
4.549  3185-6 
4.5501110*4 

4.489  6448*8 
4.4798988*2 
4.3759196*0 

4.660  7801-3 
4307  0620-4 
4.489  5442*8 

4.669  8622*9 
4.868  8020*1 
4.486  7046*8 
4.560  7801-8 

4.569  8638-9 
4.489  4468-0 
4  430  25301S 

4.5028979-0 
4.429  4468*0 
4  439  68791 
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Zuerst  müssen  wir  die  notigen  Eonstanten  fflr  die  Soldner  sehen  Glieder  zweiter 
Ordnnng  bilden: 

Der  Coordinaten-Nullpunkt  hat  die  geographische  Breite  rund  <p  =  49^30\  und 
damit  bilden  wir  nach  Seite  [20]  des  Anhangs  die  fdr  uns  nötigen  konstanten  Co€f- 
ficienten-Logarithmen : 

log  2^  =  6.08923       log  ^  =  5.61211       log  ^^  =  5.91314 


log  -|-  -  1.70469 


%2>o=  1.40366 


log^%  =  0.mb4 


(2) 


Wir  beginnen  mit  dem  schon  bei  (1)  angegebenen  Ansgangswerte 

Mannheim-Speyer  a^  =  183*» 40' 25,291"  nnd  log 8  =  4.275 43628  (3) 

Damit  können  wir  sofort  die  Coordinaten  y\  oi  von  Speyer  berechnen,  und  zwar 
Tereinfachen  sich  diesesmal  die  allgemeinen  Formeln  deswegen,  weil  die  Aasgangs- 
Coordinaten  y^  x  fflr  Mannheim  beide  Null  sind.  Setzt  man  also  y  =  0  und  rc  =  0 
in  den  Formehi  (13)— (16)  §  46,  S.  261,  so  bekommt  man: 


5  Sin  tto  =  t? 
Speyer  y=^— 6^2       » 


seosa^  =  tt 
u  t?2 


af  =  ti-4- 


3r2' 


(4) 


Nun  rechnen  wir  hiemach  mit  7stelligen  Logarithmen  (mit  einer  an  sich  un- 
sicheren, durch  Interpolation  nach  SchrOn  erhaltenen  8.  Eontrollestelle  0*1): 


^.^s    4.275  4362-8 
«o  =  183^  40'  25,291"    log  sin  a^  1  8.806  6825-0, 

?ö^V|  3.082  ifST^ 

V  =  —  1208,144« 

Hiezu  die  Eorrektions- Glieder  nach  (4): 


log  9  I  4.275  4362-8 
log  cos  a^    9.999  1066-6, 

Togu\  4.274  5429-4. 

M  =  -  18816,678- 


(5) 


%m2    8.5491 
logv    3.082U 
%(~l:6f2)    5.612U 
7.2433 

4-  0,0017  —  0,0002 

Diese  kleinen  Beträge  zu  (5)  hinzunehmend  hat  man: 

Speyer        y  =  — 1208,142«  rc  ==  —  18  816,678" 


log  u    4.2745, 
Zo^t?«    6.1642 
7o^(l:3r2)    5.9131 


(6) 


(7) 


Endlich  noch  die  Ordinaten-Eonvergenz 

logu 

logv 

log{—g:2ri) 


4.2745, 
3.0821, 
1.4037, 


8.7603. 


—  0,058" 


(8) 
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Man  hat  also  nnn  in  Zusammenfassung: 

Richtungs-Winkel  Mannheim-Speyer    a  =  183°  40'  25,291" 
hiezu  nach  (8):  —0,058 

«'=  183^40' 25,233" 
±180<* 
Also  Bichtungs-Winkel  Speyer-Mannheim     a«  =      8*»  40' 25,233"  (9> 

Nun  kann  man  die  Richtungs- Winkel  aller  von  Speyer  ausgehenden  Strahlen 
angehen,  denn  man  braucht  nur  die  auf  Speyer  ausgeglichenen  Winkel  mit  «2  zusammen- 
zusetsen.  Dazu  brauchen  wir,  wie  der  Anblick  des  Netzbildes  Fig.  1.,  S.  264  zeigt» 
die  ausgeglichenen  Dreieckswinkel  der  Station  Speyer,  welche  nach  Band  I,  8.  Aufl. 
1888,  8.  202,  203  sind: 

^""^^T^,      ...=610  29' 45,804", 
Königsstuhl      ^jgj  ^.^    ^^  20,829    i 

St.  Michael      [^gj  ^  53   3929.285   f     .«norvnnon" 
Langenkandel  [^^j  ^  ^^    .^  ^g,^^^   \    360^0' 0,000 

talmit  22]  =  75   24    9,630   \ 

Oggersheim      ^    ^  ^  ^7   4^  17^733    ) 
Mannheim 

Wenn  man  diese  6  Winkel  zu  dem  soeben  berechneten  3®  40*  25,233"  nach- 
einander addiert,  so  erhält  man  die  sämtlichen  Richtungswinkel,  wie  sie  fdr  die 
Station  2.  Speyer  auf  S.  265  angegeben  sind,  auf  0,01"  abgerundet. 

Nach  diesem  ersten  Beispiele  können  wir  kurz  sagen,  dass  auch  die  zweite  vom 
Nullpunkt  Mannheim  ausgehende  Richtung  Mannheim-Oggersheim  ebenso  wie  Mann- 
heim-Speyer behandelt  wird,  und  dann  auch  den  Abriss  3.  Oggersheim  auszuftllen 
gestattet,  wie  auf  8.  265  zu  sehen  ist. 

Nach  diesem  kommen  aber  die  allgemeinen  Coordinatenformeln  von  (14)— (16) 
§  46,  S.  261,  deren  Anwendung  an  dem  Beispiel  Speyer-Langenkandel  gezeigt  werden  soll : 

Aus  dem  soweit  ausgefBllten  Abrisse  S.  265  entnimmt  man  hiezu: 
Speyer-Langenkandel  a  =  215°  0'  1,150''  und  logs  =  4.502  8974-0 

log 8  i  4.502 89740  log s  ,  4.502 8974*0 

log  sin  a  \  9.758  5947*8.        log  cos  a\  9.918  36283. 


logu^ 

iogy 

top(-l:2r2) 


log  V  I  4.261 4921*8.  log  u  ]  4.416  2602*3. 

t?  =  — 18  259,639  u  =  —  26  077,156 

Speyer  (7)  gegeben:        y  =  —   1  208,142  «  =  —  18 816,678 

yH-ü  =  — 19467,781    a; -(- u  =  — 14  893,834 
Langenkandel    genähert  =  y'  genähert  =  af 

Eorrektions-Olieder  fQr  y,  Korrektions-Glieder  für  x. 


8.8826  log  m« 

3.0821.  logn 

6.0892.  7o^(-l:6r2) 

8.0038 


8.8325  %U|  4.4163.  logu 

4.2615.  log  y'2  |  8.5786  log  «« 

5.6121.        log  (1 :  2r2)    6.0892       logi-l : 6r2) 


8.7061  9.0841. 


4.4163. 

8.5230 

5.6121. 


8.5514 


•0,010  4-0,051  —0,121  H- 0,036 
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Zosammenfassong  -. 

y-hv  =  — 19  467,781* 
4-  0,010 
H-  0,051 

Langenkandel:  y'  =         —19467,720 
Eorrektions-GUeder  fQr  a: 


.M  =  _44  893,834- 
—  0,121 
-h  0,086 

—  44  893,919 


logu    4.4163, 

logy  ;  3.0821. 

^^(_p:r2)    1.7047« 


logu 

logv 

7ö^(-p:2r2) 


4.4163, 
4.2615. 
1.4037. 


i  9.2031. 
—  0,160 


I  0.0815. 
— 1,206 


Statt  dessen  kann  anch  die 

Bechnung  geführt  werden  nach 

der  zweiten  Formel  (16)  §  46.  S.  261 


Zusammenfassung:    a  =  215®   0'    1,150" 

—  0,160 

—  1,206 


o'     214®  59' 59,784" 
±180® 
aiQ  =    34®  59'  59,784"  =  Bichtungs- Winkel  Langenkandel-Speyer. 

Mit  diesem  Bichtungs- Winkel  aiQ  und  mit  den  auf  Langenkandel  ausge- 
glichenen Dreiecks-Winkeln  kann  man  nun  von  neuem  einen  orientierten  Abriss  fOr 
die  Station  10.  Langenkandel  aufstellen,  wie  auf  S.  265  zu  sehen  ist. 

In  dieser  Weise  wird  in  dem  ganzen  Netze  auf  verschiedenen  Wegen  herum 
gerechnet,  wobei  zahlreiche  Proben  sowohl  für  die  Bichtungs- Winkel  als  auch  fOr  die 
Coordinaten  entstehen,  z.  B.  nachdem  die  beiden  Stationen  2.  Speyer  und  8.  Oggers- 
heim erledigt  sind,  kann  man  nach  4.  Calmit  von  beiden  Seiten  her  rechnen,  und 
man  wird  finden: 


von  2.  Speyer  her:  4.  Calmit 

9    3.  Oggersheim  her:  „ 


3/4  =  -27  414,066- 
,065 


«4  =  — 18  550,134- 
,135 


also  hinreichende  Übereinstimmung.    Ebenso  auch  die  Bichtungs-Winkel: 

von  2.  Speyer  her:  Bichtungs-Winkel  (4.2)  =  90®  84'  57,882" 

,    3.  Oggersheim  her:  ,  (4.3)  =  48® 30' 26,932" 

Diese  beiden  Bichtungs-Winkel  werden  in  den  Abriss  der  Station  Calmit  ein- 
gesetzt, und  geben  mit  den  auf  Calmit  ausgeglichenen  Dreiecks-Winkeln  Proben, 
welche  in  unserem  Falle  zu  Abänderungen  von  0,002"  und  0,003"  geführt  haben, 
was  jedoch  auf  S.  265,  wo  alles  auf  0,01"  abgerundet  ist,  nicht  mehr  bemerklich 
werden  kann. 

Man  sieht,  dass  die  Stations- Abrisse  von  S.  265  in  Hinsicht  auf  die  Bichtungs- 
winkel  allmählich  entstehen.    Die  Endwerte  der  Coordinaten  sind  folgende: 
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Punkt 

y 

X 

1.  Mannheim      .     . 

0,000- 

0,000- 

2.  Speyer  .    . 

—    1208,142 

—  18  816,676 

3.  Oggersheim 

—   6  001,777 

H-      888,767 

4.  Calmit  .    . 

-27  414,066 

—  18  550,134 

5.  Donnersberg 

-  88  145,688 

4-  15  278,872 

6.  Klobberg  . 

-  18 104,628 

-h  28  049,296 

7.  Melibocus  . 

H- 12  727,470 

4-  26  509,100 

8.  KOnigsstuhl 

+  19  526,476 

—   9  223,075 

9.  St.  Michael 

-^    7  407,498 

-44  332,386 

10.  Langenkandel 

^19  467,721 

-44  893.918 

Rechtwinklige    sphä- 
rische     Soldner  sehe 

Coordinaten  aller 
Punkte    des    Netzes 
Fig.  1.  S.  264.  Null-  \  (1<>) 
punkt  Mannheim  mit 
-|-  X    nach    Norden, 
und  +  y  nach  Osten. 


Vergleichungen  dieser  Coordinaten  mit  den  amtlichen  Coordinaten  von  Baden,  Bayern 
Hessen,  und  Bemerkungen  dazu,  wurden  gegeben  in  Band  I,  Aufl.  3,  1888,  S.  203—304,  II.  Band 
Aufl.  2,  1878,  8.  278  und  astr.  Nachr.,  75.  Band,  1870.  Nr.  1795-1796.  S.  289—806  und  &  867. 

Der  grosse  Abriss  von  S.  265  w&re  für  die  Zwecke  der  Soldner  sehen  Coor- 
dinaten-Behandlung  genügend,  wenn  er  die  sphärischen  Richtungs- Winkel  a  und  die 
sphärischen  Entfernungen  log  8  enthielte.  Wir  haben  aber  auch  noch  die  ebenen 
Bichtungs- Winkel  <Xq  und  die  ebenen  Entfernungen  Sq  dazu  berechnet,  nach  den  ein- 
fachen Formeln: 

tang  «o  =  |r^ 

s  —  y'  ~  y  -  ^'  —  ^ 

^       sin  Uq         eo8  a 
wobei  die  Coordinaten  xy,  7i  \f  selbst  die  sphärischen  in  der  vorstehenden  Tabelle  (10) 
enthaltenen  sind.    Die  Differenzen  d  a  und  dlogs  sind  dann  einfach  aus  Uq  —  a  und 
logSQ  —  hg 8  erhalten.    Wie  man  diese  da  und  dlogs  selbständig  berechnet,   wird 
im  folgenden  §  48.  gezeigt  werden. 

Wir  haben  diese  Öa  und  dlogs  auf  S.  265  mit  aufgenommen,  auch  wegen 
der  späteren  Vergleichung  mit  den  konformen  Coordinaten. 


§  48.    BestimmBng  yon  Entfernung  und  Richtungs- Winkeln 
aus  Soldnerschen  Coordinaten. 

Es  handelt  sich  um  ümkehrung  der  bisherigen  in  §  46.-47.  behandelten  Auf- 
gabe, und  um  die  Übersicht  zu  gewinnen,  wollen  wir  an  die  entsprechenden  einfachen 
Aufgaben  der  Ebene  erinnern.    Man  hat  bekanntlich  in  der  Ebene: 


y*  —  y  =  s  sin  a 
tang  a  =  ^ und     s  = 

OS  ^^  X 


x'  -'X  =  scosa 
_y'  —  y  _^  — 


cosa 


(a) 
(b) 


oder     s  =  y(y'  —  y)2  +  {xf  —  x)^  (c) 

Während  in  §  46.  die  sphärischen  Analogieen  zu  den  ebenen  Formeln  (a) 
behandelt  worden  sind,  handelt  es  sich  jetzt  darum,  auch  zu  den  umgekehrten  For- 
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mein  (b)  und  (c)  das  zu  finden,  was  entsprechend  auf  der  Kugel,  gilt,  d.  h.  wir  stellen 
die  Aufgahe:  Gegeben  sind  die  sphärischen  Coordinaten  zweier  Punkte  P  und  P', 
nämlich : 

X  und  y  Coordinaten  von  P    \ 

a/  und  y'         „  ,    P'  ]  ^^^ 

Gesucht  ist: 

die  Entfernung    PP'  =  8  \ 

der  Richtungs-Winkel    (PP')  =  a  l  (2) 

(P'P)  =  ^  =  «'±180*'    ) 

L   Gemeinsame  Formeln  für  s  und  a. 
Man  kann  diese  Aufgabe  losen  durch  Umkehrung  von  (14),  (15)  §  46.  S.  261, 
wobei  in  den  Korrektions-Gliedem  u  =  af  —  x  und  v  =  y*  —  y  gesetzt  wird.    Auf 
diese  Weise  erhält  man: 


88ina  =  (y'  -y)  -+-  -^J-^  H-  ^ i~^- =  {y''-y)'hdy 


2  r2       ^  6  r2 


(3) 


.ca.«  =  (x'-.x)-(^=^V(?^^^  (4) 

Die  hier  geschriebenen  Zeichen  6y  und  6x  sollen  nur  die  Zusammenfassung 
der  Eorrektions-Glieder  ausdrücken,  denn  man  hat  nun  weiter: 

sma  cosa 

Um  auch  den  Gegenrichtungs-Winkel  ß  zu  finden,  braucht  man  nur  die  Be- 
zeichnungen f&r  die  Punkte  P  und  P*  umzukehren ,  was  wir  nicht  durch  besondere 
Formeln  von  der  Form  (5)  und  (6)  anzuzeigen  fflr  nOtig  halten  (vgl.  das  nachfolgende 
Zahlen-Beispiel). 

Statt  dessen  kann  man  aber  auch  die  Formel  (16)  §  46.  S.  261  anwenden: 

a'  =  «-(a^-^)(y'  +  y)25^2  (7) 

oder  a' =«  — (aj'--aj)y-^-  —  (a?'  — icXy'  — y)272  C^*) 

und  dann:  |!^  =  a'±180''  (7b) 

Damit  sind  alle  Bedürfnisse  befriedigt;  es  ist  jedoch  aus  vielen  Gründen 
erwünscht,  die  Entfernung  s  auch  ohne  die  Bichtungs- Winkel  oder  andererseits  einen 
oder  beide  Richtungs- Winkel  ohne  die  Entfernung  zu  bestimmen. 

IL    Einzelformel  für  8. 
Um  die  Entfernung  s  allein  aus  den  Coordinaten  abzuleiten,  kann  man  sofort 
die  Gleichungen  (8)  und  (4)  benützen,  denn  wenn  man  diese  quadriert  und  addiert, 
so  erhält  man: 
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Wenn  man  die  Quadrierungen  ausfahrt  und  dabei  alle  Glieder  von  der  Ordnung 
1 :  r2  yemachl&ssigt,  so  erh&lt  man : 

,2  =  (y-  _y)2  +  (»'-»)'(y'-y)y  ^  («'-«)»(y'-yP 

■^(,,-,.)«_('^-fyV(»'-y-y)' 

Zusammengefasst  und  geordnet  giebt  dieses: 
,2  =  (y- -  y)«  +  (x- -  «)«  +  ^^?^  (3  y  (y- -  y)  +  2  (y' -  y)«  -  3  y-«) 

«« =  (y'  -  y)2  +  (*'  -  «)2  -  -*'-3~s—  (y«  H-  y  y'  -f-  y**))  (») 

Hier  bezeichnen  wir  die  ersten  Glieder,  welche  der  Becbnnng  mit  ebenen  Coor- 
dinaten entsprechen  mit  «',  d.  h.: 

(y'-y)«+(«'-«)«  =  »o  (9) 

und  da  man  in  den  Korrektions-Qliedem  Sq  mit  8  verwechseln  kann,  wird  (8)  geben: 

''  =  «o(i-7^(y«  +  yy'  +  y'«)) 

«    =«,(l_^(y.^yy-;-^.))   oder  =  »0  (l  "  ^  ^-^       (10 


oder  logarithmisch 

6r2 


log  8  =  %so  -  ß^  co«^ « (y*  +  y  y'  -H  2/^)  (H) 


III.   Eingdformel  ßr  a. 

Um  auch  fOr  a  eine  unmittelbare  Formel  zu  bekommen,  denken  wir  uns  die 
Formeln  (3)  und  (4)  so  zerlegt: 

8C08a  =  {x'  —  x)'hdx    f 

wo  die  Bedeutung  ron  dy  und  dx  sich  durch  Yergleichung  mit  (3)  und  (4)  giebt, 
d.  h.  es  sind  d  y  und  d  x  die  negativen  Werte  der  oben  mit  Ö  y  und  d  x  bezeichneten 
Zusammenfassungen,  oder  ausführlich: 


^^=       2r2       ^ 672 

(0/  -X)y'2        (g^-g)  (y'  -  y)2 

^*  = 27«^  ^ 6  r2 


(13) 


Wir  wollen   auch   a  selbst  entsprechend   zerlegt  denken  in   Uq  -^  d  a   und 
haben  dann: 
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Nach  dem  Taylor  sehen  Satze  giebt  dieses: 

aQ  =  arctang^^^  (15) 

und  da= ,-7 ri-r-^ —, räA ^dx 


■-(ör-  -(fcs" 


Setzt  man  die  oben  bei  (13)  erklärten  Bedentangen  von  dy  und  dx  ein,  so 
erhält  man  ans  (16): 

_(^_,)_ö^_y)^^        (17) 

Dieses  kann  auch  so  geschrieben  werden: 

äa=i^)lcos^«^^-lsin2a  +  ^^-^^^cos2a  (18) 

Nützlicher  ist  noch  eine  andere  ümformang  von  (17),  welche  im  dritten  Gliede 
von  (17)  den  Faktor  sitfia  erzeugt,  nämlich: 

Wer  ist  j^-(y-y)  =  2y  +  y'  +  y'-yf;^^y" 

und  setzt  man  dieses  in  das  vorhergehende  ein,  so  bekommt  man: 

Dieses  da  ist  die  Verbesserung,  welche  an  dem  Näherungswert  Oq  von  (15) 
noch  anzubringen  ist;  man  kann  also  im  Zusammenhang  für  den  Eichtungs- Winkel 
von  einem  Punkte  P  (mit  x,  y)  nach  P*  (mit  x\  y')  schreiben,  zugleich  mit  Zu- 
setzung  der  notigen  q: 

«  =  «o-H  ^(x'  —  ac)  (2y  4-  y')  -+-  ^(y8  H-  y y'  -h y'^)sinaco8a       (20a) 
Auf  den  jenseitigen  Punkt  angewendet  giebt  diese  Formel: 

a'  =  «0  4-  g^  (a:  —  ac')  (y  -h  2  y*)  -i-  zweites  Glied  von  oben. 
Diese  beiden  Formeln  geben  subtrahiert: 

«'-«=2^(^-«)(y  +  y')  (21) 

Dieses  ist  wieder  die  Formel  für  die  Ordinaten-Eonvergenz  nach  (11)  §  46. 
S.  261,  was  auch  unmittelbar  eingesehen  werden  kann. 
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Flg.  1. 
HMUtab  1:5000000. 
+X 


IV.   Zahlenbeispiele, 

Um  die  vorstehenden  Formeln  anzuwenden,  kann  man  in  den  Zahlenangaben 
Yon  §  47.  reiche  Gel^enheit  finden,  indem  ans  den  Goordinaten  von  (10)  S.  269 
sich  die  Bichtongs- Winkel  nnd  die  Entfemongen 
des  grossen  Abrisses  S.  265  wieder  rückwärts 
finden  lassen  müssen.  Dieses  als  Übnng  anheim- 
gebend, wollen  wir  ein  grosseres  Zahlenbeispiel 
hier  durchrechnen,  bei  welchem  die  Eorrektlons- 
Qlieder  mehr  ausmachen. 

Nach  nebenstehender  Fig.  1.  nehmen  wir 
die  zwei  Punkte  Katzenbuckel  und  Feldberg  in 
dem  badischen  Coordinatensjstem  (1870 — 1871 
Yon  uns  festgelegt  und  ins  badische  System 
eingerechnete  Gradmessungspxmkte).  Die  mitt- 
lere Breite  ist  rund  =  49*^  und  dazu 

Zo^^  =  6.39031. 

Die  nachfolgenden  Rechnungen  sind  nicht  bloss 
7  stellig  sondern  mit  dem  10  stelligen  Thesaurus 
gemacht,  um  die  Proben  formell  jedenfalls  bis 
auf  0,001"  zum  Stimmen  zu  bringen,  was  bei 
diesem  Schulbeispiel  formell  erwünscht  ist 


Katzenbuckel 


Feldbett 


K  ,  Katzenbuckel    y'  =  4-  42  176,169" 
F  ,  Peldberg  y  =—34  075,071 


a?'  =  —     1  575,546« 
X  =  — 179  239,479 


y'  —  y  =  H- 76  251,240 
Hiezu  werden  die  Korrektions-  |    ^     i  —  13,210 


glieder  nach  (3)  u.  (4)  berechnet: 


9,854 


ic'  — «=4-177  663,983 
—  3,881 
4-4,229 


dxl 


(y'  —  y)  4-  <5y  =  4-  76247,884       (o/  —  «)  4.  ö a;  =  -h  177  664,281 
damit  geben  die  Formeln  (5)  und  (6): 

(1^  ,  Ä)  =  Ä  =  23«  13'  38,920"    log  8=^  5.286  3099-9    s  =  193  334,779« 
Die  ümkehrung  der  Bezeichnungen  giebt: 
F  ,  Feldberg           y'  =  —  34  075,071«  «'  =  —  179  239,479« 

K  ,  Katzenbuckel     y  =  4-  42  176,169 x  =—     1  575,546 


(21) 


y'  —  y  =  —  76  251,240      af  —  a;  =  —  177  663,933 
Korrektionsglieder     \        »    /  H- 16,350  a    /  ■+"  ^^^ 

nach  (3)  und  (4)      |        ^  ^  \  -   9,854  ^  *  \  —  4,229 


Zähler  =  —  76  244,744    Nenner  =  — 177  665,628 
damit  wieder  nach  (5)  und  (6): 

(K  ,  F)^ß  =  203<»  13'  35,275"      log 8  =  5.286 30998      8  =  193 334,778«    (22) 

Durch  (21)  und  (22)  ist  also  bereits  die  Entfernung  s  auf  0,001«  sicher  gestellt 

um  auch  die  Bichtungs- Winkel  a  und  ß  zu  yersichem,  hat  man  nach  (7)  und 

(7  a)  die  Differenz  beider  Bichtungs- Winkel  und  zwar  bei  (7  a)  abermals  doppelt  je 

nachdem  man  die  Bezeichnungen  P  und  P*  entsprechend  F  und  K^  oder  umgekehrt, 

wählt;  man  bekommt  für  unser  Beispiel: 

Jordan,  Handb.  d.  YemMMimgsktmde.    4.  Aofl.    IIL  Bd.  18 
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aus  (7):    «'-«  =  —   3,646"  (23) 

aus  (7  a):    a'  —  ä  =  -h  30,674"  —  34.320"  =  —  3,646"  (23  a) 

oder      ,      ,    :    |?' —  jS  = -h  37,966    —34,320    =4-3,646"  (23  b) 

Diese  3  Werte  stimmen  unter  sich,  und  mit  der  Differenz  Ton  (21)  und  (22), 
welche  3,645"  betragt,  auf  0,001". 

Nun  haben  wir  noch  die  Formeln  (10)  und  (11),  welche  zuerst  eine  Berechnung 
Yon  So  bzw.  log  Sq  verlangen,  d.  h.  eine  Berechnung,  welche  ebenen  Coordinaten  ent- 
spricht; und  dabei  berechnen  wir  auch  zugleich  einen  ebenen  Wert  Oq: 

Oq  =  23*»  13'  42,356"      log  Sq  =  0.286  31224      sq  =  193  835,782-  (24) 

Hiezu  nach  (11)  und  (10):  —22-6  —1.004 

to^Ä  =5.286  3099-8      «=193  334.778  (25) 

Dieses  stimmt  hinreichend  mit  (21)  und  (22). 

Endlich  haben  wir  noch  yerschiedene  Formeln  fQr  da.  Die  Formel  (18)  giebt 
in  zweifacher  Anwendung: 

«0  =  23«  18'  42,356"  ß^  =  203^  13'  42,356" 

— 12,951  — 16,030 

+    1.633  -h    1,066 

H-    7,881  -h   7,881 


a  =  23*»  13' 38,919"  ß  =  203«  13' 35,278"  (26) 

Endlich  giebt  die  Formel  (20)  ebenfalls  zweifach: 

«0  =  23«  13'  42,356"  ßo  =  203«  13'  42,356" 

—  3,897  —  7,543 

-h  0,460  4-  0,460 

a  =  23«  13' 38.919"  ^  ~=  203 «  13'  35,273"  (27) 

Damit  ist  alles  mit  zahlreichen  Proben  berechnet,  man  sieht,  dass  man  mit 
solchen  sphärischen  Coordinaten  alles  rechnen  kann,  was  auch  in  der  Ebene  vorkommt, 
allein  die  neben  der  Hauptrechnung  herlaufenden  Eorrektions-GUeder  von  der  Ord- 
nung '  ö~  niachen  doch  ziemlich  viele  Mühe  und  wir  wollen  gleich  hier  bemerken,  dass 

bei  den  konformen  Coordinaten,  welche  wir  später  (§  50.)  kennen  lernen  werden,  die 
Nebenrechnungen  mit  1 :  r^  erheblich  einficher  und  zugleich  viel  übersichtlicher  werden. 

Ein  weiteres  Zahlenbeispiel  mit  Soldner  sohen  Ooordlnaten,  n&miloh  ephärleohes  Büokwirta- 
Eluechnelden  bei  gegebenen  Coordinaten  dreier  Zielpunkte  hatten  wir  In  2.  Anfl.,  IL  Band  1878, 
8.  278—279  ansfübrlJohst  und  In  8.  Anfl.,  IIL  Band  1890,  8.  276—277  noch  im  Auszug  gebracht,  weichet 
nun  übergangen  werden  mag. 

Die  «Soldnersohen**  Coordinaten,  welche  In  den  vorstehenden  §  46.-48.  behandelt  wurden, 
sind  zuerst  öffentlich  mitgeteilt  von  Bohnenberger  in  der  Abhandlung  ,De  oomputandls  dimen* 
slonibus  trigonometriels  etc.*  Tübingen  1826,  §  15—16,  und  Bohnenberger  sagt  dazu  in  §  16: 
.formulae  (entsprechend  unseren  (14),  (15),  (16)  §  46.  8.  261)  conveniunt  cum  ils,  qulbus  usus  est 
eeL  Soldner  in  computandis  dimenslonlbus  bavarlois.*  In  Württemberg  sind  diese  Coordinaten 
zur  Landesvermessung  eingeführt  und  Bohnenbergers  Entwicklungen  stets  hochgehalten  worden, 
wie  namentlich  zu  ersehen  ist  aus  «Pross.  Lehrbuch  der  praktischen  Geometrie*,  Stuttgart  1838, 
8.  814  und  aus  dem  amtlichen  Werke  von  Kohler,  «die  Landesvermessung  des  Königreichs  Würt- 
temberg u.  s.  w.  1868*,  8.  126—146. 
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Von  Württemberg  »oa  gelangten  diese  Coordinftten  »uch  in  die  Bftyerieche  geod&tlsche 
Litteratnr,  n&mlioh  in  Bauemfeinds  .Elemente  der  YermeMungekunde,  1.  Auflage,  II.  Band  1858", 
8.  201—206,  wo  (ohne  Qaelleuangabe)  ein  Auszog  aus  Bohnenberger  .De  compatandls  etc.*  §  15 — 17 
mit  drei  Zahlenbeispielen  Bohnenbergers  gegeben  sind  als  .Berechnung  einiger  Dreiecke  der  vüxt- 
tembergischen  Vermessung.' 

Soldners  Entwicklungen,  von  1810  stammend,  wurden  erst  1878  veröffentlicht  in  , Bayerische 
LandesTcrmessung  in  ihrer  wissenschaftlichen  Gtrundlage*,  München  1873,  S.  268—281. 

Alle  diese  Schriften  geben  die  Orundformeln  (14)— (16)  §  46.  B.  261  und  in  Betreff  der  Um- 
kehrung nur  die  Formeln  (3)— (7)  S.  270.  Die  weiteren  Formeln  (10)— (20)  8.  271—272  sind  zuerst 
Aufgestellt  in  unserer  1.  Auflage,  .Taschenbuch  der  praktischen  Oeometrie  1878",  S.  326. 


§  49.    Karten-Zeichniing  naeh  rechtwinkligen  sphärischen 
(Soldner  sehen)  Coordinaten. 

Man  henfltzt  die  rechtwinkligen  sphärischen  Coordinaten  zur  Karten-Zeichnung, 
indem  man  dieselben  wie  rechtwinklige  ebene  Coordinaten  behandelt. 

Dadurch  erhält  man  ein  verzerrtes  Bild  der  krammen  Erdoberfläche  in  der 
Ebene,  und  es  ist  unsere  Aufgabe,  die  Verzerrungen,  welche  hier,  wie  bei  allen  anderen 
ebenen  Abbildungen  der  Erdoberfläche  unvermeidlich  sind,  zu  untersuchen. 

Hiezu  brauchen  wir  nur  die  bereits  in  §  48.  entwickelten  Formeln  anzuwenden. 


Wir  haben  von  (10)  und  (9)  §  48.  S.  271. 
eos^a , 


=  «0  (l  ■ 


6r2 


(y2-4-yy'. 


■y«)) 


(1) 


Flg.  1. 

Soldner  sehe  Coordinaten  In  ebener 

Darstellung. 


.(x'-^x)^  (2) 

Indem  wir  in  Fig.  1.  die  Punkte  Ä  und 
B  mit  ihren  Coordinaten  x,  y  und  af,  y'  im 
ebenen  System  dargestellt  haben,  finden  wir 
offenbar  die  Entfernung  Sq  von  (2)  als  geradiifiige 
Entfernung  AB,  und  man  benützt  das  Verhält- 
nis dieser  geradlinigen  Karten-Entfernung  Sq  zu 
der  wahren  Entfernung  s  zur  Berechnung  des 
Verzerrungs- Verhältnisses,  d.  h.  man  setzt: 

„  =  a  =  i  +  y^±44±jC?«„2«   (3) 

8  6r2  ^  ^ 

Für  eine  sehr  kurze  Linie  8  ist  ^  ==  y 
zu  setzen,  und  dann  hat  man: 

v  =  \+f^C08^a  (4) 

Dieses  ist  der  allgemeine  Ausdruck  für  die  Vergrösserung  einer  kurzen  Linie 
in  irgend  einem  Punkte  mit  der  Ordinate  y,  in  der  Richtung  a.  Die  VergrOsserung 
V  ist  nicht  abhängig  von  der  Abscisse  x,  sondern  nur  von  der  Ordinate  y  und  von 
der  Richtung  a.  In  Bezug  auf  a  erreicht  v  seine  äussersten  Werte  mit  a  =  0®  oder 
180®  einerseits  und  mit  a  =  90®  oder  270®  andererseits,  nämlich: 


a=    0® 


giebt  Vma*  =  1-1-22  (Meridian,  x-Axe) 


a  =  90® 


V«fa  =  1 


(West-Ost,  y-Axe) 


(5) 
(6) 
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Fig.  z 


Bi 


^x 


Diese  zwei  Ergebnisse  sind  an  und  ffir  sich  leicht  verständlich.  In  der  West- 
Ost-Bichtnng  werden  die  Ordinaten  sowohl  auf  der  Engel  als  auch  in  der  Ebene 
gUieh  aufgetragen,  d.  h.  es  ist  v  =  1;  dagegen  in  der  Nord-Richtong  mOssen  die 

ebenen  Masse  zn  gpross  erscheinen,  weil  die 
in  Wirklichkeit  konTergierenden  Ordinaten  y 
in  der  ebenen  Zeichnung  parallel  sind. 

Hieza  ist  Fig.  2.  gezeichnet  mit  dem 
Masse  m  in  der  Abscissen-Aze  selbst  und 
einem  Masse  m'  parallel  der  Abscissen-Axe» 
im  Abstand  y.  In  der  Ebene  werden  aber 
die  Ordinaten  y  parallel,  also  m!  gleich  m 
dargestellt,  nnd  das  YergrOeserangs- Verhält- 
nis ist  daher  =  --.  Nach  Fig.  2.  ist  ^1  B 
tn 

ein  Parallelkreisbogen  yom  Halbmesser  r*  =:r  cos^-  nnd  da  bei  Q  der  Winkel  —  sich 

findet,  hat  man: 

m'  =  AB  =  — /  =  m  CO«  ^ 
r  r 


m  r  2r2 


oder 


m'         ^  2r2 


(7) 


Dieses  ist  eine  Bestätigung  von  (5). 

Zur  Übersicht  der  linearen  Verzerrangs-Verhältnisse  haben  wir  nach  (5)  folgende 

1 


Zahlen- Werte  berechnet  mit  log  „^^  =  6.08918  für  ()p  =  50 


y 

y« 

2r2 

2%  1000-              y 

10»« 

0,000  0012 

0,001«               70*« 

20 

0,000  0048 

0,005                 80 

30 

0,000  0111 

0,011                 90 

40 

0,000  0196 

0,020               100 

50 

0,000  0307 

0,031                150 

60 

0,000  0442 

0,044               200 

oder  in 

runden  Zahlen  beträgt  die  Verzerrung 

yZ 

2r2 
0,000  0602 
0,000  0786 
0,000  0995 
0,000  1228 
0,000  2763 
0,000  4912 


1000« 


2r2 
0,060' 
0,079 
0,099 
0,123 
0,276 
0,491 


(8) 


5*«  auf  1000«  oder 


10««  auf  1000«  oder 


für  y  =  64  Kilometer 
für  2^  =  90  Kilometer 


(9) 


Plg.  3. 


20  000 

1 

10  000 

Wenn  ein  rechteckiges  Kartenblatt  ABÄ'  B'  (Fig.  3.) 
in  der  beschriebenen  Weise  behandelt  wird,  so  erscheint  zwar 
der  Sfldrand  A  A'  und  der  Nordrand  B  B'  in  richtiger  Grosse, 
dagegen  der  Westrand  AB  und  der  Ostrand  A' B'  werden 
etwas  zu  gross. 

Wir  wollen  annehmen,  der  Westrand  AB  habe  die 
Ordinate  y  =  90  000«  und  der  Ostrand  A'  B'  habe  y'  =  100  000«, 
dann  wird  nach  der  Zahlen-Übersicht  (8),  in  der  Zeichnung 
der  Westrand  um  0,0099  o^  und  der  Ostrand  um  0,0128  0/^ 
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zn  gross,  oder  wenn  AB  =  A'  B'  =  \^  Papiergrosse  hat,  so  giebt  das  hier  einen 
Fehler  Ton  nur  etwa  0,l"i  der  aber  bei  y  =  200*"  rasch  auf  0,5*  ansteigt. 

Solche  Verzerrungen  mOgen  in  der  Karten-Zeichnung  und  auf  dem  Messtisch 
unschädlich  sein,  in  der  Messung  und  Berechnung  von  Polygon-Zügen  sind  sie  es  nicht. 

Geht  ein  solcher  Zug  von  1000*  Länge  in  der  Meridian-Richtung  von  einem 
trigonometrischen  Punkte  zu  einem  zweiten  trigonometrischen  Punkt,  so  wird,  wenn 
gar  keine  Messungs-Fehler  vorkommen,  doch  der  Zug  die  Entfernung  beider  Punkte 
nm  10^  kleiner  geben  als  die  Coordinaten  der  Punkte,  so  lange  man  nur  die  ebene 
Ooordinaten-Bechnung  anwendet. 

In  Bayern,  wo  die  Ordinaten  in  dem  einen  System  des  Münchner  Meridians 
bis  zu  rund  200  Kilometer  betragen,  mussten  daher  in  der  Zugsberechnung  besondere 
sphärische  Korrektionen  angebracht  werden,  über  welche  berichtet  wird  in  der  ^In- 
struktion  für  neue  Katastermessungen  in  Bayern*,  1885,  §  23  und  in  , Technische 
Anleitung'  u.  s.  w.  von  Dr.  J.  H.  Franke,  München  1889,  S.  121. 

Wir  wollen  aber  gleich  hier  bemerken,  dass  die  Soldner  sehen  Goordinaten- 
Yerzerrungen  hauptsächlich  deswegen  schädlich  wirken,  weil  sie  nach  verschiedenen 
Seiten  verschieden  sind.  Wir  werden  später  die  konformen  Coordinaten  kennen  lernen, 
bei  welchen  die  Verzerrung  in  einem  Punkte  nach  allen  Richtungen  gleich  ist,  und 
«s  ist  leicht  einzusehen,  dass  bei  konformen  Coordinaten  jene  bayrischen  besonderen 
Reduktionen  der  Züge  überflüssig  würden,  weil  sie  ein&ch  als  allgemeine  Massstabs- 
Veränderung  (etwa  als  konstante  logarithmische  Reduktion)  auf  weitem  Gebiete  kon- 
stant den  trigonometrischen  Netzfehlem  zuzuschlagen  wären,  ganz  ebenso  wie  die 
von  der  Hohe  des  Landes  über  dem  Meere  herrührenden  Reduktionen,  welche  nach 
{  9.  S.  67  für  Ä  =  100-  den  Betrag  von  16—  auf  !*•  geben.  Z.  B.  München  mit 
rund  500"*  Höhe  hat  hieraus  eine  MassstabsvergrOsserung  von  8*^  auf  1*",  welche, 
weil  nach  allen  Seiten  gleich,  auch  nicht  besonders  berücksichtigt  wird. 

In  Württemberg  und  Baden  gehen  die  Ordinaten  bis  rund  100  Kilometer, 
in  Preussen  bis  70  Kilometer. 

Weitere  Ausführtingen. 

Wenn  die  Fig.  1.  S.  275  nicht  bloss  eine  Abbildung  der  Punkte  A  und  B 
von  der  Kugel  auf  die  Ebene  vorstellen  soll,  sondern  auch  eine  Abbildung  der  Linie 
A B,  d.  h.  des  auf  der  Kugel  gezogenen  Gross-Kreisbogens  AB,  so  ist  zuerst  einzu- 
sehen, dass  in  Fig.  1.  die  Gerade  AB  =  Sq  nicht  das  Abbild  jenes  Bogens  A B  ist, 
sondern  der  Bogen  AGB. 

Allerdings  in  Hinsicht  auf  die  Länge  ist  die  Gerade  A  B  =  Sq  und  der  Bogen 

AC B  in  Fig.  1.  bei  der  von  uns  überhaupt  eingehaltenen  Genauigkeit  von  — r-  nicht 

zu  unterscheiden,  denn  die  Pfeilhöhe  des  Bogens  AGB  ist  nur  von  der  Ordnung  —^t 
and  daraus  kann  man  schliessen,  dass  der  Krümmungs-Halbmesser  der  Kurve  von  der 
Ordnung  — ,  und  endlich  dass  der  Unterschied  zwischen  dem  Bogen  AGB  und  der 

Sehne  A  B  nur  von  der  Ordnung  — r-  ist,  was  in  allen  unseren  bisherigen  Entwick- 
lungen vernachlässigt  wurde. 

Dagegen  in  Hinsicht  auf  die  Richtungen  in  A  und  B  ist  der  Bogen  AGB 
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und  die  Sehne  AB  in  Fig.  1.  dnrchans  nicht  zn  Terwechseln,  und  wenn  der  Bogen 
^CJB  in  Fig.  1.  das  Soldner  sehe  Projektions- Abbild  des  sphärischen  Bogens  AB 
auf  der  Urbildkngel  Fig.  1.  S.  257  ist,  dann  sind  die  Bichtnngs- Winkel,  welche  diesem 
Bogen  (bzw.  seinen  Tangenten  in  A  nnd  B)  gegen  die  x-Axe  zukommen,  nidit  die 
Bichtnngs- Winkel  a  nnd  o'  des  Urbildes,  weil  die  Abbildung  nicht  konform  ist. 

Dieses  ist  in  Fig.  4.  nochmals 
Flg.  4  besonders  dargestellt,  und  ans  einer 

besonderen  Untersuchung,  welche 
in  »Zeitschr.  fOr  Venu.  1891«, 
S.  289^294  mitgeteilt  wurde,  stel- 
len wir,  ohne  auf  alles  Einzelne 
einzugehen,  folgendes  zusammen: 
A  und  B  sind  zwei  Soldner  sehe 
Projektions-Punkte  mit  den  Ck>or- 
dinaten  x  y  und  a!  y'.  Die  Sold- 
ner sehe  Abbildung  des  sphärischen 
Bogens  .ä B  ist  die  Curre  AGB 
von  Fig.  4.,  deren  Tangenten  A  A^ 
und  BB*  gewisse  Richtungs-Winke) 
ai  und  O)  haben,  welche  aber  weder 
den  bisher  betrachteten  a  und  et 
noch  den  a^  gleich  sind;  fftr  a^ 
hat  man: 


B. 

^ 

B 

4\ 

x'-x 

1 
1 

A. 

H 

A 

Dazu  nach  (20«)  §  48.  S.  272 


^««^«o  =  L| 


a  — «0  = 


6r2 


(2y-+-y')H- — ^-^ — (y«- 


yy'  +  y'^) 


Dann  nach  »Zeitschr.  f.  Verm.  1891",  S.  292: 


«1-  «0  =     g-^(2y  -h  y')  (1  -f-  ««2  a) 


—  ff,  =      r 


«1  = 


2r2 


«»n  a  CO«  a 


(10) 


(11) 


(12) 


Bei  konformer  Projektion  Terschwindet  a  —  a^. 


§  50.  Bechtwinklige  konforme  Coordinaten. 

Wir  haben  gefunden,  dass  bei  den  rechtwinkligen  Soldner  sehen  Coordinaten  das 
YergrOsserungs-Verhältnis  in  der  Ebene  nach  den  Terschiedenen  Sichtungen,  welche 
Ton  einem  Punkt  ausgehen,  selbst  verschieden  ist,  es  fand  sich  nämlich  in  (5)  und  (6) 
§  49,  S.  275,  indem  wir  nun  statt  v  das  Zeichen  m  nehmen: 

m,  =  1  -H  ^  in  der  Richtung  der  x-kie 

fHy  =  1  in  der  Richtung  der  y-Axe 
Diese  YergrOssemngs-Yerhältnisse  beziehen  sich  auf  eine  Zeichnung,  in  welcher 
die  rechtwinkligen  sphärischen  Coordinaten  als  rechtwinklige  ebene  Coordinaten,  im 
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übrigen  aber  in  natflrlicher  Grosse  aufgetragen  werden,  so  dass  die  Grosskreisbogen 
X  nnd  y  auf  der  Engel  sich  nachher  im  Abbild  in  der  Ebene  als  Gerade  darstellen. 

Wir  wollen  nnn  eine  andere  Art  der  ebenen  Abbildnng  betrachten,  bei  welcher 
das  YergrOsserangs-Verh&ltnis  in  jedem  Punkte  nach  allen  Richtungen  dasselbe  sein  solL 

Man  nennt  eine  solche  Abbildung  ^konform'^  nach  dem  Vorgänge  von  Gauss, 
welcher  die  allgemeine  Theorie  solcher  Abbildungen  aufgestellt  und  die  konformen 
Abbildungen  zuerst  in  die  trigonometrischen  Berechnungen  eingeführt  hat 

Unter  konformer  Abbildung  im  allgemeinen  versteht  man  eine  solche  geome- 
trische Beziehung  zwischen  zwei  FlAchen,  dass  jedem  Punkte  der  einen  Fläche  ein 
bestimmter  Punkt  der  anderen  Fläche  entspricht,  und  dass  das  Abbild  dem  Urbild  in 
den  kleinsten  Teilen  ähnlich  ist. 

Die  letztere  Bedingung  ist  durch  neben- 
stehende Fig.  1.  und  Fig.  2.  deutlicher  ge- 
macht in  diesem  Sinne: 

Es  seien  A,  By  G  drei  unter  sich  sehr 
nahe  liegende  Punkte  einer  gegebenen  Fläche 
(Urbild)  und  A'  B'  C  die  entsprechenden 
Punkte  einer  anderen  Fläche  (Abbild);  die 
Abbildung  soll  nach  einem  solchen  Gesetze 
erfolgen,  dass  das  kleine  Dreieck  A'  B^  C 
dem  entsprechenden  kleinen  Dreieck  ABC 
ähnlich  wird,  dass  also  die  Winkel  a,  j9,  y 
beider  Dreiecke  einander  gleich  sind  und  dass  zwischen 
Verhältnis  besteht: 

A' B^       BIO         G  A! 


den  Seiten  ein  konstantes 


AB 


BG 


CA 


(1) 


Fig.  S.    (FQssdS), 

n 


Nach  diesen  allgemeinen  Vorbemerkungen  gehen  wir  über  zu  den  rechtwink- 
ligen konformen  Coordinaten,  welche  Gauss  etwa  um   1820 — 1830  in  der  Hannover- 
schen Landesvermessung  eingeführt  hat,  aber  wir  geben  zunächst  nur  die  sphärische 
Theorie  mit  Gliedern  bis  zu  1 :  r*  ein- 
schliesslich, d.  h.  das  Analogen  zu  den  in 
§  46.  behandelten  Soldner  sehen  Coordinaten. 

In  Fig.  3.  wird  die  Erde  kugel- 
förmig dargestellt  mit  dem  Nordpol  N^  dem 
Südpol  N'  und  einem  Meridian  NON*. 
Alle  Grosskreise,  welche  rechtwinklig  auf 
diesem  Meridian  von  0  stehen,  müssen 
sich  in  den  Polen  Q  und  Q^  des  Meridians 
schneiden. 

Zwei  solche  auf  dem  Haupt-Meridian 
rechtwinklige  Grosskreise  sind  die  beiden 
Bogen  QDQ^  und  QEQ^,  welche  zur 
Bestimmung  der  rechtwinkligen  Coordi- 
naten zweier  Punkte  F  und  G  dienen, 
indem  0  2>  =  aj  die  Absdsse  von  F  und 
DF=i^  die   Ordinate  von  F  ist,  und 
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ebenso  ist  0^  die  Abscisse  and  EG  die  Ordinate  von  Gj  wobei  DF=  EH,  also 

FH  eine  geodätische  Parallele  za  D  E, 

Die  Coordinatenlinien  zwischen  0  und  FG  sind  geradlinig  abgebildet  in  Fig.  4., 

indem  DF  and  EG^  parallel  and  beide  rechtwinklig  vd  0 D E  sind,  mit  OD  =  x 

and  DE  =  dx  in  beiden  Systemen  gleich,  oder  im  Sinne  der  Abbildong  kongraent, 
während  DF'  =  y  mit  DF=^  nicht  gleich  ist,  aach  E  G' 
nicht  gleich  mit  EG^  sondern  es  sollen  die  Abbildnngs-Ordi« 
naten  y  im  Vergleich  mit  den  Urbilds-Ordinaten  tf  gewisse 
Yerzerrangen  erleiden,  deren  Gesetz  dadnrch  bestimmt  wird, 
dass  das  rechtwinklige  Differential-Dreieck  F'  H'  G'  dem  ür- 
dreieck  FEG  ^hlich  wird.  Indem  man  die  Hypotenasen 
in  diesen  Dreiecken  mit  d  s  and  d  8  bezeichnet,  wird  man 
das  Verhältnis  dieser  Hypotenasen  betrachten,  welches  wir  m 
nennen  wollen: 

ds 


09 


H" 

*/ 

dl 

t 

/ 

F' 

dS 


(2) 


sei  aach  gleich  bemerkt,  dass  immer  ds  grösser 
als  dS  and  m  grosser  als  1  ist  (s  grosser  als  S  nach  feststehender  Bezeichnang  der 
trigonometrischen  Abteilang  der  Landesaafnahme), 

Nach  dem  Prinzip  der  Gleichang  (1)  mit  Fig.  1.  and  Fig.  2.  sollen  nan  in 
Fig.  8.  and  Fig.  4.  die  beiden  anendlich  kleinen  Dreiecke  FGH  and  F'  G'  E!  ein- 
ander ähnlich  sein,  woraas  folgt: 

F'H      ITG'  ,^, 

F^  =  -HG  "  •^  ^^^ 

ffierbei  ist  F'B!  =  dx         H'G'^dy 

and  FH  ah  Parallelkreisbogen  im  Abstände  r^  you  D  E  hat  einen  Parallelkreishalb- 

sich  findet,  hat  man: 


messer  r^^rcos—,  and  da  bei  Q'  der  Winkel  = 


FH  =  r'~  =  dxco8^ 

r  r 


Aas  (8)  and  (4)  hat  man: 


and  HG  =  di9 
l___dy 


e08 


dtf 


^y__L  ^1 


9  ♦• 

C08  — 

r 


Diese  Gleichang  kann  man  integrieren,  nämlich: 


(4) 

(5) 
(«) 

(7) 


Wir  wollen  jedoch   zunächst  von  der  strengen  Integration   Iteinen   Gebnach 
machen,  sondern  nur  in  erster  Näherung  rechnen: 


cos 


cos 
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also  nach  (5): 


1,8 


(8) 


(9) 


Dadurch  ist  die  Beziehung  zwischen  y  und  t^  bestimmt  nnd  ebenso  auch  das 
YergrOsserongsverh&ltnis  m;  indessen  kann  man  dabei  in  den  Eorrektionsgliedern  auch 
tf  nnd  y  Tertanschen,  also: 


h2 

m  =  l-h  ~ji     oder  m  =  1  -H 


2r2 


nnd  —  =  1  —  -^ 
m  2f2 


2r2 


(10) 


1  v^ 


Flg.  5. 


Dieses  gilt  in  differentialem  Sinne  in  einem  Punkte  nach  allen  Richtungen, 
oder  in  einem  unendlich  kleinen  rechtwinkligen  Dreieck,  wie  z.  B.  F'  G'  H  Fig.  4., 
gilt  derselbe  Wert  m  fOr  beide  Katheten  und  ffir  die  Hypotenuse. 

Wir  gehen  nun  von  einem  unendlich  kleinen 
Bogen  über  zu  einem  endlichen  Bogen  AB'm  Fig.  5., 
dessen  Endpunkte  A  und  B  die  Projektions-Coordi- 
naten  Xi  yi  und  a^y2  haben,  und  wir  flberzeugen 
uns  zuerst,  dass  in  Fig.  3.  und  Fig.  4.  der  Bogen 
FG  sich  in  eine  Linie  F' G'  abbildet,  welche  bei 
unendlich  kleiner  Ausdehnung  als  Gerade  gilt,  welche 
aber  bei  endlicher  Entfernung  nicht  mehr  gerad- 
linig wird,  sondern  krummlinig,  wie  in  Fig.  5.  zu 
sehen  ist,  in  welcher  die  Kurve  AB  bIs  Abbild 
eines  entsprechenden  Bogens  der  Kugel  auftritt, 
w&hrend  die  Gerade  A  B  lediglich  HilÜBlinie  in  der 
Projektion  ist. 

Von  dieser  Kurve  AB  in  Fig.  5.  kann  man 
auch  alsbald  sagen,  dass  sie  gegen  den  Abscissen- 
meridian  ON  konkav  sein  muss,  denn  das  gerad- 
linige Viereck  A^B^B  A  hat  eine  Winkelsumme  =  360  ^  w&hrend  das  entsprechende 
sph&rische  Viereck  wegen  des  sphärischen  Ezcesses  mehr  als  860^  Winkelsumme  haben 
muss.  Da  aber  wegen  der  Konformität  die  richtige  Winkelsumme  in  der  Abbildung 
erhalten  werden  muss,  wird  die  konforme  Abbildung  der  Linie  A  B  sich  in  dem  Sinne 
gekrümmt  darstellen  müssen,  wie  Fig.  5.  zeigt. 

Mit  den  Bezeichnungen  von  Fig.  5.  hat  man  für  die  geradlinige  Entfernung  s 
und  den  Richtungswinkel  t|  in  dem  ebenen  rechtwinkligen  Systeme,  wie  immer: 


*=^if='^^*r=^^^--^>^'^(^«--*^)' 


(11) 


In  erster  Näherung  kann  die  Sehnenlänge  A  B  der  Bogenlänge  A  B  gleich- 
gesetzt werden,  oder  es  kann  mit  ds  sowohl  das  Differential  der  Geraden  .^B  als 
auch  des  Bogens  AB  bezeichnet  werden. 

Andererseits  sei  8  die  sphärische  in  Fig.  5.  nicht  dargestellte  Entfernung  der 
Punkt  A  und  B,  dann  besteht  die  Differentialgleicbung: 
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y  2r2  J2r^sint 

8  =  8  —  ^^   .   ^  V  -»-  Integr.-Const. 
Zwischen  den  Grenzen  yi  und  ^2  giebt  dieses: 

6r2  Vs  —  yi     «*♦»*  öf«  y2  — yi 

Dieses  ist  bereits  eine  brauchbare  Formel,  man  kann  sie  aber  noch  passend 
umformen  durch  Einfahren  der  Mittel-Ordinate 

^-y^=yo  (12») 

Mit  4  yo«  =  y,8  -(-  2  y^  yg  +  y^  wird  (12)  auf  diese  Form  gebracht: 

4=l-j^(yi«  +  4yo8  +  y,»)  (13) 

Dieselbe  Formel  in  logarithmischer  Form  lautet: 

log  s- 1098=  j-^^  (y,«  +  4  yo«  +  yg«)  (W) 

<xJw  =i^(yi«  +  {yi  +  ya)»  +  ysf')  O^) 

Auch  kann  man  noch  eine  andere  Form  bilden,  indem  man  ftlr  den  Anbng, 
fBi  die  Mitte  und  fOi  das  Ende  der  Strecke  drei  Werte  m  ausrechnet  in  dieser  Weise: 

— 8^-        ««-1+27« 


'"i-^'^2re 

mo=  1 

«*■      i^='-ä«l 

-L  =  i 

und  dann 

*      1  / 

8  "  ß\i 

oder  auch  logarithmisch: 

8r«  »2  2»4 


(16) 


toys-%S  =  ^?^BJ:li^B>±i?0«  (17) 

0 

Wenn  die  Differenzen  {y^  —  yi)  und  («2  ~  ^i)  verhältnismässig  klein  sind, 
gegen  die  yi  und  y^  selbst,  so  dient  die  Formel: 

log8^log8  =  ^{y^-^y^t  +  ^^{y^-y{f^  (18) 

Wenn  {y^  —  y{)  sehr  klein  ist  im  Vergleich  mit  y^  und  ^2,  so  kann  man  das 
zweite  Glied  hier  gegen  das  erste  yemachlässigen. 

Übergehend  zur  Bestimmung  der  Richtungs-Beduktionen  knüpfen  wir  nochmals 
an  die  Betrachtung  an,  welche  im  Vorstehenden  zu  der  Erkenntnis  geführt  hat,  dass 
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die  konforme  Abbildung  des  Grosskreisbogeos  FG  yon  Fig.  8.  sich  in  Fig.  5.  als 

eine  flache  Kurve  darstellen  mnss,  welche  in  Fig.  5.  nach  rechts  bin  konyez  sein  muss. 

Diese  Betrachtung  giebt  auch  sofort  die  Summe  der  beiden  kleinen  Winkel  ^ 

und  ^2,  denn  diese  Summe  6i  -h  ^a  muss  gleich  dem  sphärischen  Excess  des  Vierecks 

sein,  d.  h.  auf  — ^   einschliesslich  genau: 


f2 


^1  +  ^2  = 


^(^2  — a?i)(y2- 
2r2 


-y\) 


(19) 


Wenn  die  beiden  Punkte  A  und  B  sehr  nahe  zusammenrücken,  so  giebt  dieses 
die  Differentialformel: 


2Ö 


_dx'y 
r2 


(20) 


Die  Formel  (19)  ist  nichts  anderes  als  die  Ordinaten-Eonvergenz,  welche  auch 
bei  den  Soldner  sehen  Coordinaten  §  46.  in  (12)  und  (19)  S.  261  u.  262  auf  zwei 
verschiedenen  Wegen  so  gefunden  worden  ist. 

Nun  betrachten  wir  in  Fig.  6.  ein  neues  rechtwinkliges  Coordinatensystem^ 
dessen  Ursprung  im  Punkte  Ä  liegt,  dessen 
Abscissenrichtung  +  g  von  A  nach  B  und 
dessen  Ordinatenrichtung  +  rj  rechtwinklig  zu 
A  B  liegen  soll.  Wenn  in  diesem  Systeme  die 
flache  Kurve  A  B  durch  eine  Gleichung  zwischen 
I  und  Tj  dargestellt  ist,  so  kann  der  Krüm- 
mungs-Halbmesser B  dieser  flachen  Kurve  hin- 
reichend genähert  dargestellt  werden  durch  die 
Gleichung: 

Wenn  man  ausserdem  mit  2d  wie  bei 
(20)  die  Bogenkrümmung  auf  die  Erstreckung 
des  Bogenelementes  ds  bezeichnet,  so  hat  man: 
d8  =  R,2d  (22) 

also   aus   (20) — (22)   die  Differentialgleichung 
für  fj: 

d!^  tJ  _  y  dx 

Da  man  aber  auch  hinreichend  genähert  d8  =  d^  setzen  darf,  so  haben  wir 
ans  dem  Vorstehenden  die  Differential-Gleichung  der  Kurve  A  B: 

dl«-  r^dl 

Dieses  ist  zunächst  ohne  Vorzeichen  entwickelt,  wenn  jedoch  die  Kurve  mit 
ihrer  konkaven  Seite  gegen  die  |*Aze  liegt,  wie  in  Fig.  6.,  so  muss  die  zweite  Ab- 
leitung negativ  sein,  also: 


(23) 


Digitized  by 


Google 


284  Rechtwinklige  konfonne  Coordinaten.  §  50. 

Nach  dem  Anblick  von  Fig.  6.  hat  man  in  enter  N&herong: 

x  =  Xi-h^co8ti    und    y  =  yi-h^ Sinti 
dx 


also  aus  (22): 


■  j|^  = -^  «w  t,  + -^  «n  «1  CO«  ti 


(24) 


oder  _^  =  ^  +  B|  (25) 

wobei  die  Bedeatniig  Ton  A  xmä  B  ans  der  Vergleichnng  von  (24)  und  (26)  folgt: 
A  =  ^cosH  B^f^LM£üi  (26) 

Die  Gleichung  (25)  wird  zweimal  integriert: 

-f|  =  Ci  +  ^g  +  ^  (27) 

_r,=  0,^^^f.  +  ^  (28) 

Dabei  ist  Gi  die  IntegrationsEonstante  für  die  erste  Integration,  und  für  die 
zweite  Integration  kommt  keine  Konstante  mehr  hinzu,  weil,  wie  man  sofort  über- 
blickt, für  I  =  0  auch  iy  =  0  werden  muss.    Um  die  Konstante  Cj  zu  bestinmien, 

hat  man  nach  dem  Anblick  von  Fig.  6.,  dass  f  =  0  den  Wert   ,  ^  =  -h  ^i  nnd  |  =  » 

dn 
den  Wert  t^  =  '  ^2  ?ohen  muss,  ebenso  muss  auch  |  =  6  den  Wert  17  =  0  geben,  also: 

-«1  =  ^1 

0  =  (Jj  «  4-  -2~  -»-  -ß-  »  oder  0  =  (J^  4-  -g-  -t-   ^ 

Diese  drei  Gleichungen  geben: 

j.        As      Bs^  .   _        As      Bs^  f^. 

Oder  wenn  man  die  Bedeutungen  von  A  und  B  nach  (26)  einsetzt: 

<5i  =  ^2*^(8yi4-s»fifi)    und    ^^  =  1|^ (3 y, -h 2 « «n «1)  (80) 

Endlich,  da  ssinti^y^  —  yj  und  seosti^x^  —  Xi  ist,  kann  man  dieses 
auch  so  schreiben,  zugleich  mit  Zusetzung  von  g: 

r,  - 1,  =  «,  =  ^  (xj  -  xi)  (2  yi  +  yj)  (31) 

Ta  _  <j  =  «g  =  g^(x,  -X2)(y,  +  2ya)  (32) 
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Diese  Fonneln  werden  Ton  der  trigonometrischen  Abteilnng  der  Landesauf- 
nahme meist  in  dieser  Form  geschrieben: 

^i-«i  =  4^(«2-«i)(yi-Hy2)-j|^(a:2-«i)(y2-yi)  (83) 

T2'-'t2  =  ^^{xi-^x^(y2-^yi)-Y^^2(^i—^{yi-y^  (34) 

Diese  Formeln,  welche  mit  den  yorhergehenden  algebraisch  identisch  sind, 
sollen  dasn  dienen,  die  relative  Kleinheit  der  zweiten  Teile  aoszadrflcken  für  den 
FaU,  dass  die  Coordinaten-D^erefuven  («2  —  Xi)  und  {y^  —  yi)  verhältnismässig  klein 
sind  gegen  die  Ordinaten  yi  nnd  ^2  selbst,  was  bei  Triangnlierong  IQ.  Ordnung  ent- 
fernt Ton  der  Aze  eintritt;  und  dann  kann  man  häufig  die  zweiten  Glieder  in  (83) 
und  (84)  gegen  die  ersten  Glieder  sogar  yemachlässigen. 

Gleichung  der  Kurve  AB, 

Nachdem  die  Co^fficienten  A,  B  nebst  der  Integrations-Eonstanten  0^  bestimmt 
sind,  kann  auch  die  Eurvengleichung  nach  (23)  angeschrieben  werden: 


i7  =  +  «iS- 


fÜ?«?-l!-^fc    J5^._£^    jgg8 


6 


=  ^'14- 


6 


i7  =  4^(*-S)4-^,^(s2-|2)=|^fa«ti(a-g)H-^^^tf^(.2- 


^26 
I  sin  ti  cos  ti 
6r2 


2   ^^      ^'  '      6 
oder  nach  Potenzen  von  |  geordnet  mit  ssinti  =  ^2  —  ^i  *• 

^7  =  |-ß^(2yi  H- ya)  — |;^yi  cos  *i  —  ^  «tntico«  ti 


■^) 


(36) 


Hiemach  erscheint  die  Kurve  A  B  von  Fig.  6.  dargestellt  durch  eine  Gleichung 
dritten  Grades,  aus  welcher  man  auch  nochmals  rasch  zur  Probe  die  di  und  d^  durch 
Differentiieren  bestimmen  kann. 

Ausrechnung  der  konstanten  Coiffieienten. 

Die  vorstehenden  Formeln  finden  zur  Zeit  am  meisten  Anwendung  bei  dem 
grossen  über  ganz  Preussen  sich  erstreckenden  konformen  System  der  trigonometrischen 
Abteilung  der  preussischen  Landesaufnahme,  dessen  x-Axe  im  81  ^n  Längengrad 
(8'  41,25"  westlich  von  der  Berliner  Sternwarte)  und  dessen  Nullpunkt  auf  der  Breite 
52^  42^  2,58251"  in  diesem  Meridian  liegt.  Der  mittlere  Erdkrümmungs-Halbmesser 
fär  diese  Breite,  gewöhnlich  mit  A  bezeichnet,  ist: 

lop^  =  6.805  0274-008 
und  damit  sind  folgende  Eonstanten  berechnet,  indem  bei  den  Coöfficienten  mit  fi 
der  Wert  logii  =  6-6877848  von  S.  193  för  Einheiten  der  1^^  Logarithmenstelle 
angenommen  ist 


10^2^*6.0889162  ^^^^2  =  5.7878852  %^  =  5.6117989 


10^228  =  2-'7266996 
log^^\A(i^Z^^ 


f0Pg5ä==  2-1246395 


log 


Q__^ 


4^2 


=  1.1023103 


log^^=:2''mhin 
«0^^  =  0.9262191 


1 


log^^=hM(il^(i 
l(>^j|j2=  0.626 1891 
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Für  die  Mittelbreite  von  Deutschland  kann  man  annehmen  (p  =  50^  and  den   mitt- 
leren Erflmmnngs-Halbmesser 

Zo^r  =  6.804  8936-173 
nnd  dafür  gelten  die  folgenden  CoSfficienten : 


to^~  =  6.089  1828 
Zop  2^  =  2-726  9671 


log  ^  =  5.788  1528  log  ^^^  =  5.612  0615  Zop  j^=  5.311 0315 


%g^  =  2-124  9071 


£_ 


%  2^  =  1.403  6079  log  ^^  =  1.102  5779 


log  ^2  =  2-249  8458  \log'^=  1-647  7858 


^P  5^  =  0.9264866 


%j|^=  0.6254567 


Gewöhnlich  braucht  man  diese  CoSfficienten  nur  4— 5  stellig,  für  alle  Fälle 
haben  wir  sie  hier  7  stellig  hergesetzt. 

In  den  Hilfstafeln  des  Anhanges  Seite  [45]  und  [46]  haben  wir  einige  Funk- 
tionen zur  konformen  Projektion  ausgerechnet,  nämlich  ^p m  =  p~  y^ auf  Seite  [46], 

zunächst  bis  y  =  100  000*  mit  kleinem  Interrall  von  lOOO"»  und  unten  am  Schlüsse 
zur  allgemeinen  Übersicht  nur  5  stellig  bis  ^  =  690^. 

Dazwischen  von  y  =  230**  bis  255*"  ist  eine  besondere  öebrauchstafel  für  die 
Qegend  von  Hannover,  welche  aber  auch  auf  dem  ganzen  85*"  breiten  Streifen  (}öt- 
tingen— Hannover— Hamburg— Kiel  und  östlich  Neisse— Breslau— Posen— Stolp,  ge- 
Inraucht  werden  kann.  Die  trigonometrische  Abteilung  der  Landesaufnahme  hat  eine 
solche  Tafel  für  ganz  Preussen;  es  kann  sich  jedermann  für  einen  gerade  in  Arbeit 
genommenen  Bereich  eine  solche  Tafel  selbst  rasch  berechnen  nach  der  Gleichung: 

hgm  =  2%y^  =  [2'726  700]y2 

Allerdings  bei  grossen  y  kommt  noch  ein  Glied  vierter  Ordnung  hinzu,  so  dass  man  hat: 

log  m  =  2^  y«  -  j2^  ^^  =  t^''^^^  ^^^^1  ^^  -  P»3849]  y* 

Dieses  werden  wir  erst  später  behandeln  können. 

Die  andere  Tafel  Seite  [45]  giebt  oben  die  Coordinaten-Vergrösserung 

wobei    T  dasselbe  bedeutet  wie  l^  in  den  vorstehenden  Entwicklungen  zu  Fig.  3. 
S.  279,  wo  ^  die  sphärische  Ordinate  ist.    Dann  der  untere  Teil  von  Seite  [45]  giebt 

die  difierentiale  Ordinaten-Verzerrung  ^-z  oder  konforme  allgemeine  Linear-Verzerrung 

zusammen  mit  der  Höhenreduktion  — ,   worauf   im   späteren  §  52.  weitere    Schlüsse 
gegründet  werden  sollen. 


Digitized  by 


Google 


§51. 


Beispiel  der  konformen  Goordinaten-Berechnung. 


287 


%  51.    Beispiel  der  konformen  Coordinaten-Bereehnnng. 

In  nachstehender  Fig.  1.  wird  anser  P&lzer  Netz  von  §  47.  nochmals  vorge- 
führt,  im  wesentlichen  wie  früher,  nnr  mit  einer  Schar  von  Parallel-Linien  mit 
konstantem  y,  also  parallel  zur  x-Axe,  deren  Bedeutung  im  Nachfolgenden  erkl&rt 
werden  wird,  während  zunächst  nur  das  Netz  an  sich  gebraucht  wird. 

Wir  haben  dieses  Pfälzische  Triangulierungs-Netz ,  welches  in  §47  in  Soldner- 
schen  Coordinaten  behandelt  worden  ist,  nun  in  konforme  Coordinaten  umgerechnet 
und  zwar  fttr  die  Mittelbreite  <p  =  49^  80'  mit  den  Eonstanten : 


Zo^r  =  6.804  8686 


%ß^  =  5.61211 


fc»^  2^  =  2-72702 


(1) 


-y 


I  I 
I  I 
'  I 
'  I 

I 
I 
I 
I 


KinysstuJd 


/.•  1000  ooo 


1^ 


'> 


im  hin 


a 


iO 


-f- 


ZQ 


^oKilonv- 


1^' 

1 1 


Wenn  man  (abweichend  von  der  Bezeichnung  ^  in  §  50.)  die  Soldner  sehen  Or- 
dinaten  mit  y  und  die  konformen  Ordinaten  mit  T  bezeichnet ,  so  hat  man  nach  (9) 
§  50.  S.  281 : 

und  zur  Übersicht  der  Differenzen  Y—y  kann  man  den  oberen  Teil  der  Tabelle 
Seite  [45]  des  Anhangs  benützen,  obgleich  derselbe  für  die  Breite  52^  42^  gilt,  wäh- 
rend unser  Pfälzisches  Netz  die  Mittelbreite  49^  80'  hat,  denn  für  kleine  Ordinaten  y 
macht  das  &st  keinen  Unterschied. 
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Nach  Torstehender  Formel  (2)  sind  die  T—y  in  folgender  Tabelle  berechnet: 


Pnnkt 

Soldner 

r 

konform 

X 

icgm 

1.  Mannheim  .  .  . 

0,000« 

• 

0,000« 

0,000- 

0-0 

2.  Speyer 

—    1208,142 

0,000     —    1208,142 

-18  816,676 

Ol 

3.  Oggersheim   .  . 

—    6001,777 

0,001     —    6001,778 

4-      388,767 

1-9 

4.  Calmit 

-27  414.066 

0,084     —  27  414,150 

—  18  550,134 

40-1 

5.  Donnersberg  .  . 

-  38 145,688 

0,227  i  -  38 145,915 

4- 15  278,872 

77-6 

6.  Klobberg  .... 

— 18 104,628 

0,024  ;  —  18 104,652 

4-28  049,296 

17-6 

7.  Melibocns    .  .  . 

-¥- 12  727,470 

0,008  ■  4-  12  727,478     4-  26  509,100 

8-6 

8.  Eonigsstuhl  .  . 

4-19  525,476 

0,030     4-19  525,506     —    9223,075 

20-3 

9.  St.  Michael    .  . 

4-    7407,498 

0,002 

-1-    7407,500     —44  332,386 

2-9 

10.  Langenkandel  . 

—  19467,721 

0,030 

—  19  467,751     —44  893,918 

20-2 

,       1 

2  =  5.61211 

wÄ- 

=  2-72702 

Ans  diesen  Coordinaten  y,  x  können  wir  aach  alle  Entfernungen  nnd  Richtungs- 
winkel berechnen  nach  den  Formebi  (11),  (13)  und  (31)  des  yorigen  §  50.  S.  281,  282 
und  284,  wie  wir  an  einem  Beispiele  DonnersbergCalmit  zeigen  wollen: 

konform 
Calmit  y2  =  -  27  414,150-  «2  =  -  18  650,134- 

Donnersberg  yj  =  —  38 145,915  äj  =  4- 16  278,872 

y2  —  yi  =  4-  1 1  731,765     «j  -  «j  =  —  33  829,006 

^og(y2—y\)   4.030  6711-5 


log(x2—Xi) 


logUmgti 


4.529  2892-4. 


9.501  3819-1. 


ei  =  162<»  23'  56,83" 


log  sm  tx 

logiy^  —  yi) 

logs 


9.480  5595-8 
4.030  6711-5 


log  cos  ti 

%(«2  — «1) 


4.550  1115-7 


logs 


9.979  1776-6. 
4.529  2892-4. 


4.550 1115-8 


Dieses  ist  rein  ebene  Rechnung  nnd  nun  kommen  die  Korrektionen  mit  1 :  r^. 

ya  =  -  27  414  | 
./  ^1/  -      65560  ^2  = -27  414  II  2y8  4-yi  =  -  92974 

yi4-y2--65  560|^^^_33j^g|    2y^^y^^__103  706 

yi  =  -38146    I 


^giy\-^y%^ 

log{yi-hy2)^ 
log  (ja:  2  r«) 


log 

(yi 


2r« 


4.81  664 
9.63  328 
2.72  701 


%(2yi-»-y«) 

%(«2  — «1) 
log{Q:6r^) 


2.36  029 


5.01  582. 
4.52  929. 
0.92  654 


^^(2y2H-yi) 

log{Xi—x^ 
logig  :6f^) 


2r2 


ly^. 


=  229-24 


logiTi  —  ti)   0.47165 
Ti -«1  =  4-2,962" 


log(n-t^ 


4.96836. 
4.62929 
0.92  664 


0.42419 


Tj-ta  = -2,656" 
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AMss  der  TriemguUmmg  des  Netsres  Fi§,  1.  8,  287  mit  1c(mfannm  Coordinaten. 


9.KJobh€rg, 
MeUboons 
Oggenlielm 
Doimenberg 

7. 
Königsttalil 
OggexBkeim 
Klobberg 

8.  Xätiig$9tuki. 
8t  MlchMl 
Speyer 
Opger^Mlni 

9.  8t,  Michael, 
Xftnlgittiibl     , 
Laogenlottidel 
Bpeyw    .    . 

10,  Lamgmktmdel, 
Speyer    . 
St  MiohMl 
G«lmit     . 

Jorden,  H«ndb.  d. 


YermeeenngekDiide.    i.  Aufl.    III.  Bd. 
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Zu  22924,  welches  =  4  lo^mo  ist,  nehmen  wir  die  schon  in  der  Tabelle  S.  288 
stehenden  logm^^  40*1  nnd  log  mi  =  77*6  ftr  Calmit  xmd  Donnersberg  nnd  danras 
für  unsere  Strecke: 

,      ^      77*6 -h  229-24 -h  401      ^^^ 
log8^logS  = g =  57-8  (3) 

In  ZnsammenfiassQDg  haben  wir  also: 


logs  =  4.550  1115-7  *i  =  162o  23'  50,83"  tg  =  342«  23'  56,88" 

—  57-8  -1-2,96  —2.66 


.:;    W 


logS==  4.550  10579  Tj  =  162« 23' 69,79"  Tj  =  342« 23'  54,17" 

Donnersberg  Cahnit 

So  sind  diese  Werte  in  dem  Abrisse  Ton  S.  289  eingesetzt,  nnd  der  ganze  Ab- 
riss  ist  so  entstanden,  da  wir  die  Coordinaten  als  gegeben  angenommen  haben. 

Wenn  umgekehrt  die  ganze  Triangulierung  mit  einer  Basis  und  einem  Aus- 
gangsazimut bezw.  Ausgangsrichtungswinkel  berechnet  wird,  so  hat  man  im  wesent- 
lichen dasselbe  zu  thnn.  Man  rechnet  am  bequemsten  Torlftufige  Coordinaten  nur  etwa 
auf  1*  genau,  die  man  ja  zu  .anderen  Zwecken  meist  ohnehin  braucht,  die  Dreiecks* 
selten  S  hat  man  aus  der  Netzausgleichung  und  Netzberechnung;  rechnet  man  dazu 
alle  log  8  — log  S  und  zun&chst  nur  das  erste  t  —  r»  so  kann  man  die  ganze  Coordi- 
naten-Bechnung  in  der  Ebene  durchf&hren  und  braucht  nur  noch  die  simtlichen  i-^T 
zuzufügen,  um  den  ganzen  Abriss  Ton  S.  289  aufzustellen.  In  dieser  Weise  haben 
wir  schon  frUher  das  Hannoversche  Stadt-Netz  im  konformen  System  der  Landes* 
aufnähme  behandelt  in  unserem  I.  Band,  4.  Aufl.  1895,  Abriss  S.  204. 

Die  Vergleichung  dieses  Verfahrens  mit  der  Soldner  sehen  Methode  (Abriss  §  48. 
S.  265)  fällt  zum  Nachteil  der  Soldner  sehen  Methode  und  zum  Vorteil  der  konform«! 
Methode  aus. 

TabeUariiche  und  graphi$€he  Behandlting  der  Beduktionm, 

Da  das  Veigrösserungsyerh&ltnis  m  nur  von  der  Ordinate  y  abh&ngt,  kann  man 
es  leicht  tabulieren,  z.  B.  fOr  das  PfUzische  Netz  mit  9  =  49®  30'  und  lo^  r  =  6.80487 
hat  man  die  Hauptwerte 

y=  10  000«        20  000-        30  000-        40  000-        50  000-    \ 

logm=^=  5-3  213  480  85^  1334      )      ^^^ 

Eine  ausf&hrliche  Qebrauchstabelle  wftre  leicht  herzustellen.  Yfir  wollen  darauf 
hier  nicht  eingehen,  aber  noch  die  graphische  Behandlung  der  Sache  bemerken.  Man 
kann  das  Netzbild  mit  einer  Schar  von  Parallelen  zur  a;-Ax6,  also  Parallelen  fttr  kon- 
stante y  fiberziehen,  welche  gewissen  runden  Wertod  Ton  m  oder  von  log  m  entsprechen 
und  damit  kann  man  für  jeden  Punkt  sein  logm  abstechen. 

In  unserem  Falle  ist 

logm=  ^  y2  mit  log^==  2.72  702  — 10 


.-/?! 


'iögii  =  [8.63  649]  yiögm  («) 

Google 
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Danach  ist  folgendes  berechnet: 

logfn=     10-0      20-0      80-0      40*0  50-0      600      70-0      80-0      90-0      100-0 

y=z    13,7*«   19,4      28,7      27,4  8^,6      88,6      86,2      88,7      41,1        483»" 
ffiemach  sind  die  Pitrallelen  in  Fig.  1.  gezeichnet;  man  kann  daraas  z.  B.  ab- 
nehmen (8.  287): 

Donnersberg  Mitte  Calmit 

78  57  40 

1.^.      7..C      78 -h  4-57 -h  40      78  4-228 -+-40      846 
logs^logS^ g = -^ =  _ 

log  8  —  logS  =  57-7 

Dieses  soll  dasselbe  sein  wie  das  frühere  57*8  in  (8). 

In  dem  kleinen  Netzbilde  von  Fig.  1.  ist  die  graphische  Interpolation  ^  logm 
wohl  nicht  TOllig  genügend,  aber  jedenfalls  zar  Eontrolle  der  Bechnang  nützlich ;  hat 
man  Netze  n.  and  m.  Ordnung  entfernt  Ton  der  Haaptaxe,  wo  die  logtn  grosser 
and  die  Parallelen  mehr  gleichabständig  werden,  so  wird  das  Yer&hren  sehr  gut. 
Wir  betrachten  noch  die  Redaktionen  der  Richtungen: 

Ti-h  =  e72(*2-^i)  (2yi  -h ya)  =  ^^^{X2-Xi)f/  mit  y'  =  ^Ji^ 

r«-t,= =j|_(x,«a^y"mity»  =  yi^2 

Hier  kann  man  auch  die  y',  }/*  geradezu  mit  dem  Zirkel  abnehmen,  sowie  die 
^2  —  0^1,  wenn  man  dieselben  nicht  ohnehin  schon  in  der  Rechnung  stehen  hat,  und 

4la  ^  =  005  ^  Kibmeter,  so  kann  man  ghitt  mit  dem  Rechenschieber  rechnen : 

z.  B.  S.  287       Donnersberg  Calmit 

«2  — «1  =  —  88,8»-y'  =  -  84,6*»  a?i  — ocg  =  -i-38,8*-y"  =  -.31,0*- 

^l  —  *i  =  -4-  2,96"  Tg  —  <a  =  —  2,66" 


§  52.    Terglelehang  der  kongruenten  nnd  der  konformen 

Coordinaten. 

Das  im  vorigen  §  51.  behandelte  System  der  rechtwinkligen  konformen  Coor- 
dinaten Xy  y  hat  die  Eigenschaft,  dass  es  yon  einem  Teil  der  Kugeloberfl&che  eine 
ebene  Darstellung  bietet,  welche  dem  Urbilde  ia  den  kleinsten  Teilen  ähnlich  ist. 

Diese  Eigenschaft,  welcher  Gauss  die  Benennung  «konforme*  Abbildung  gegeben 
hat,  wollen  wir  durch  Yergleichung  der  Yerzerrungiformeln  für  das  Soldner  sehe  und 
für  das  Gauss  sehe  System  näher  untersuchen.  Wir  nennen  dabei  die  Soldner  sehen 
Coordinaten  \ixmgTumtt  Coordinaten,  weil  die  Ordinaten  y  ebenso  wie  die  Abscissen  m 
in  geodätischem  Sinne  kongruent  abgebildet  werden,  d.  h.  ein  Landmesser,  welcher 
längs  einer  abgeeteckteh  Ordinate  y  mässe,  ohne*  zu  wissen,  dass  er  sich  auf  einer 
hrwnmm  Fläche  befindet,  und  dann  seine  Messung  in  einer  Zeichnungsebene  auftrüge, 
würde  für  y  eine  Gerade  erhalten,  welche  dem  Bogen  y  auf  der  Kugel  an  linearer 
Ausdehnung  ^ich  ist. 
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Zuerst  betrachten  wir  die  beiden  Formeln  fikr  die  lineare  Proj^tionfrtenerning, 
nämUch  (10)  f  48.  &  271  und  (12)  §  50.  a  282,  nnd  indem  wir  beidemal  die  Be- 
zeiehnnngen  der  Landesanfnahme  anwenden,  nftmttcb  5  fftr  die  wahre  (sphärische) 
Entfernung  nnd  8  fOr  die  Projektions-Entfeninng,  haben  wir  znr  Vergleichnng : 

Soldner.  kongment  ^  =  1  +  ^^^  "^  ^e!^  "^  ^^  «>»*  *  (O 

Ganss,  konfonn        4  =  1 -h  i^:t^?^±i^  (2) 

Lftsst  man  die  y  alle  einander  gleich  werden,  so  bekommt  man  daraus  wieder 
das  YergrOsserangsverhältnis  in  differentialem  Sinne: 

feeofraent       wj  =  1  h- ^  oos«  t  (3) 

konform  ^^  =  1-4-^  (4) 

Von  diesen  beiden  Werten  ist  «4  in  einem  Punkte  nach  allen  Bichtunfen  hin 

konstant,  dagegen  mj  Terftnderlich  zwischen  den  ftussersten  Werten  1  +  ^^d  1, 

deren  Zwischenwert  s  ^+^2  ^^>  ^^^  dieser  Zwisdienwert  ist  auch  g^ich  dem 

y 

durch  Integration  zu  findenden  Mittelwert,  wtAl  I  cos^  t  d  t  ^  n. 

0 
Man  kann  auch  kieht  dw  FUchm  yeigleichen:  Ein  Streifon  Jxdy  im  Urbild 
wird  abgebildet  werden: 

kongruent  dFi^  Jx\\-k-^^dy 

konform     dFB  =  ^a:(n-^)  dy  (l-h^)  =  Jajjn-^jily 

Als  Integral  zwischen  den  Grenzen  0  und  y  giebt  dieses,  wenn  ydx^Y 
gesetzt  wird: 


kongruent   Fj  =  i?*  ( 1 -h  ^^  j 
^«-4  +  Ä) 


kolfom 
und  das  Verhältnis  beider: 

Einige  Zahlenwerte  yon  ~-^  haben  wir  bereits  in  (8)  §  49.  8.  276  ausgerechnet, 
man  sieht  daraus,  dass  z.  B.  fflr  y  =  30  000*  die  lineare  Verzerrung  ~-^  =  0,0000 11 


oder  11  IfiHionfol  oder  11-*  auf  1*"  ist,  und  dass  auch  die  kenfcrme  Flieha 
zenmig  um  11  Iföliontd  giKsser  ist  1^  die  kongruente  Flftchenrerzeinng. 

Man  kMm  in  diesen  Betrachtungen  audi  noch  weiter  gdien,  «nd  so  habe  ich 
in  der  «Zeitschr.  f.  Venu.  1875«,   S.  27—34  eine  theoretische  Betnditnng  < 
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«ber  die  QaMMfa^atBammen  der  lineaien  Projektions-Yenerningen  in  beiden  Flllen«  und 
gefunden,  dass  die  konforme  Projektion  eine  solche  Qoadratsnmme  Sl  giebt,  wekbe 
bei  konstantem  Grenxwert  Y  sich  zn  der  entsprechenden  Qoadratsamme  o)  der  kon« 
graenten  Projektion  verhält  ^ :  o)  =z  d :  3,  und  dasi  für  52  =  q>  die  Gxenzordinate  Y 
des  konformen  Systems  sich  zu  der  entsinreohenden  Qrenzordinate  y  des  koi^groenten 
Systems  verhftlt  r:y  =  0,82:1;  nnd  hiemach  dürfte  die  konforme  Projektion  nnr 
auf  820/q  der  Fläche  ausgedehnt  werden,  welche  der  kongruenten  (Soldner sehen) 
Projektion  zugänglich  ist. 

Alle  Messungsfehler  sind  hiebei  gleidi  Null  gesetzt. 

Diese  Yerzerrungs-Yergleiohungen  52  nnd  od,  welche  von  der  .Zeitschr.  £.  Yerm. 
1875*,  8.  27—84  auch  noeh  in  unserem  «Handbuch  d.  Yerm.,  8.  Aufl.  1878'',  S.  V% 
bis  278  abgedruckt  waren,  haben  wir  vor  konem  in  der  «Zeitechr.  f.  Yerm.  1896*, 
&  249  einer  neuen  Bearbeitung  unterzogen,  auf  welche  wir  zurückkommen  werden. 

Solche  Integrationen  für  die  BneatiD  Yerzerrungaelemente  in  yerschiedenen 
Formen,  z.  R  auch  nach  den  neueren  Theorieen  von  Tiseot  1881  (vgl  .Seitsdir.  f. 
Yerm.  1896',  S.  210—213)  geben  aber  ein  «ineeltiges  theoretisches  ^terium,  welches 
in  der  Praxis  nicht  Stand  hält,  und  namentlich  für  LandesTermessingen  mit  Triangu* 
lierungen  au  Tolktändigen  Fehlschlüssen  führt. 

Die  Theorie  jener  il  und  oo  erscheint  sofort  in  ganz  anderem  Lichte,  wenn 
man  auch  die  bisher  gleich  Null  gesetzten  Messungsfehler  zuzieht,  d.  h.  wenn  man 
Ton  der  Theorie  zur  Praxis  übergeht 

Z.  B.  in  Preussen  wurde  festgesetzt,  dass  die  linearen  Fehler,  die  durch  die 
Benützung  der  rechtwinkligen  sphärischen  Coordinaten  als  ebene  Coordinaten  entstehen, 

nicht  grosser  als  öäT^öö  ^^^  ^*"  ^^  ^^^  ^^  «ollen  (F.  G.  Oauss,  „die  trigonome- 
irischen  und  polygonometrischen  Rechnungen  in  der  Feldmesskunst,  1.  Aufl.  1876', 
8.  299  und  „Zeitschr.  f.  Yerm.  1896*,  S.  196  und  200)  und  schon  damit  wird  jener 
Theorie  der  52  und  a>  u.  s.  w.  der  praktische  Boden  entzogen,  denn  jene  Fehler 
werden  bei  Einhaltung  der  Grenze  y  =  64**  nicht  grosser  als  &«  auf  l***  mag  man 
die  Benützung  in  der  Ebene  nach  Boldner  kongruent  oder  nach  Gauss  konform  machen. 

Die  Fttchenprojektionsfehler  sind  verschwindend  klein  im  Yergleiche  mit  den 
Fehlem,  welche  beim  wirklichen  Feldmessen  mit  Messlatten,  Winkelspiegel  u.  s.  w. 
entstehen;  und  grössere  Flächen,  welche  polygonometrisch  an  das  System  angeschlossen 
werden,  nehmen  Ton  den  ProjektionsTerzerrungsfehlem  den  unschädlichen  Anteil  in 
sich  auf. 

Der  lineare  Projektionsfehler  von  0,005  %  oder  5'*  auf  1000"  oder  0,05"»  auf 
1*  oder  auch  0,25"**  auf  5"*,  kann  auch  verglichen  werden  mit  dem  metronomisch 
zulässigen  Fehler  von  1,6**  an  einer  hölzernen  Messlatte,  welcher  immer  noch  das 
Sechsfache  des  Projektionsfehlers  ist. 

Die  oben  berichtete  Theorie  der  A :  o)  hat  ein  rein  lineares  Messungsverfahren 
Torausgesetzt: 

Wenn  man  in  jedem  Punkt  nach  allen  Richtungen  kleine  Linien  gezogen  und 
dadurch  die  ganze  Aufnahme  bewirkt  denkt ...  d.  h.  es  ist  ein  spekulatives  Messungs- 
yerfiüuren  vorausgesetzt,  welches  es  praktisch  nicht  giebt  Der  Schwerpunkt  unserer 
modernen  Yermessungen  liegt  nicht  in  den  linearen  Messungen,  sondern  in  den  Winkel' 
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messnngen,  Ton  denen  wir  nachher  (bei  den  Gleichungen  (6)  und  (7)  nnten  in  bandehi 
haben  werden). 

Es  ist  auch  der  Gedanke  ausgesprochen  worden,  bei  konformen  Coordinaten, 
mit  grossen  Gebieten,  z.  B.  mit  Ordinaten  y,  die  grösser  als  70  000*  sind,  für  alle 
weiter  von  der  Coordinatenaze  [abliegenden  Gemarkungen  besondere  Reduktionen  der 
Strecken  oder  Flftchenangaben  einzufahren. 

Wenn  die  Projektions-Yerzerrungsfehler  praktisch  zu  gross  werden,  so  müsste 
man  nicht  bloss  bei  konformen  Coordinaten  besondere  Beduktionen  der  Strecken  und 
der  Flächen  einfahren,  sondern  bei  den  Soldner  sehen  Coordinaten  wfire  das  noch  viel 
mehr  nOtig  —  ja  man  mftstte  im  Soldner  sehen  System  nicht  bloss  gemarkungsweise 
Beduktionen  anbringen,  sondern,  wie  ein  Kollege  sich  ausdrOckte,  man  mftsste  eine 
ganze  Windrose  von  Massstäben  anbringen,  nach  jeder  Richtung  einen  besonderen. 

Wenn  man  ausnahmsweise  mit  den  Yerzerrungsfehlem  an  die  Messungsfehler 
herankommt,  was  bei  feinen  Stadtrermessungen  oder  auch  i.  B.  in  Bayern  wegen  der 
grossen  Ordinaten  eintreten  kann,  dann  bringt  die  Soldner  sehe  ungleiche  Yenerrung 
ganz  ungeheuerliche  Widerwärtigkeiten,  welche  zu  ersehen  sind  aus  der  «Instruktioo 
fär  neue  Eatastermessungen  in  Bayern,"  1885  §  28.  und  noch  deutlicher  in  tech* 
nische  Anleitung  etc.  Dr.  J*  H.  Franke,  München  1889,  8.  121.  Alles  was  dort  im 
Interesse  der  Rechnungserleichterung  etc.  gesagt  ist,  wird  mit  einem  Schlage  ftber- 
flüssig,  wenn  die  Projektion  konform  ist 

Der  Schwerpunkt  unserer  modernen  Yermessungen  liegt  nicht  in  den  linearen 
Messungen,  sondern  in  den  TTfftJte^messungen,  und  während  fär  erstere  der  Satz  gilt 
^8  ist  darnach  zu  trachten,  die  vernachlässigten  Grossen  möglichst  klein  zu  machen, 
nicht  aber  nach  allen  Richtungen  möglichst  gleich  — ",  gilt  für  Triangulierungen 
gerade  das  Gegenteil,  hier  ist  darnach  zu  trachten,  die  Yerzerrungen  nach  allen  Bich* 
tungen  möglichst  gleich  zu  machen,  damit  die  Dreiecke  ähnlich  bleiben.  In  der 
Triangulierung  IIL  Ordnung  gestattet  die  konforme  Projektion  auf  viel  weitere  Gebiete 
ohne  alle  sphärische  Korrektionen  von  der  Ordnung  l:rS  auszudehnen,  als  die  Sold* 
nersche,  weil  die  schlimmsten  Glieder  der  Soldner  sehen  Methode  bei  der  konformen 
Projektion  fortÜEdlen. 

Um  dieses  zu  zeigen,  machen  wir  die  Yergleichnng  der  Richtungsreduktionen, 
nämlich  nach  (20)->(21)  §  48.  S.  272  und  (81)  §  50.  S.  284  beidemal  mit  den  Be- 
zeichnungen der  Landesaufoahme,  T  für  sphärischen  und  t  für  ebenen  Richtungswinkel: 

Soldner, kongr.  T^-^ti^  ^^iXi--Xi){2yi'^y^'hQ^^stntiC08ti^^^  (Ö) 

Gauss, konform  Ti  — ti  =  ^ («z  — «i) (2yi H-y«)  (7) 

Das  schlimmste  Glied  ^^f^  {y^  —  yt^)  von  Soldner  ftUt  bei  Gauss  rund- 
weg  fort.    Wir  wollen  dieses  Glied  noch  besonders  betrachten: 

^(acj  — a;i)(y2  — yi),    .  ,      «,         sintcost,    ,  .  .      ^ 

Bei  einer  Kleintriangnlierung  entfernt  von  der  Hauptaze  sind  die  x^  —  (Ci  und 
Vz  ~  Vi  verhältnismässig  klein  gegen  die  y  selbst,  sie  gelten  als  von  nächst  kleinerer 
Ordnung,  und  damit  haben  wir  den  wichtigen  Satz: 
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Die  trigonomeirifchen  Yenerrangsfehler  der  Gauss  sehen  Kleintriangnliening 
entfernt  Ton  der  Aze  sind  nnr  von  nächst  kleinerer  Ordnung  als  hei  der  schwer* 
ftUigen  Soldner  sehen  Triangnlierong. 

Zu  näherer  Ansflihnuig  wollen  wir  die  amtlichen  yi  y«  * . .  knrs  mit  y  und 
die  X2  —  Xi  ,  y^  —  yi  mit  dx  nnd  d  y  heceichnen,  dann  wird : 

Soldner,  kongruent  Gauss,  konform 

T^t^Qy-^idx-^ysinteost)  r-t  =  ^y^  (8) 

Setxt  man  in  runden  Zahlen  fOr  Triangulierung  IQ.  Ordnung  da;  =5000*, 
dagegen  y  als  sehr  gross  =  100000"  und  t  =  45^  so  wird: 

Soldner,  kongruent  Gauss,  konform 

T  — «  =  1,3"  H-  12,7'  =  14,0"  T  —  (  =  1,3" 

also  hei  Gauss  rund  1",  was  in  III.  Ordnung  leicht  zu  verschmerzen  ist,  aher  hei 
Soldner  14". 

Das  ist  die  Richtungsverzerrung.  Die  lineare  Verzerrung  gieht  hei  Soldner 
in  diesem  Fall  ein  Schwanken  im  Logarithmus  zwischen  0.00005  und  0.00000,  d.  h. 
Unmöglichkeit  auch  nur  mit  5  stelligen  Logarithmen  glatt  ehen  zu  rechnen,  während 
hei  Gauss  das  lineare  Element  als  Mittelwert  hereits  in  den  Anschhiss-Coordinaten 
n.  Ordnung  steckt  und  dem  Rechner  in  III.  Ordnung  gar  nicht  mehr  zu  Gesicht  kommt. 

Hiehei  ist  auch  die  Hohenreduktion  in  Vergleichung  zu  ziehen,  welche  wir 
frAher  hei  der  Basismessung  in  §  9.  S.  67  erwähnt  hahen.  Wenn  in  der  Hohe  h 
üher  dem  Meere  eine  Strecke  s  unmittelhar,  z.  B.  mit  Messlatten,  gemessen  ist,  so 
kann  sie  nicht  unmittelbar  mit  einer  Triangulierungsseite  verglichen  werden,  son- 
dern sie  muss  auf  den  Meereshorizont  reduziert  werden  sfl j.   Die  Beduktion 


(-»■ 


—  hat  nach  S.  67  für  h  =  100"  den  Betrag  15,7—  auf  1000-  oder  15,7  MiUiontel. 

Diese  Hohenreduktion  wirkt  der  Netzvenerrung  günstig  entgegen,  denn  eine 
Strecke  s  geht  infolge  der  Hohenreduktion  und  der  Netzreduktion  üher  in: 


i'-T-t.) 


Eine  Übersichtstafel  dazu  haben  wir  auf  Seite  [45]  des  Anhangs  berechnet 
Man  entnimmt  daraus  z.  B.,  dass  bei  400"  Hohe  und  Ordinaten  y  =  70^  die  Ge- 
samtreduktion allgemein  nahezu  gleich  Null  ist,  wenn  die  Projektion  konform  ist, 
dagegen  schwankend  zwischen  Null  und  6^  auf  1*",  wenn  die  Projektion  kongruent 
(nach  Soldner)  ist.    (Auch  dieses  wollen  wir  später  noch  näher  behandeln.) 

Für  die  Hohenreduktion  haben  wir  bisher  vorausgesetzt,  dass  die  Triangulierung 
selbst  mit  ihrer  Basis  auf  den  Meereshorizont  reduziert  sei,  was  die  Begel  ist  Es 
giebt  aber  auch  Ausnahmen,  z.  B.  in  Württemberg  ist  der  Triangulierungshorizont 
844  Pariser  Fuss  =  274,16"  über  dem  Meere,  was  eine  logarithmische  Beduktion 

186*6  oder  43""  auf  1^  bringt,  welche  zwar  der  Soldner  sehen  Netzreduktion  —^  C09^  % 

entgegen  wirkt,  aber  nicht  nach  allen  Richtungen  wirksam,  weil  die  Projektion  nicht 
konform  ist 
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Eine  Gesamtrednktion  ist  a«ch  in  IfeoUenbnig  eingefihri  Die  Netzredaktion 
ist  dort  1  -)-  n~;^t  ^^^  ^®  Haaptaxe  nicht  meridional,  sondern  westOstlich  liegt.  Der 
Maximalwert  1  +  ^-^  ist  logarithroisch  =  8670,  omd  deswegen  wmrde  eine  Gesamt- 
redaktion =  178'6  eingefdhrt,  oder  =  il,!*"  ftlr  1*«,  welche  einer  Hohenredaktion 
PSa  h  =  262,4"*  gleichkommt,  d.  h.  die  Meckletibargische  Triangalierangsergebnisse 
sind  mit  einer  solchen  Qesamtmassstabs-Yerftnderang  Tersehen,  als  ob  der  Horizont 
der  Basis  and  die  Triangalierang  im  Ganzen  262,4**  fiber  dem  Meere  w&re. 

Dadurch  wurde  erreieht,  dass  die  Gesamt-Netzreduktion  in  dem  ganzen  Bereiche 
von  rund  80***  südlich  und  80^  nördlich  von  dem  NormalparaUel  nur  »wischen  den 
Grenzen  Ton  rund  -i-4«"  auf  !*■  und  —4**  auf  !*•  sich  bewegt,  w&hrend  sie  sonst 
auf  8**  für  1*"  gestiegen  wilre. 

Nach  all  diesem  ist  an  den  grossen  Vorteilen  der  Konformität  für  Triangu- 
Kerung  und  Eatastenrermessungen  nicht  za  zweifeln. 

Mit  Zurückgreifen  auf  1875  haben  wir  daher  zwei  Sätze: 

I.  Satz  1875.  Wenn  man  eine  Landeerermessung  durch  unendlich  vi^  kleine 
Streckenmesswigen  machen  würde  und  dabei  auch  alle  Messungsfehler,  aelbst  s  Null 
setzte  und  wenn  aian  die  Qoadrateumme  aller  Strecken-Yerzerrungs-Fehler  als  einsiges 
Kriterium  annähme,  so  würde  die  Soldner  sehe  Projektion  mit  etwa  ein  Fünftel  der 
Fläche  im  Vorteil  sein, 

II.  Satz  1896.  Wenn  man  eine  Landesrermessung  nach  modemer  Art  mit 
Triangulierung  und  Polygonzügen  macht,  so  ist  die  konforme  Projektion  unbedingt 
weit  im  Vorteil:  man  kann  dann  mit  dem  Messungsgebiet  so  weit  gehen  (ohne  andere 
Bücksichten  und  alles  in  UI.  Ordnung  als  eben  behandeln)  als  es  die  praktischen 
Erwägungen  der  linearen  Fehler  gestatten,  d.  h.  wenn  man  in  letzterer  Hinsicht  den 
preussischen  Bestimmungen  folgen  will,  bis  zu  einer  Ordinatenlänge  y  =  rund  100^. 

Zum  Sdüusse  wollen  wir  noch  die  beiden  Triangolierungs-Abfisse  von  §  47. 
S.  265  und  §  51.  S.  289  in  dem  Sinn  yergleichen,  dass  wir  die  Mittelwerte  der 
Bichtungs-Reduktionen  und  der  logarithmischen  Seiten-Reduktionen  bilden.  Dieses  giebt: 
durchschnittliche  durchschnittfiche  logarithmische 

Richtungs-Reduktion  Seiten-Reduktion 

kongruent    S.  265  ±  0,70"  ±  7-5 

konform       S.  289  ±0,64  ±13-6 

In  der  kongruenten  Projektion  sind  die  linearen  Reduktionen  im  Vorteil  und 
in  der  konformen  Projektion  sind  die  Richtungen  im  Vorteil;  d.  h.  was  wir  allgemein 
erkannt  haben,  zeigt  sich  auch  in  den  Zahlenbeispielen  bestätigt  Doch  ist  der  vor- 
liegende Fall  des  Netzes  Fig.  1.  S.  287  zum  Veranschaulichen  der  Vorteile  der  Kon- 
formität wenig  geeignet,  weil  die  Axe  durch  das  Netz  selbst  hindurch  geht  und  J^eine 
grossen  Ordinaten  vorkommen. 

Wir  wollen  auch  noch  einen  Blick  auf  das  Hannover  sehe  Stadttriangulierungs- 
netz  IIT.  Ordnung  werfen,  welches  in  unserem  I.  Bande,  4.  Aufl.  1895,  S.  204  in 
konformen  Coordinaten  der  Landesaufnahme  und  S.  207  in  kongruenten  Kataster- 
Coordinaten  berechnet  ist    Obgleich  die  konformen  Ordinaten  im  Mittel  y  =  245000** 
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tuid  ÖM  kMfsieatei^  OidisaUii  nns  y  s  28000*  lang  sind»  wir  doch  die  konfonne 
Berechniing  beqaemer  als  die  Söldner  adie  kongroente,  weil  bei  essteier  die  fiadnktionin 
eich  ?iel  bequemer  in  Bichtongs-Bednktionen  und  Entfemongs-Bedoktionen  trennen, 
Ten  denen  aneerdem  die  letzteren  sich  leicht  tabellarisch  erledigen  lassen.    (YgL  die 

Hilfstafel  für  %2^y'  a«^  S*  [^^]  des  Anhangs.) 

Noch  in  anderem  Sinne  wollen  wir  die  beiden  Stadtnets-TriangalieraBg»-Coor- 
dinaten  yergleichen:  In  dem  vorgeschriebenen  Eataster-Sjstem  Celle  ist  im  Ifittel 
y  =  29000*  nnd  dam  nehmen  wir  im  Mittel  X2—'Xi  =  3000*  ^  dx,  and  damit 
rechnen  wir  nach  der  Formel  (8): 

kongruent    T  —  i  =  0,17"  -^  0,67  =  0,84" 
konform       T^i= 0,17" 

Die  konforme  Beduktion  0,17"  ist  gerade  an  der  Grenze  der  Yemachlteig- 
keitsznlassnng  für  das  grondlegende  Netz  einer  feinen  Stadtrermessnng,  w&hrend 
0,84"  schon  zu  gross  ist.  Wegen  dieser  Betr&ge  von  0,84"  etc.  haben  wir  nns  damals 
entschlossen,  die  anf  0,1"  aasgeglichene  Triangalierang  noch  in  den  6  Hauptpunkten 
sph&risch  zu  rechnen;  mit  0,17"  hätten  wir  das  wohl  auch  schon  ersparen  können. 

Alle  diese  Yergleichungen  gestatten  bereits  ein  Urteil  zu  fUlen,  das  zu  Gunsten 
der  konformen  Projektion,  und  zu  Ungunsten  der  kongruenten  Soldner  sehen  Projektion 
sich  stellen  wird;  wir  werden  jedoch  in  einem  sp&teren  Kapitel  nochmals  auf.  diese 
Sache  zurückkommen. 

§  ß8.    Sphftrisehe  geogiupktsohe  Coordinateii  q>,  X  nnd  recht- 
winklige  Coordtiiaten  oßy  y. 

Die  geographischen  Breiten  und  Längen  ap  und  X  lediglich  auf  die  Erde  als 
Kugel  bezogen,  haben  wenig  praktischen  Wert,  denn  die  Abplattung  der  Erde  ist  bei 
diesen  Coordinaten  yiel  einflussreicher  als  bei  den  rechtwinkligen  Coordinaten  ab,  y. 

Trotzdem  haben  wir  die  Aufgabe,  (p  und  X  aus  a;  und  y  zu  berechnen,  und 
nachher  umgekehrt;  hier  in  dem  Kapitel  über  sphärisfSke  Coordinaten  mit  aufgenommen, 
weil  es  möglich  sein  wird,  duieh  kleine  Kunstgriffe  den  Übergang  von  der  Kugel  zum 
Ellipsoid  noch  soweit  klar  zu  machen  (in  dem  nachfolgenden  §  54.),  als  zum  ersten 
Verständnis  unserer  heutigen  Landesvermessungen  und  Katasterrermessungen  und  zur 
Einsicht  in  die  Feld-  und  Landmesser-Anweisungen  der  deutschen  Staaten  nötig  ist. 

Die  Terschiedenen  Beziehungen  zwischen  geographischen  Coordinaten  g),  X  und 
rechtwinkligen  Coordinaten  a;,  y  werden  wir  in  zwei  Aufgaben  darstellen,  und  zwar  zuerst : 

7.  Gegeben  x  und  y.    Gesucht  g)  und  h 
Nach  Fig.  1.  und  Fig.  2.  S.  298  nehmen  wir  folgende  Aufgabe : 
Gegeben  ist  die  Breite  qpo  ^^^^^  angenommenen  Coordinaten-Ursprungs  0  und 

dazu  die  rechtwinkligen  Coordinaten  o;,  y  eines  Punktes  P. 

Gesucht  ist  die  Breite  <)P2  des  Punktes  P,  der  Längen-Unterschied  X  zwischen 

0  und  P  und  die  Meridian-KonTergenz  y  ^  T  und  Pj. 

Die  Absdssen  x  sollen  nach  Norden  positiv,  die  Ordinaten  y  nach  Osten  positiv, 

und  die  Längen  X  ebenfalls  nach  Osten  positiv  gezählt  werden. 
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Ans  Fig.  1.  entnehmen  wir  sofort  die  Beziehnng  zwischen  der  Ursprangsbreite  ()Po, 
der  Fnsspnnktsbreite  <)P|  und  der  Ahecisse  x,  n&mlich: 


Flg.  2. 

BaobtwlnldigM  Drtieok  NP^F 

Ton  Fig.  1. 


^I"^  —  <)Po  =  y  heiw.  =—g 


(1) 


Alles  weitere  wird  dnrch  das  rechtwinklige  sphärische  Dreieck  NPiF  geliefert, 
weshalb  wir  dieses  Dreieck  in  Fig.  2.  nochmals  besonders  heransgezeichnet  haben. 
Dieses  Dreieck  giebt  inerst  die  Cosinas-Qldehnng: 

005  (90«  —  <p2)  =  CO»  (90^  —  g),)  CM  ^ 


oder  ohne  90^: 
nmgekehrt : 


8in(p2  =  8m<pi 


(-Ä) 


y2 


«n  qpi  —  sin<f2  =  #-j  sin  (pi 


also: 


Nun  ist  aber  in  erster  Nfthemng  (z.  B.  nach  S.  179): 
«•»»  9i  —  ^  <Ps  =  (<Pi  —  qoa)  CO«  (pi 

^i—n^f^^tangfpi  (2) 

Zweitens  giebt  das  rechtwinklige  Dreieck  Fig.  2.  znr  Bestimmung  von  X: 


tangX^ 


tang- 


tang 


<Pi       co»(pi\r       3r8/ 


«»n(90<*— goj)       cos 
Die  arc  ««w^Reihe.  8.  172,  giebt: 

X  =  aretangX  =  tangX^  Of?^ 

Wenn  man  die  Glieder  mit  yB  zosanunenordnet,  so  bekommt  man : 

;^,_y: y»  tms/^(Pi 

rcastpi      SfB   eosipi 


(8) 
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Drittens  giebt  das  rechtwinklige  Dreieck  Fig.  2.  snr  Bestimmung  Ton  /: 
tangi^O^^r)^^^^^^^^"^^^    oder    tang  y  =^  sin  ^  tmg  (pi 

r 
tangy=(^^-^'jtang(pi 

r  ^  ^tang  (pi-^ ^tang<f lil  -h  2  tan^(Pi)  (4) 

Dnrch  diese  Gleichungen  (1)  — (4)  ist  unsere  Au^T&be  gelöst,  wir  wollen  aber 
no^  zwei  neue  Gleichungen  bilden»  welche  (8),  (4)  entsprechen,  aber  überall  statt  der 
Fusspunkts-Breite  (pi  die  Breite  g)2  enthalten  sollen.  Zur  Bestimmung  von  X  nimmt 
man  dann: 

.    y  .    y 

Die  orosin-Reihe,  S.  172,  giebt: 

o 

j^^     1    /y     yM  .       y« 

rcosg)2       6r8    c(w<)P2 
Femer  xu  einer  sweiten  Formel  für  }'  aus  Fig.  2.: 

tang  ^ 
co.(90O-y)  =  ^_^g^^^    .    sinr^tang^tang<f^ 

y=  ^(aii^g)2H-g^^  ton^  92(2  + km^<)P2)  (6) 

Mit  diesen  Formeln  (l)-'(6)  haben  wir  den  zu  Anfang  yorgesetzten  Zweck  er- 
reicht, und  zwar  bei  X  und  y  sogar  doppelt 

Ohne  zwingenden  Grund  fürs  folgende  wollen  wir  auch  noch  fOr  X  statt  der 
beiden  zweigliederigen  Formeln  (8)  und  (5)  eine  angliederige  Formel  bilden,  nftmlich: 

A=^^5i^^^  =  ^^e(<p,  +  2L='P2)  (7) 

Man  kann  diese  bequeme  Formel  (7)  leicht  rückwärts  begründen,  indem  man  setzt: 

^yi-H    ^^^cos(fi'h-^{(pi  —  (Pi)8in(f)i  =  aw(jPi  U -h  y  (<)Pi  —  9)2)  ^«V9lj 
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W«gen  (2)  giebt  dieaes: 

8  co8q>i\        3  r«      "^  ^^  j 

Dieses  in  (7)  gesetzt,  führt  xurfick  anf  (8),  womit  (7)  bewiesen  ist. 
MiftD  kann  eine  ümformong  ähnlicher  Art  aach  fttr  die  Meridian-Konyergenz 
machen,  denn  (4)  oder  (6)  l&sst  sich  anf  diese  Form  bringen: 

y-~sm        g        sec j 


(8) 


Fig.  1. 


//•    Gegeben  qp,  X,   Geewht  x,  y. 

Die  Umkehrting  der  vorigen  Aufgabe  heisst: 
^  Gegeben  sind  die    geographischen  Coordinatas 

g)2,  X  eines  Punktes  P,  und  zwar  die  Länge  X  bezogen 
anf  den  Meridian  eines  gegebenen  Coordinaten-Systems, 
dessen  Ürspmngs-Breite  g)o  ebenfeUs  gegeben  ist 

Gesucht  sind  die  rechtwinkligen  Coordinaten  x^  y 
des  Punktes  P,  und  die  Heridian-Eonvergenz  /. 

Anch  diese  Anfgabe  Iftsst  sich  mittelst  des  recht- 
winkligen Dreiecks,  das  wir  in  Fig.  1.  wieder  haben, 
leicht  lOsen. 

Znr  Bestimmung  von  (Px'-ipi  hat  man : 


eo8 


^  __  tan^  (90°  — (pi)  _  tang(f>2 
lang  (90<»  —  q^^)      ^*^  <Pi 


also: 


(1 =-1  tangtpi  =  Umg(p2    o^«'    tang (pi  —  tang tp^  =  -ö-^^P^Pi 

Andererseits  ist  in  erster  Näherung 

tang<p,^tangq>2^^-^ 


(ö) 


Bei  den  Entwicklungen  fQr  A  und  y  kann  man  wieder  wie  im  ersten  Teil  ent- 
weder alles  auf  (pi  oder  auf  q>2  bezi^en,  wir  wollen  die  beiden  Entwicklungen  neben* 
einander  hersetzen,  ohne  Erläuterungen  durch  Worte,  welche  nach  dem  yorhergehenden 
nicht  mehr  nOtig  sein  werden. 


rA8 


y  =  r  X  cos  (pi  -4-  -ö-  cos  (Jpj  »«2  goj 

COS  (90<>  —  y)  =  stn  A  COS  (90<>  —  (Pi) 

8iny=\\ e")**^^^ 


A8 


y  ^X8in(pi ^ sin ipi eos^ cpi 


****  —        /  18  \ 

eo8q>2      \         6  /       ^ 


rX« 


y  =  rXco8(p2 ^ cos (p^ sif^ (p^  (10) 

coe  (90<>  —  <)P2)  =  <»*y  ^  ^*P  (Ö^"*  ^  y) 
eaHp  y  =  tang  X8inq>2=  (Ä.  +  -^1  wn  g)^ 


A8 


y  =  X sin (p2 -¥■  -q- sin g)2 cos« (p^   (11) 
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Der  Gaag  der  Aofkteasg  wUrd«  Bim  so  sein,  dass  man  zaerst  nach  (9)  tan  der 
gegebeMB  Breite  ^2  ^^  Fosspunkt^Breite  (pi  ableitet,  vnd  daraiu,  dnreh  die  DUfeieui 
gegen  die  Ürspnings-Breite  g)o,  die  Abseisse  x  berechnet,  nimttch: 

aj  =  (<)Pi  — <po)r      bezw.      =  ?LZJ?Or  (12) 

Darauf  hat  man  Ar  y  nnd  y  je  zwei  Formeln,  nftmlich  (10)  f&r  y,  nnd  (11) 
fOr  /,  worans  man  nach  Umst&nden  die  eine  oder  andere  answ&hlen  kann,  nm  y  nnd 
y  zn  berechnen.    Oder  man  kann  auch  zor  Probe  Doppelrechnnng  anwenden. 

Die  Doppel-Formeln  (10)  nnd  (11),  welche  zweigliederig  sind,  kann  man  anch  in 
je  eine  eingliederige  Formel  überführen,  in  ähnlicher  Weise  wie  dieses  früher  bei  (7) 
nnd  (8)  gezeigt  wurde.    Man  findet: 

Uttwaadlimg  tob  (10):  y  =  r;icas5L±A^  (18> 

.  (11):     y  =  ;i«n^5!L^2  (1^) 


§  U.    Übergang  n«  ElUfMM. 


Nachdem  wir  die  rein  spharisthen  Beziehungen  zwischen  den  gecgraphischen 
Coordinaten  nnd  den  rechtwinkligen  Coordinaten  eines  Punktes  im  vorigen  $  53. 
ken]\en  gelernt  haben,  müssen  wir  auch  die  sphäroiäischen  Beziehungen  hiefftr, 
wenigstens  in  erster  NIherung  herstellen. 

Eierst  behandeln  wir  die  Rektifikation  des  Meridian-Bogens  x  zwischen  den 
Breiten  <po  ^^^  fi>  ^^ofür  !n  (1)  %  58.  S.  ^8  die  Gleichung  gefunden  wurde: 

f),^^«a:-|.     oder     a:  =  (<Pi  -  fo) -^  (1) 

Wenn  die  Absdsse  x  nicht  auf  einem  Kreisbogen  yom  Halbmesser  r,  sondern 
auf  dem  Bogen  einer  Meridian-Ellipse  abgewickelt  wird,  so  kann  man  doch,  wenn  x 
nicht  sehr  gross  ist,  die  Bechnung  mit  einem  Kreisbogen  führen,  dessen  Halbmesser 

aber  dann  gleich  dem  Meridian-Krümmungshalbmesser  3f  für  die  Mittelbreite  ^^-0-- 


m  «dunen  M,  wie  wir  bei«its  in  §  85.  ausführlich  gezeigt  haben  (nftmlich  bei  (11) 
8.  dlO  und  dann  noehmaSs  besonders  bei  (48)  6.  218—219). 

Wir  haben  dabei  gefonden,  dass  der  Pehler  dieses  Nftherungs-Yerfi^irens  in 
unseren  Breiten  nur  etwa  5"*  auf  1^  betragt  (vgl  die  Hilfstafel  für  g,  S.  219),  so 
dass  namentlich  bei  den  kleinen  Gekongebereichen,  welche  z.  B.  die  40  Preussischen 
Kataster-Coordinatensysteme  haben,  jenes  Verfahren  ganz  tn1&flai|r  und  zqgleich  sehr 
bequem  ist. 

Ausserdem  kann  man  auch  eine  ffilfstafel  von  der  Art  Seite  [38]  des  Anhangs 
benützen,  über  welche  auf  S.  216  das  Nötige  getagt  winde. 

Dieses  war  rasch  erledigt,  etwas  mehr  Überlegung  ist  nötig,  um  für  die  Kugel, 
welche  im  vorigen  §  58.  mit  dem  unbestimmten  Halbmesser  r  algebraisch  emgeführi 
wurde,  einen  greifbaren  Halbmesser  in  S^len  zu  finden. 

In  dieser  Beziehung  finden  wir,  dass  die  Übertragung  auf  das  EHipsold  weseni- 
lieh  erleichtert  wird  durch  den  Umstand,  dass  der  Ordinaten-Bogen  y,  weil  er  recht- 
winklig zum  Ursprungs-Meridian  ist,  mit  seinen  Endpunkten  in  nicht  wesentlich  ver- 
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§54. 


«chiedenen  Breiten  liegt,  weshalb  wir  uns  erlauben  dürfen,  die  Ordinate  y  in  betrachten 
als  liegend  anf  einem  Kreisbogen,  dessen  Halbmesser  der  Quer-KrOmnurngshaUmieaser 
Ni  der  Fosspnnkts-Breite  g)|  ist. 

Wir  machen  also  die  Annahme 


r  =:  iV,  =  -^  = 


^1       yi-hef^üot^ipi 


(2) 


gtlltig  fSr  die  Fosspnnkts-Breite  g)|.  Die  Formel  fOr  ^i  wurde  frtther  in  §  32.  (2S) 
S.  197  entwickelt  und  statt  der  Ausrechnung  in  Zahlen  fQr  den  einxelnen  Fall  können 
wir  uns  kurzer  Hand  der  Hilfstafel  auf  Seite  [8]— [29]  des  Anhangs  bedienen. 

Diese  Annahme  reicht  aus  zur  Berechnung  von  X  und  /  ans  gegebenen  <pi  und 
y  oder  umgekehrt,  aber  zur  Berechnung  von  (p^  ^^^  <P>  ^*  ^«  ^®'  Breite  des  End- 
punktes einer  Ordinate  y  mttssen  wir  noch  eine  dritte  Überlegung  machen,  zu  welcher 
wir  einen  neuen  Begriff  einführen: 


Der  verkürzte  Bretten-ÜnUrschied. 

Von  allen  Wirkungen  der  EUiptizitftt  der  Erdoberfl&che  ist  die  bedeutendste 
und  niemals  zu  Temachl&asigende ,  wenn  überhaupt  Ton  der  EUiptizität  die  Bede  ist, 
die  Abweichung  zweier  aufeinander  folgender  Normalen  in  einem  Meridian,  wodurdi 
der  kleine  Winkel  ö  entsteht,  der  in  der  nachstehenden  Fig.  1.  eingezeichnet  ist 
Wir  werden  diesen  Winkel  Ö  nfther  untersuchen. 

In  Fig.  1.  seien  P^^i  nnd  P^82  zwd 
Normalen  einer  Meridian-Ellipse,  welche  sLoh 
nicht  in  einem  Punkte  der  ümdrehungsaxe  8(hi* 
dem  in  einem  anderen  Punkte  8  schneiden,  und 
zwar  unter  einem  Winkel  d<f,  welcher  gleich 
der  Differenz  der  Breiten  (jpj  und  qp^  beider  Punkte 
Pj  und  P2  ist,  d.  h.: 

(f%  —  (Pi  =  d(p  (1) 

Wenn  femer  der  Meridianbogen  PiP^^dm 
gesetzt  wird,  und  der  Meridiah-Erümmungsbalb- 
messer  für  die  Mittelbreite  =  3f  (d.  h.  nahezu 
M  =  PiS  =  P28),  so  hat  man  für  Diflforential- 
betrachtung: 
dm  =  Md(p  (2) 


Andererseits  kann  man  in  erster  Nähemng  auch  setzen: 

dm  =  Ndqf    (wo  Pj  Si  =  ^') 
Es  ist  also  das  Verhältnis  von  (2)  nnd  (8): 

d^_N^ 


(3) 


W 


und  daraus  ergiebt  sich  die  Differenz: 
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r* 


t-*     *= 


cV] 


j^^T'^tS'r 


s    ^ 


,-• 


iL^l  *£«    •— r 


I  t*^*  '   ^"^      ^mr  a<00yt;,gtmmi0F  #     - 


4#  I« 


-         «     4^    MmIt 


liflfür    ^i  -^^ 
IX.  nictfc  ^ 


^J^^ 

k 
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§  55.    SpUroldlsehe  Coordfnateii  9),  X  mid  oe^  tf. 

Um  die  sphlrischen  Fonn^  yon  §  58.  mit  Hilfe  Ton  §  54.  «of  das  EUipeoid 
SU  flbertragen,  nehmen  wir  znerst  die  Formel  (2)  S.  298  snr  Hand,  nftmlich: 

Zuerst  ist  fAr  r  der  Qaer-KrQnunnnge-Halbmesser  ^|  der  Fnsspnnkts-Breite  g)| 
ra  setien,  aleo: 


<Pi— %  =  2^,«»V<)Pi 


(2> 


Diese  DiSiBrenx  ^  —  gog  ist  sphärisch  berechnet,  d.  h.  ^verJtürMt*  in  dem  Mher 
in  §  54.  erörterten  Sinne;  die  wirkliche  Breiten-Differens  (Pi  —  (p  wird  daher  nach 


(4)  §  54.  8.  802: 


also: 


Fig.  1. 


9i  — <P2      M 


91— ^ 


Vi 


?. 


Dabei  wird  KS  als  zur  Breite  ^  gehörig  genommen» 
weil  nnter  4er  Breite  <pi  BerOhraqg  des  y-Bfl|gens  mit  dem 
Parallelkreis  stattfindet. 

Da  wir  mm  mditi  meiur  weiter  to  tbnn  luibai,  als 
in  den  sphärischen  Formeln  von  §  53.  8.  298—800  Oberall 
^1  statt  r  und  qt  statt  <p|  sn  sdirefben  nnd  die  nötigen 
Q  znznsetsen,  erhalten  wir  mit  Beuflliung  der  Toistehenden 
(1)  nnd  (4)  and  im  Anschlnss  an  nebenstehende  V\g.  1. 
folgendes: 

Gegeben    ^    ,    «    ,    jf 
Gesacht     <Pi    ,    <)P    »    A  and 

AoflOsang: 


,1 


(3)  8.  298: 
(5)  S.  299  oder: 
(4)  8.  299^  V  =  -^ 


y8         g 


(5) 
(«) 
(7> 
(8> 

(»> 
(10> 

(11) 


(6)  S.  299  oder:      r  =  ^  9 tM99  +  5^ otang<p(2 -h Umfi gp)  (12) 

Mim  w«UeD  wir  aoch  4m  Haapt<>>fifficientai  [1]  nod  [2]  usenr  HiUiiWrf 
MB  S.  [8}— [29]  de«  Aakuc»  «üabrao,  atiüich: 


J^  =  II]  für  die  Hittelbieite  *»^?i 

-ß-  =  [2]  für  die  Fnaspiinkte-Breite  ni 
•"1 


(1S> 
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§  55.  Sphäroidische  Coordinaten  gp,  k  und  x,  y.  805 

Damit  werden  die  yorstehenden  Formeln: 

<Pi  =  <Po  +  [l]^  (6*) 

([21  v)2  F« 

qp  =  g)o  H-  [1]«-  ilM  FSton^g),  (8») 

eo8  (pi      \co8  (jPi/  8  ^2        ^i  V    -^ 

oderX=PJ''-  +  (Ml^y^«>.*<p  (10») 

CO«  (p       \  CO«  gp  /  6  ^2        ^  ^      ' 

A  =  [2]  y  *aw^  ()p,  -  ^1^  fon^r  qPi  (l  4-  2  *an^  g),)  (11*) 

oder  X  =  [2]ytow^qp  +  iLl|^ taw^r qp  (2 -h  ^on^ qp)  (12*) 

Nachdem  wir  den  ersten  Teil  der  Formeln  Ton  §  53.  von  der  Engel  auf  das 
Ellipsoid  übertragen  haben,  kann  keine  Schwierigkeit  bestehen,  anch  den  zweiten 
Teil  jener  Formeln  yon  §  58.  S.  300—801  so  zn  übertragen.  Wir  schreiben  hiefÜr 
sofort  die  Ergebnisse: 

Gegeben      qp    ,    k  nebst  q^o  (^^) 

Gesacht      x    ,    y    ,    /  (16) 

K2 

(9)  8.  800:  qpi  =  qp  -h  ^  X«  «n  qp  cos  qp  (17) 

(12)8.301:  *=^^"ril~  (^^) 

(10)  8.  800:  y  =  A  cos  qp,  +  ^  ^^^^  cos  qp,  «en2  g),  (19) 

X  A«     1 

^^'  ^  ^■[gj^*^  "■  |2]  6^^*^*****^  ^^^^ 

(11)  8.  300:  y  =  X s»n (pj  —  X3  ^  «n  qp,  cos«  qp,  (21) 

oder  y  =  A.  «m  qp  4- A»  ö^  »n  qp  cos2  qp         \  (22) 

Nun  geben  wir  anf  8.  308—809  ein  Zahlen-Beispiel  sowohl  für  die  Formeln 
(7*)-- (12*),  als  auch  fftr  deren  Umkehrung  (17)— (22).  Da  die  ganze  Rechnung  mit 
allen  Einzelzahlen  angegeben  ist,  wird  zur  Erkl&rung  nichts  weiter  nötig  sein;  auch 
einige  Torübergehend  eingeführte  Zwischen-Bezeichnungen  (a),  {f>)  u.  dgl.  erkl&ren 
sich  selbst  als  kleine  Übergangshilfen,  mit  Rücksicht  auf  Raummangel. 

Die  Coefficienten-Logarithmen  Zop  [1],  /o^[2],  logV^,  lo^  (1  +  2(2),  log(2^i^), 
sind  aus  den  rerschiedenen  Hilfstafeln  xmseres  Anhanges  entnommen. 

Im  Übrigen  sei  nur  noch  bemerkt,  dass  man  das  Vorzeichen  von  y  oder  X 
nicht  in  der  ganzen  Rechnung  durchführen  muss,  wie  bei  uns  theoretisch  nötig  war, 
man  braucht  nur  am  Schlüsse  zu  merken,  dass  y,  X  und  y  immer  gleiche  Zeichen  haben. 

Der  im  nachstehenden  Beispiele  8.  808  und  809  benutzte  Coordinaten-Null> 
punkt  Celle  ist  einer  der  40  preussischen  Kataster-Nullpunkte,  welche  im  Jahre  1879 
eingeführt  worden  sind. 

Jordan,  Handb.  d.  TermMtnngtknnde.    4.  Aufl.    III.  Bd.  20 
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306  Sph&roidisehe  Coordinaten  <p,  X  nnd  x^  y.  §  55. 

Meridiahböffen  und  Breüm-Differengen, 

Bei  den  kleinen  Geltangsbereichen  der  Frenssischen  Eataster-Coordinaten-Systeme 
wird  die  Beziehung  zwischen  der  Absdsse  x  nnd  der  Breiten-Differenz  <pi  —  goo  hin- 
reichend genan  durch  den  Meridian-Erümmnngs-Halbmesser  M  der  Mittelbreite  gegeben, 
n&mlich: 

a:  =  ?i-?o^    oder    =  ^^T!^-^ 

wobei  M  der  Meridian-Krümmungs-Halbmesser  für  die  Mittelbreite  2i__?^  ist,  oder  [1] 

der  entsprechende  Coefficient  nach  (13)  S.  304. 

Indessen  bei  grosserer  Ausdehnung  empfiehlt  sich  andererseits  eine  allgemeine 
Tafel  der  Meridianbogen,  z.  B.  diejenige,  welche  auf  S.  216  erwähnt  wurde,  welche 
auch  in  unserem  Anbange  Seite  [38]  Yon  lO'  zu  lO'  gegeben  ist,  oder  besser  in 
neuer  Berechnxmg  Seite  [55] — [57]  von  1'  zu  1'. 

Bei  Benützung  einer  solchen  Tafel  braucht  man  für  den  Coordinaten-Nullpunkt 
mit  gegebener  Breite  (pQ  nur  ein  für  allemal  den  Meridianbogen-Wert  Bq  zu  be- 
stimmen, um  dann  für  jede  andere  Breite  qO]  den  zugehörigen  Wert  Bi  und  dann 
x  =  Bi  —  Bq  zu  finden. 

Für  den  Wert  <Pq  =  b2^  ST  Z2fil09'\  welcher  zu  dem  Coordinaten-Nullpunkt 
Celle  gebort,  haben  wir  die  fragliche  Interpolation  schon  beispielshalber  aus  anderer 
Veranlassung  behandelt,  nämlich  am  Schluss  von  §  85.  S.  220  wurde  gefunden 
Bo=  5  832  371,046"*  als  Meridianbogen  vom  Äquator  bis  zu  dem  Punkte  Celle. 

Hat  man  längere  Zeit  mit  Punkten  eines  (Geltungsbereiches  zu  thun,  so  kann 
man  auch  noch  weiteres  allgemein  tabellarisch  rorbereiten,  man  kann  z.  B.  eine  Tafel 
anlegen,  welche  für  gegebene  Fusspunkts-Breite  (p^  sofort  die  Abscisse  x  giebt  oder 
umgekehrt.  Z.  B.  in  der  Gegend  von  Hannover-Linden,  im  Oeltungsbereiche  Celle, 
benützen  wir  folgende  Hilfstafel: 
Geographische  Breite  =  <p    Meridianbogen  =  B      B  —  Bq  =  x  J  x 


52«»  87'  32,6709"    5  832  371,046« 

62«»  30' 

5  818  880,841 

52  29 

5  816  525,942 

52  28 

5  814  671,549 

52  27 

5  812  817,162 

52  26 

5  810  962,779 

52  25 

5  809108,401 

52  24 

5  807  254,029 

52  23 

5  805  399,662 

52  22 

5  803  545,301 

52  21 

5  801  690,944 

52  20 

5  799  836,593 

0,000* 

13990,705- 
-15  845,104 
■  17  699,497 

•  19  553,885 
.  21 408,267 

-  23  262,645 
25117,017 

-  26  971,384 
28  825,745 

•  30  680,102 
-32  584,453 


1854,399" 

1854,393 

1854,388 

1854,882 

1854,878 

1854,872 

1854,867 

1854,861 

1854,857 

1854,351 


Man  sieht  übrigens  aus  dem  Zusammenhang  dieser  Zahlenwerte,  dass  wenn 
man  den  Meridian  von  Celle  als  a^Aze  benützen  will,  damit  der  Punkt  Celle  als 
Nullpunkt  für  die  Berechnung  gar  keine  Rolle  spielt;  man  konnte  gerade  so  gut  z.  B. 
qtQ  =  52^  30^  als  Nullpunktsbreite  nehmen,  dann  würden  alle  x  um  18  990,705*  grosser; 
alle  Differenzen  der  x  und  alles  Übrige  blieben  aber  gleich. 
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Die  Abscbsen  x  eines  solchen  Cloordinaten-Sjstems  können  beliebig  lang  sein, 
sie  konnten  z.  B.  vom  Äquator  bis  zum  Nordpol  hingehen,  wenn  man  eine  Tafel  der 
durchgehenden  Meridianbogen  benützt. 

Das  fUirt  auf  den  (Jedankeui  dass  man  z.  B.  den  Meridian  ron  Celle  auch  so 
benutzen  konnte,  dass  die  x  schlechthin  =  B  gesetzt  wflrden,  mit  Weglassung 
einer  runden  Zahl,  etwa  5000  000;  dann  bekäme  Celle  als  Zu&llspunkt  die  Abscisse 
X  =  882371,046-  und  die  Ordinate  y  =  0,000-. 

In  diesem  Sinne,  d.  h.  mit  Z&hlung  der  x  vom  Äquator  der  Erde  an,  wollen 
wir  auch  noch  die  beiden  Formeln  (17)  und  (18)  zusammen  so  schreiben: 


•2^[1] 


sinipeosq) 


(23) 


Setzt  man  hier  <)po  =  0,  d.  h.  z&hlt  man  vom  Äquator  an,  so  nimmt  das  erste 
Glied  von  (28)  den  Wert  B  an,  d.  h.  den  Meridianbogen  vom  Äquator  bis  zur  Breite  qo, 

und  da  im  zweiten  Gliede  [1]  =  -^  und  V^  =  -=^  ist,  so  hat  man : 


ac  =  B  4-  s— 2 Nsin q)cos(p  =  B- 


X^  Hnqicasq) 


2.        [2]  <^*) 

Dabei  wird  N  oder  [2]  zur  Breite  qo  gehörig  genommen,  w&hrend  wir  es  frfiher 

zur  Fusspunkts-Breite  go]   genommen  haben.    Solche  und  ähnliche  Unterscheidungen 

würden  sich  erst  in  den  höheren  Qliedem,  die  hier  nicht  mehr  mit  genommen  sind, 

ausdrücken.    Wir  werden  der  Formel  (24)  oder  ähnlichen,  auch  später  wieder  begegnen. 


EeehnungS'Formular  der  preussüchen  Kataster-Anweisung  IX.  vom  25.  Oktober  1861. 

Da  in  Preussen  die  YerOffentlichxmgen  der  trigonometrischen  Abteilung  der 
LandesaufDahme  in  Form  yon  geographischen  Coordinaten  geschehen,  der  Feld-  und 
Landmesser  aber  rechtwinklige  Coordinaten  haben  muss,  kommt  die  gegenseitige  Ver- 
wandlung solcher  Coordinaten  so  oft  vor,  dass  die  Kataster- Anweisung  hiefür  ein 
,Trig.  Form.  6.*  gegeben  hat. 

Die  dazu  nötigen  Hilfistafeln  sind  aber  in  der  amtlichen  Anweisung  IX.  nicht 
enthalteu,  sondern  es  wird  hiefÜr  verwiesen  auf  die  trigonometrischen  und  poljgono- 
metrischen  Bechnungen  in  der  Feldmesskunst  von  F.  0.  Gkiuss  1876  und  2.  Aufl.  1892. 
Als  Quellenschrift  för  die  Methode  des  Form.  6.  wird  angegeben:  .BOrsch,  Anleitung 
zur  Berechnung  der  rechtw.  sphär.  Coordinaten  2 

u.  B.  w.  1868,  1869,  8. 19  und  1885,  S.  91«.  Na-  j^^ 

mentlich  die  Rechnung  mit  Additamenten,  welche 

nv   j  j  «i-x       /\  j  }ß  cos  W  Sifl^  CD 

unseren  Gliedern  dritter  Ordnung -^ ~ 

u.  s.  w.  entspricht,  ist  aus  BOrsch  in  das  preus- 
sische  Kataster  übergegangen. 

Das  erwähnte  Form.  6.  betrifft  nur  die 
Verwandlung  der  geographischen  Coordinaten  in 
rechtwinklige  Coordinaten,  und  nicht  umgekehrt; 
auch  ist  die  Berechnung  der  Meridian-Konver- 
genz nicht  mit  aufgenommen. 


Digitized  by 


Google 


Sph&roidische  Coordinaten  (f,  X  and  x,  y. 


55. 


Geographische  Coordinaten  y,  X  aus  rechtwinkligen  Coordinaten  x,  y. 


Coordinaten-Nullpunkt  Celle  mit  (po  =  52*^37'  82,6709" 

Gegeben  Agidius    rc  =  —  28  808,394- 
Genäherte  Berechnnng  Ton  qp^  —  qi^  ans  x  nach 
der  Hilfstafel  Seite  [89]  des  Anhangs;  mit 
rund  qp  =  521/2° 


Damit  geben  die  Hilfstafeln  des  Anhangs: 

mit  gp« 
Seite  [33],  log[\]  =  8.509  9477-2 


Xo  =  27*>  44' 54,8477" 
y  =  — 28  271.813- 
20  000-  giebt  10'  47,1" 
8  000       ,        4'  18,85 
800       ,  9,70 

8       ,  0,24 

— 15'  16,89" 

()ro  =  52°  37  32,67' 

"Genähert    qpi  =  52°  22*  16,78" 


mit  gpi 

Seite  [33],  log  [2]  =  8.508  8706-9 

,      [21],  log  r«  =  0.001  086 


9'i  =  <Po-H[l]« 


^^^-^^f^y^tong^^x 


OMCPl        \008q)xl  ^^ 

oder: 
cosup       \co8q>l  6^         ^ 


y=[2]yeawp<)Pi-^^^/'ti(H.2t«) 


oder: 


r=[2]yeafi^<p-H^W<(2  +  t2) 


logx 


8.509  9477-2 
4.451  9152-3. 
%[1]«    2.9618629-5. 
[lla;  =  — 915,9814" 


%rt2]y8 
-(1:20 


5.751402 
0.113001 
0.001 086 

-1384545. 

Zö^(a)  10.250034. 
(a)  =  — 1,7784" 

Ceüe  ^0  =  52°  87' 32,6709" 
H-  [l]a?=—   0°  15' 15,9814 


©,  =  52°  22*  16,7395" 
(a)  =  ~ 1,7784 


^  ^  =  52°  22' 14,9611" 
Agidioe  (HannoTer). 


%[2] 


fe^[2]y 

2o^  CO«  <Pi 


8.508  8706-9 
4.866  8302-2. 
2.875  7Ö09-1. 
9.78^7158-5 
3.089  9855-6; 


logiP) 
(&)  =  — 1230,2278" 


(6)8 
-(l:8p2) 


'  9.2700. 
9.7974 


{c) 


(6')8 


8.8940.  (I:6p2) 


7.9614 


9.2699. 
9.7974 

8J930_ 
"7.6603. 


-  0,0091" 

%[2]y 
lo^  cos  qo 


^(O 

—  0,0046" 

2.875  7009-1. 
9.785  7202-1 


log{V) 
(&')  =  - 
(&)~(c) 

— 1230,2278" 
-h^  0,0091 
— 1230,2187" 


8.089  9807-0. 
1230,2141" 
(6')  +  (0 

— 1280,2141" 
—   0,0046 


- 1280,2187' 

X  =  —  0°  20'  80,2187" 
I  CeUe         Xq  =    27°  44'  54,8477 

llgidins     i  =    27°  24'  24,6290" 


Zo^[2]y| 
log  lang  api  \ 


2.875  7009-1. 
0.113  0011-1 


log{c)\  2.988  7020-2. 
(c)  =  —  974,3209" 

Hilfstafel  Seite  [49] 


([2]y8 

h 

(1+2  e«) 

-(1:6^«) 


8.6271" 

0.1130 

0.6399 

8.5930. 

7:9730 


0,0094" 


([2]y)8  18.6271. 
t  I  0.1130 
(2-h«2)  ;  0.5661 
(l:6gg)  I  8.5980 
-h  (d')  17.8992. 
—  0,0079" 


log[2]y    2.875  7009-1. 

logtangq>    0JJ^2  9933-7^ 

{&)    27988  6942"-8; 

(c')  =  —  974.3035" 

(c)-(d)  (c')-h(cr) 


—  974,3085" 

—  0,0079 


'  974,3209" 

0,0094 

974,8115  —974,3114 

Meridian-Conyergenz 
y  =  —  16'  14,311". 
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Rechtwinklige  Coordinaten  x,  y  aus  geographischen  Coordinaten  y,  L 


Coordinaten-Nallpunkt  Celle 
Gegeben  Ägidins 


gpo  =  52^  37'  32,6709" 
()P  =  52*=^  22'  14,9611" 


Xo=     27<»  44'  54,8477" 
L  =     27<»  24'  24,6290" 


DifTerenzen  g)  —  (po  =  —    15'  17,7098" 


X  =  -  0°  20'  30,2187" 
A  =  —  1230,2187" 


F8 
<jPi  =  (JP  4-  n—  X2  «tn  gp  cos  (jp 

<Pi  — yp     ^ 


nhai 


Anhang  Seite  [21]  giebt 


q>  =  52<>  22'  14,9611" 

'^-(a)  H-     1,7784 

(jPi  =  52*>  22'  16,7395" 

Celle       9?o=  52*»  87'  82,6709" 

g)i  -  gPo=  -  15'  15,9314" 
=  —         916,9314 

<p«=  ?I±2o  ^  520  29'  54,7052" 


logX 

3.089  9823-2 

hgXi 

6.179  965 

log  sin  q) 

9.898  714 

X'^^ 

9.785  720 

0.001  086 

log(l:2Q) 

4.884  545 

log{a) 

0.250  030 

(a)  =  1.7784" 

Mit  <pi  giebt  die  Hilfstafel  Seite  [33]  des 
Anhangs: 

top  [2]  =  8.508  8706-9 
und    mit    <p«    giebt    dieselbe    Hilfstafel 
Seite  [33]: 


hiezn  log  (qpi  —  (po) 


logx 


8.509  9477-2 
2.961 8629-5 


4.451  9152-3 


x  =  — 28808,894" 


y  =  __co*<pi4.^gL«>*yi^2g)i 


eosipi 


(b) 


1.491 1293-1 
8.089  9823-2. 
9.785  7168-5 


4.366  8269-8. 


'S 

(1:3p«) 


(c) 


4.8668. 
6.1800 
9.7974 
8-8940 


oder    y^^eos<p^-^*^^cos(psin^<p 

4.8668. 


1:[21     1.4911293-1 
i    8.089  9828-2, 


eosq) 


9.2382. 


(&') 


9.785  7202-1 


4.366  8318-4. 


*2 

5in2<p 
-(1:6^2) 


(<f) 


6.1800 
9.7974 
8.5930. 


8.9372 


(6)  =  — 23  271,639 
(c)  =  —  0,178 


(&')  =  — 23  271,900 
(cO=  -h  0,087 


y  =  — 23  271,812 

y  = -23  271.813 

oder     y  = 

A3 

qt4os^q> 

mipi 

3.089  9823-2.         kaimpi 
9.898  7164-6                   X* 

2.9887. 
6.1800 

Xsimp 

3.089  9828-2. 
9.898  7135-7 
2.988  6958-9. 

(l:8p2) 

2.9887. 
6.1800 

AmngPi 

2.988  6987-8.           cos^<Px    ^-^^^^ 
-(1:6^2)    8.5980. 

9.5714 
8.8940 

(d)  1  7.3331 

(tf') 

7.6841. 

Xw«()Pi  =-974,3186" 
{d)  =      -h  0,0022" 

Xsinw  =  — 

((f)  = 

■974,3072" 
—  0,0043" 

y  =  -  974,3114"          y  =  — 16'  14,3114" 

7  =  - 

-  974,3115" 

Schlnss-flrgebnis :    Igidios  y  =  —  23  271,813*      x  =  —  28  308,394"* 
Meridian-KonTergeni  y  =  — 16'  14,311". 
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In  Fig.  2.  S.  307  sind  die  Bezeichnungen  dieses  Fonnulars  eingeschrieben^ 
es  ist  n&mlich: 

qPo  die  Breite  des  Coordinaten-Ursprungs, 

qpy  die  Breite  des  Ordinaten-Fusspunktes, 

(p    die  Breite  des  gesuchten  Punktes, 

^0  die  Länge  des  Coordinaten-Ursprungs, 

X    die  Länge  des  gesuchten  Punktes, 

X   und  y  die  gesuchten  Coordinaten. 
Dabei  ist  x  von  <Po  bis  <p/  auf  dem  Meridian  nördlich  positiv,  südlich  negativ 
gezählt  und  y  rechtwinklig  zum  Meridian  östlich  positiv,  westlich  negativ  gezählt 

Die  Aufgabe  lautet:  Aus  gegebenen  q>Q,  <p,  Aq,  A  die  Coordinaten  x,  y  zu 
berechnen. 

Die  Differenz  X  —  Xq  wird  in  Sekunden  verwandelt,  mit  rf'  bezeichnet,  und 
weiter  kommt  die  Breiten-Differenz  q>/  —  gp  =  tf/'  in  Betracht,  welche  aus  tf'  berechnet 
wird  nach  der  Formel 

r=rf'^q  (25) 

Dieses  entspricht  unserer  Formel  (17)  S.  305  für  (Pi  —  ()P,  d.  h. : 

gpi  —  (p  =  A2  ^—  sw  <p  CO«  g)  (26) 

Daraus  ergiebt  sich,  dass  der  Faktor  q  in  der  Formel  (25),  umgesetzt  in 
unsere  Bezeichnungen  der  Formel  (26),  diese  Bedeutung  hat: 

?=  ^^sincpcosq)  (27) 

Bei  dieser  Gelegenheit  bemerken  wir,  dass  das  hier  gebrauchte  -^    auch  in 

den  Formeln  und  Tafehi  der  trigonometrischen  Abteilung  der  Landesaufnahme  vor- 
kommt mit  der  Bezeichnung  (3),  wie  wir  in  §  39.  S.  228  schon  angegeben  haben. 
In  einem  Formular  kann  man  den  konstanten  Logarithmus  log  (1 : 2  ^)  es  4.884  545 
gedruckt  aufnehmen,  so  dass  also  eine  Tafel  für  log  F*,  welche  man  zu  sehr  vielen 
anderen  Zwecken  ohnehin  braucht,  genügt;  auch  logainqt  und  log  cos  (p  nehmen  wir 
lieber  besonders,  als  vereinigt  in  der  Tafel  für  hgq,  weil  es  hier  angezeigt  ist, 
mindestens  6  stellig  scharf  zu  rechnen. 

Nachdem  man  in  dem  genannten  Formular  6.  ^p"  zu  (p  addiert,  und  damit  (p/ 
erhalten  hat,  kann  man  aus  der  Differenz  <pf  —  qiQ  die  Abscisse  x  berechnen.  Das 
Formular  bedient  sich  hiezu  der  schon  oben  (S.  806)  von  uns  dtierten  und  beschrie- 
benen Hil&tafel  von  F.  G.  Gauss,  wobei  aber  zu  bemerken  ist,  dass  die  Interpolation 
eine  Rechnung  mit  7  stelligen  Logarithmen  verlangt.  Auch  unsere  Rechnung  auf 
S.  809  mit  der  Mittelbreite  go»  ist  hier  noch  nicht  die  beste;  auf  ein  bequemeres 
Rechnungsverfahren,  nach  der  Formel  (87)  §  35.  S.  218  werden  wir  später  zurück- 
kommen; auch  ist  hier  die  neue  Tafel  Seite  [55] — [57]  zuzuziehen. 

Um  vollends  die  Ordinate  y  zu  erhalten,  rechnet  jenes  Formular  6.  mit  Längen- 
Sekunden  L  und  mit  Additamenten,  wodurch  in  anderer  Form  dasselbe  erhalten  wird, 
wie  durch  die  Reihen-Entwicklung  (19)  S.  305. 

Wenn  man  unser  Beispiel  Ägidius  von  8.  309  nach  dem  fraglichen  Formular  6. 
behandelt,  so  bekommt  man  in  dem  Teile  für  y: 
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^/  =  52*>  22'  16,7896"    iy  =  0<»  20'  30,2187" 

%i/'  =  ?op  1280,2187" 

Addit-Tafel  für  8.089    -f-  2  -4 1/' 

Tafel  der  logL^  qi=^  52'' 23'  logLt 

Interpolation  für  —43,2605"  y  dlogL 


log  tang  {y :  r) 
Addit-Tafel  fQr  4.367    —  2^ 


logy 


3.089  9823 

51 

1.276  7268 

1179 


43,2605 
Jl" 


log 


1.6861 
1.4854 

8^5 


4.3668321 
—  19 


4.366  8302 


y  =  23271,81- 
Diesem  entspricht  bei  unserer  Rechnung  8.  809: 


Hilfstafel  Seite  [83]  fOr  52«»  22'  15",  log  [2] 


logil:[2\) 
X  =  0<»  20'  80,2187"  =  1230.2187  ,  logX 
<p  =  52<»  22'  14,9611"  log  eos  <p 

(oder  Formel  (13)  S.  801 


logm 


8.5088707-0 


1.491 12930 
8.089  9828*2 
9.785  7202-1 


-(1:6^) 


4.366  8318*3 


mit  cos  52^22' 15,5539") 


(y)  =  23271,900 


4.8668 
6.1800 
9.7974 
8.5930. 

log{d)    8.9372. 
(c')  =  — 0,087 


y  =  23271,813" 

Es  mag  unentschieden  bleiben,  welche  der  yerschiedenen  Rechnungen  die  bessere 
ist,  wir  haben  aber  die  Vergleichnng  hier  hergesetzt,  weil  die  Landmesser  oft  den 
Wnnsch  haben,  aasser  der  ihnen  dnrch  amtliches  Formular  Torgeschriebenen  Rechnung 
eine  unabhängige  EontroUrechnung  nebenher  zu  haben. 

Bemerkung  Über  die  geographischen  Längen  und  Breiten. 

Die  g«ographliehen  Ltoganimtencbiede  A  'werden  teiU  In  BogenmMt  telli  in  ZeitmMt  an 
gegeben,  zu  deren  gegenseitiger  Yerwandlnng  untere  HilfliUfel  auf  Seite  [42]  des  Anhange  benAtst 
werden  kann. 

Ale  Beispiel  woUen  wir  Im  System  der  Prensaischen  Landeaauftiahme  nehmen: 
BerUn.  Bauenberg    A«=81«   r  4fi7»fy'=z2h   4«  S^ttSSSS* 
CeUe  A  =  ST*  44'  54^477"  =:  U  50«  69,650514« 


Differenz  Ao  —  A.  =  »•  IT'  10,0808"  =  0*  18«  8.672019« 

Bei  der  Benützung  der  Hilfstafel  Seite  [42]  kann  man  beliebig  viele  Dezimalen  schreiben, 
obgleich  nur  OfiOOl*  angegeben  ist    Z.  B.  für  rorstehendes  Xo  —  X  ^^^  man: 
$•  0»   12«  0« 

ir=  1«  8» 

10"  s=  0,666  OST« 

0,08"  s  0,005  883« 

0,0008"=  0.000  OQO« 


Summe    0»  18»  8,678  030« 


0»13«»  = 

8«»  16*0" 

8«  = 

r  0" 

0,6-  ^ 

9,0" 

0,07«  = 

1,05" 

0,003«  = 

0,080" 

0.00002«  = 

0,00080" 

Summe  8»  17'  10X)8080" 
Was  die  Zahlenschirfe  solcher  Angaben,  ebenso  wie  auch  für  geographische  Breiten,  betrifll, 
so  kommt  die  etwaige  astronomische  Messung  dabei  für  uns  nicht  in  Betracht  (vgl.  §  26.  8. 162  bis 
168).  In  geodfttisoher  Beziehung  gelten  L&ngen  und  Breiten  nur  als  Mass>Bestimmungen  auf  der 
Oberfl&che  des  Elllpsoids;  und  da  z.  B.  1"  in  Breite  rund  =  80  Meter  ist,  so  bringt  0,001"  immer 
noch  0,00m  oder  8  Oentimeter.  und  man  muss  daher  geographische  Ooordinaten  auf  0,0001"  oder 
gar  auf  0,00001"  genau  angeben,  wenn  man  die  Oenauigkelt  geod&Uscher  Messungen,  mit  der  immer 
formell  etwas  übertrieben  nötigen  Schftrfe,  durch  geographische  L&ngen  und  Breiten  ausdrücken  «rill. 
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Flg.  h 
SpbixUohM  PoUrdnieck. 


§  56.    Entfernung  nnd  Azininte  ans  geographischen  Coordinaten« 

Die  Einführung  des  yerkflrzten  Breiten-Unterschiedes  nach  §  54.  S.  802  genügt 
bereits,  um  auf  massige  Ausdehnung  von  Dreiecken  m.  Ordnung  mit  geographischen 
Goordinaten  Entfernungen  und  Azimute  zu  berechnen. 

Indem  wir  lunftchst  die  Aufgabe  rein  sphärisch  betrachten,  haben  wir  im  An- 
schluss  an  Fig.  1.  folgendes: 

Wenn  zwei  Punkte  F  und  P*  durch  ihre  geo- 
graphischen Breiten  (p  und  qt'  nebst  ihrem  geographi- 
schen Längen-Unterschied  X  gegeben  sind,  so  wird  da- 
durch ein  sphärisches  Dreieck  NFP*  bestimmt,  dessen 
Seite  A'P=90*»  — qp,  dessen  Seite  A'P' =  90**  — qp' 
und  dessen  Winkel  bei  ^  =  A  ist 

Man  kennt  also  von  dem  Dreieck  zwei  Seiten 
und  den  eingeschlossenen  Winkel,  und  daher  ist  auch 
die  dritte  Seite  a  und  die  beiden  anderen  Dreiecks- 
Winkel  a  und  180^  —  o'  bestimmt,  d.  h.  man  kann 
dann  die  Entfernung  beider  Punkte  F  F*  =i  a  und  die 
beiden  Anmute  in  F  und  in  P',  bezw.  =  a  und  =  o' 
berechnen. 

Wenn  man  die  Gauss  sehen  (bzw.  Neper  sehen)  Gleichungen  von  |  27.  S.  165 
auf  unseren  Fall  anwendet,  so  bekonunt  nuun: 


sm 

(T 

2 

8m-^—  =  9as^-^stn 

2 

sin 

(T 

2 

c^  -^  a       .  qp'  -+-  gp 
cos  — s —  =  «*»      2      ^^^ 

2 

cos 

a 
2 

.  o!  —  a       .  <jp'  -+-  gp   . 

X 
2 

cos 

a 

^/k«                             —~   /VM                      ^   /IAA 

X 

2 

*^      2      — ««      2 

2 

(l) 


Wir  wollen  die  Mittelwerte  besonders  bezeichnen 

qp'-hO)  __^       «* 


=  QPo 


und 


=  «0 


(2) 


2      "^^        —  2 

Wenn  a  und  X  klein  sind,  so  werden  auch  <)p'  —  ()P  und  a!  —  a  klein  und  dann 
hat  man  genähert  aus  (1): 

(7casao  =  <p'  —  <pf 

o*  —  a  =s  m  qpo  X  (3) 

Die  beiden  ersten  Gleichungen  (2)  geben: 


X  cos  gpo 

tang  Oq  =  -; — -r^ 

qp  — qp 


_  Xeos qPo  _  qp"  —  y 
"  smoo   ""  co«ao 


oder       =  V(qp'— qp)2-|-(Xcosqpo)* 


(5) 


Diese  sphärischen  Formeln  kann  man  auf  das  EUipsoid  übertragen,  wenn  man 

fr/  _  n\  TIM 

nur  überall  nach  (9)  §  54.  S.  808  den  verkürzten  Breiten-Unteischied     y^     =  W^  <P)  ^ 
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an  Stelle  des   sphärischen   Breiten-Unterschiedes   setzt,   und  im  übrigen   den   Qner- 

KrOmmongs-Halbmesser  N  der  Mittelbreite  ~    n^  ftls  Kngelbalbmesser  r  za  Grunde  legt 

Die  Aufgabe  sei  mit  Bezugnahme  auf  Fig.  2.  so  gefasst: 

Gegeben  sind  zwei  Punkte  auf  dem  EUipsoid,  mit  den  Breiten 

<p  und  qo'  und  mit  dem  Längen-Unterschied  A ;  es  soll  die  Entfernung 

beider  Punkte  =  s,  linear  auf  dem  Ellipsoid,  und  die  beiden  Azimute 

a  xmd  c^  berechnet  werden. 

Die  Gleichungen  (3),  (4)  und  (5)  geben: 

-    .  .    .   <p-i-()p' 

a  —  a  ^  A.  8%n  <pQ  —  A  am  -  -Q 


tang  «o  =  *»»^ 


"2         ~       TS 


N 


stn  €Cq 


cosaQ 


oder 


N  =  /((«P'  -  9)  f )'+  (^  ««  Vo)« 


Wir  woUen  diese  Formeln  etwas  umstellen,  und  auch  die  nötigen  g  zusetzen, 
wodurch  wir  erhalten: 


NXco$(JPq      —^Xcobwq 

tang  «n  =  ^sf?—» — ^  =  ^^  "t — ^ 

^^      Jlf(qp'-()p)  gp'— ()p 

—  Xeo8<f}o     — (gp'  — g)) 

8  =  -^ =    " 


stnoQ 


C08«o 


oder 


'  =  /(fx«..o)%(f(.'-,)f 


(7) 
(8) 

(9) 


Oder  endlich  wenn  man  ^  =  [1]  ^^^  ^  =  [2]  setzt,  wie  in   unseren  Hilüs- 

tafeln  angenommen  ist,  (vgl.  §  40.  S.  280)  kann  man  die  Formeln  auch  so  schreiben : 

X 


tang  oq  =  tang 


[2] 


C08(Pq 


<p  — <p 


[1] 


X  ¥  —  (f> 


stn  ccq 


008  Oq 


oder 


=  /(^-<Po)'-h(-V) 


(10) 


(11) 


(12) 


Zn  einem  Zahlen-Beispiel  nehmen  wir  die  ivei  trigonometriechen  Hanptponkte 
der  Stadt  HannoTer,  welche  nach  Mitteilmig  der  trigonometrischen  Ahteilmig  der 
Landesanfhahme  von  1887  folgende  geographische  Goordinaten  haben: 
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AgidiuB  .    .    .    9?'=  52<»22' 14,9611"      X'=  27  <»  24' 24,6290"  I  ^ 

Wassertann     .    g)  =  52«  21' 49,9080"      i  =  27  <»  22*  25,0168"  |  ^  ^ 


Differenien  g?'  —  g)  =  -hO«»  0'  26,0531"       A  =    0^   1'  59,6122" 
=  25,0531"  =  119,6122" 

Mittel  (Po  =52*>22'   2,48455" 

Mit  dieser  Mittelbreite  geht  man  in  die  HilÜBtafel  des  Anhangs  Seite  [22]  ein« 
nnd  entnimmt  dorch  leichte  Interpolation: 

log  [1]  =  8.509  9574        log  [2J  =  8.508  8708 
nnd  die  weitere  Rechnung  nach  den  Fonneln  (6)  und  (10)^12)  giebt: 

ao=-^--  =  71^6' 87,69" 
?^-^=    0*>0' 47,86" 


o*  =  7r 7' 25,05"  logs  =  8.878 7016  \  .... 

a  =  71«  5'  50,88"  s  =  2391,672-   |  ^    ' 

Aginmte  und  Eiditungswihkel. 

Während  die  yerschiedenen  Coordinaten  <p,  X  nnd  x,  y  \n  ihrer  Bedentnng  für 
die  Eartenzeichnong  sofort  verständlich  sind,  bedürfen  oft  die  Begriffe  von  Aiimnt 
und  Bichtnngswinkel  und  ihrer  Differenz-Meridiankonvergenz,  noch  anderer  Elarlegong, 
wozu  unser  mehrfach  benutztes  Beispiel  Wasserturm-lgidius,  das  in  Fig.  8.  S.  315 
dargestellt  ist,  dienen  solL 

In  Fig.  8.  ist  Celle,  (Stadtkirche,  Helmstange)  nordostlich  Ton  Hannover,  der 
Nullpunkt,  auf  welchen  sich  die  rechtwinkligen  Coordinaten  von  W  und  A  beziehen; 
es  sind  also  die  Geraden  A  Ä  und  W  W*  Parallelen  zu  dem  Meridian  von  Celle, 
folglich  ir'TT^  =  a  und  W  AA!*=-  a'  die  Richtungswinkel  (Preuss.  Katasterbezeich- 
nung »Neigungen*)  der  Geraden  WA  in  W  und  A, 

Das  sind  dieselben  Winkel,  welche  in  Fig.  2.  S.  259  mit  a  und  o'  bezeichnet 
waren,  während  wir  jetzt,  mit  Änderung  der  Buchstaben-Bezeichnungen,  die  Richtungs- 
winkel mit  a,  dagegen  die  Azimute  mit  a  bezeichnen,  so  dass  die  Meridian-Konver- 
genzen in  TT  und  A  diese  sind: 

—  y  =  a  — a    ,    — y'  =  a'-.a'  (15) 

Wir  bemerken,  dass  hier  y  und  •/  negativ  sind,  weil  in  unserem  Falle  Fig.  8. 
die  Ordinaten  y  negativ  sind,  und  /  stets  das  Vorzeichen  von  y  hat. 
Der  (jkmg  unserer  Berechnxmgen  ist  dieser: 

Punkt  Geogr.  Breite  (}eogr.  Länge 

CeUe,  Stadtkirche    .    .    .    52«»  87  32,6709"        27*»  44' 54,8477"  x 
Agidius  (Hannover)  .    .    .    52° 22' 14,9611"        27*» 24' 24,6290"  l       n^\ 
Wasserturm  (Linden)    .    .    52  <>  21' 49,9080"        27**  22' 25,0168"  ) 
Wie  man  hieraus,  unter  Annahme  des  Punktes  Celle  als  Coordinaten-Nullpunkt, 
die  rechtwinkligen  Coordinaten  des  Punktes  Agidius  berechnet,  haben  wir  auf  S.  809 
ausfflhrliehst  gezeigt,  und  da  man  fQr  den  zweiten  Punkt  Wasserturm  dieselbe  Berech- 
nung machen  kann,  ist  nachgewiesen,  auf  welche  Weise  man  zu  den  rechtwinkligen 
O)ordinaten  von  Agidius  und  Wasserturm  gelangt,  nämlich: 
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Fig.  8. 


-1 


hX! 


i  Celle 

f 


W       ^Nord       A'     >^Noril 


Wutsertarm 


Ägidiue   .    . 
Wasserturm 


y'rr  — 28  271,813- 
y  =— 25  538,489« 


a:'  =  — 28  308,894- 
X  =  —  29071,472- 


(17) 


Differenien  y' —  y  = -h   2  266,676  ac'— a;=^-      763,078    ' 
Dadurch  ist  die  Linie  Wasserturm-Ägidius  nach  Entfernung  und  Richtung  fest- 
gelegt im  ehenen  rechtwinkligen  (Soldner  sehen)  C^rdinatensystem : 

%  TTil  =  3.378  7020  TT^  =  s  =  23  91,674-  (18) 

a  =  ( WA)  =  71 «  23'  89,0"        a'  =  (ii  TT)  ±  180*>  =  251  *>  23'  39,0"  (19) 

Andererseits  haben  wir  oben  bei  (14)  gefunden: 

8  =  2391,672-  a  =  71  *>  5'  50,3"  a'  =  71  ^  7'  25,0"  (20) 

Die  Vergleichung  von  (19)  und  (20)  giebt: 

a  —  a  =  17'  48,7"  o*  — «'  =  16'  14,0"  (21) 

Dieses  muss  stimmen  mit  der  Berechnung  von  /  auf  S.  309  fClr  Ägidius  und 
mit  der  entsprechenden  Berechnung  fdr  Wasserturm,  nämlich: 

y  =  — 17'  48,9"  /  =  —  16'  14,3"  (22) 

Dass  hier  zwischen  (20)  und  (22)  noch  Ueine  Differenzen  bis  zu  0,8"  Tor- 
kommen,  hängt  damit  zusammen,  dass  schon  die  Rechnung  von  8.  309  nicht  unbe- 
dingt auf  1—  sicher  ist,  weshalb  auch  (18)  und  (20)  um  2—  differieren. 
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Wenn  man  bedenkt,  daes  bei  solchen  Verh&ltnissen  die  letzten  Stellen  0,001* 
und  0,1"  gar  keinen  inneren  Sinn  mehr  haben,  sondern  nur  als  überschfissige  Eontroll- 
stellen fftr  die  vorhergehenden  0,01*  ond  1"  mitgefOhrt  werden,  so  wird  man  sagen: 
die  Proben  (18)  und  (20),  sowie  (21)  nnd  (22)  stimmen  innerhalb  der  beabsichtigten 
Bechensch&rfe. 


§  57.    Karten  mit  geographischen  Netzllnien. 

Wenn  der  Plan  einer  Stadt  oder  einer  Feldmark  in  rechtwinkligen  sphärischen 
Ooordinaten  bearbeitet  ist,  was  gewohnlich  in  grossem  Massstab  geschieht,  so  dass 
▼iele  Einzelblätter  entstehen,  so  kann  man  daraas  auch  Übersichtskarten  and  topo* 

Flg.  1. 

Stadt  nnd  Feldmark  Linden  b«i  Hannover  mit  Ooordinaten-NetzUnien  nnd  mit  geographieoben 

NetzUnlen.    Maetstab  1  :  87  000. 
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graphische  Karten  kleinen  Massstahes  herstellen,  in  welchen  immer  wieder  das  qua- 
dratische NetB  der  rechtwinkligen  Coordinaten  den  festen  Rahmen  ftir  die  Zeichnung 
nnd  YerrielfUtigüng  hietet. 

Bei  topographischen  Karten  in  1 :  25  000  nnd  wohl  anch  schon  hei  Stadt-Oher- 
Sichtskarten  in  1:5  000  his  1 :  10  000  verlangt  man  aher  wegen  des  Anschlusses  an 
die  allgemeine  LandesTopographie,  nnd  znr  allgemeinen  geographischen  Orientierung» 
die  Einzeichnung  von  Meridianen  und  Parallelkreisen  ftlr  runde  Werte  der  geographi- 
schen L&ngen  und  der  geographischen  Breiten,  oder  kurz,  die  Einzeichnung  von  geo- 
graphischen Netzlinien,  welche  die  Karte  in  geographische  Trapeze  einteilen. 

Die  Bestimmungsstücke  hiefOr  hekommt  man  durch  die  Formeln,  welche  wir 
in  §  55.  entwickelt  und  durch  die  Bechenschemate  S.  308  und  S.  309  erläutert  hahen. 
Insbesondere  das  zweite  Schema  S.  309  wird  hier  gebraucht,  indem  man  für  gegebene 
runde  Werte  der  Längen  und  Breiten  L  und  g)  die  zugehörigen  rechtwinkligen  Co- 
ordinaten y  und  X  berechnet,  und  darnach  die  Trapez-Ecken  in  das  rechtwinklige 
Coordinaten-System  einträgt. 

Als  Beispiel  hiefür  nehmen  wir  die  Karte  der  Stadt  und  Gemarkung  Linden 
bei  HannoTer,  deren  Aufnahme  wir  in  den  Jahren  1887 — 1889  gemacht  haben  (ygl. 
hiezu  n.  Band,  4.  Aufl.  1893,  S.  353). 

Die  rechtwinkligen  Coordinaten  beziehen  sich  auf  das  Preussische  Kataster- 
System  27.  Celle. 

Die  Gemarkung  liegt  etwa  zwischen  den  geographischen  Längen  27^21'  und 
27*^24'  und  zwischen  den  geographischen  Breiten  52®  21'  und  52** 23',  sie  umfasst 
also  6  Minuten -Abteilungen ;  und  wir  haben  für  die  12  Ecken  des  entsprechenden 
Minuten-Netzes  die  rechtwinkligen  Coordinaten  y  und  x  nach  dem  Schema  von  S.  309 
berechnet,  wie  in  folgender  Übersicht  angegeben  ist. 


^  =  270  21' 

A  =  27«»22' 

A  =  27«'28' 

A  =  27»24' 

1l  =  68»28'        i 

1 

f=  — 27136,04" 
«  =  --2«896,«8- 

y  =  -26000^- 
«=-26902.74" 

y  =  —  24  865,68" 
«=-26908,61" 

y  =  - 28731,00- 
«  =  —  26914,22" 

»>  =  52«22' 

y=_27U6,26«» 
«=-28  750,98« 

y  =  -26010.14-« 
«=-28757,00" 

y  =  —  24  875.04" 
«  =  -28  762.96« 

y  =  — 28  789,94" 
«=-28768,56" 

»>  =  ö2»2r 

y=  — 27  166,47«» 
«  =  -80  606,80« 

y= -26019,98" 
«  =  -306ll.45" 

f  =  -24  884.40" 
*  =  — 80617,82" 

y  =  — 28  748,87" 
«  =  -30622,90" 

Man  kann  diese  Coordinaten  in  ihren  Di£Ferenzen  durch  die  Meridianbogen  und 
Parallelbögen  der  Tafeln  auf  Seite  [88]— [41]  unseres  Anhanges  kontrollieren,  i.  B.  in 
dem  Meridian  von  X=  27^21'  haben  wir  aus  dem  yorstehenden : 

(p  =  52«  23'  «  =  —  26  896,63- 

(p  =  52«»  22'  X  =  —  28  750,98- 

gp  =  52*>  21'  a;  =  —  80  605,30" 

Nach  der  Tafel  Seite  [38]  des  Anhangs  ist  zwischen  52«  20'  und  52«  80'  der 
Meridianbogen  =  18  543,748-,  also  für  1  Minute  m  =  1  854,37-  was  mit  den  yor- 
stehenden Werten  J  x  insofern  genügend  stimmt,  als  für  genauere  Rechnung  schärfere 
Interpoktion  in  der  Tafel  Seite  [38]  nötig  w&re,  und  eine  kleine  Abweichung  zwischen 
m  und  Ja?  auch  in  der  Soldner  sehen  Projektion  begründet  ist. 


J  a;  =  1854,35- 
Jä  =  1854,82- 
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Um  auch  die  Ordioaten-Di£ferenz6n  zu  kontrollieren,  konnte  mau  die  L&ngen- 
Grade  der  Tafel  Seite  [36]— [87]  oder  Seite  [41]  des  Anhangs  benütsen,  wobei  aber 
Tiel  zn  interpolieren  w&re;  sicherer  geht  man  zu  Wege  durch  die  anmittelbare  Be- 
rechnung Ton  1  L&ngenminute  nach  §  36.  S.  220,  nftmlich: 

r  —^L^^  —  ßOcos  (p 

wo  logg'  =  3.536  2739  ist,  und  logN  aus  der  Hilfstafel  Seite  [20]  oder  log [2]  auf 

Seite  [33]  des  Anhangs  gefunden  wird,  z.  6.  für  (p  =  52''  23'  findet  man  log  iV=  6.805  5547 

oder  sofort  log  [2]  =  8.508  8704  und  damit  nach  Torstehender  Formel  7  =  1 134,69", 

w&hrend  die  Ordinaten  auf  dem  Parallel  von  qp  =  52^  23'  nach  der  obigen  Tabelle  geben : 

^  =  270  21'  y  = -27 135,04-  .        hq.««.» 

A  =  27022'  y  =  -26000,36"  J!l    mS^ 

X  =  27023'  y  =  -24865,68-  jjl     ^'L 

X  =  27-  24'  y  =  -  23  731,00-  ^  ^  "  "^'^^ 

Diese  J  y  stimmen  hinreichend  mit  dem  vorhin  berechneten  V  =  1134,69-. 

Als  zweites  Beispiel  dieser  Art  nehmen  wir  das  in  Preussen  eingeführte  Qrad- 
netz  für  topographische  Karten. 

Das  Netz  der  Meridiane  und  Parallelkreise  fOr  eine  topographische  Karte  kann 
man  auf  zweierlei  Art  herstellen,  entweder  unmittelbar  durch  Konstruktion  der  Tra- 
peze aus  den  Meridianbogen  und  den  ParaUelbOgen,  oder  durch  Einrechnen  der  Trapez- 
Eckpunkte  in  ein  rechtwinkliges  Coordinatensjstem,  das  man  zu  Katasteryermessungen, 
Stadtvermessungen  und  dergl.  ohnehin  hat 

Wir  wollen  dieses  an  dem  Beispiele  der  zwei  Messtischbl&tter  der  topographi- 
schen Abteilung  der  Landesaufnahme  zeigen,  auf  welche  die  Stadt-  und  Feldmark  von 
HannoTer  mit  Linden  fällt,  wie  in  Fig.  2.  S.  319  gezeichnet  ist. 

Die  zwei  Trapeze  ABCD  und  CDEF  liegen  zwischen  den  Breiten  52<*30', 
52«  24',  52**  18'  und  zwischen  den  L&ngen  27*»  20'  und  27®  30'  und  haben  Seitenlangen, 
welche  in  Tabellen  verfügbar  sind,  auf  Seite  [41]  des  Anhangs,  woraus  wir  entnehmen  : 

()P  =  62«  30*  .1  B  =  1 1  316,99-  .i  r  -  R  7>  -  1 1  1 2ß  Sl"  1 

520 24' CI>=  11342,65-  ^^Z^  Jl        Jll  ^'^ 

52«  18' ^F=  11  368,27-  C^- I>F- H  126.12-  J 

Dazu  auch  die  Flächen: 

ABCD  =  126,0591«»-  und  CDEF  =  126,3423«^ 

Wenn  man  etwa  diese  Masse  nicht  vorrätig  hat,  aber  wenigstens  die  Krümmungs- 
Halbmesser  M  für  den  Meridian  und  N  ftlr  den  Querbogen,  so  kann  man  die  Trapez- 
seiten ebenfalls  berechnen,  z.  B. : 

AB  =  ~lO'co8^  =  ^  (3) 

wobei  M  oder  [1]  zur  Mittelbreite  von  A  und  (7,  und  N  oder  [2]  zu  der  Breite  von 
A  und  B  selbst  gehört. 

Die  Linien  AB,  CD,  EF  sind  streng  genommen  ein  wenig  gekrümmt  zu 
zeichnen,  doch  macht  das  im  Massstab  1 :  25  000  für  die  preussischen  Messtischbl&tter 


Digitized  by 


Google 


§  57. 


Karten  mit  geographischen  Netzlinien. 

Flg.  2. 


819 


X»- 

10000 

A 

<P-52'30' 

B 

"b 

CM 

o 

CM 
II 

'o 

o 

IN. 

CM 
II 

X«- 

20000 

^ 

C 

B^J,^^S2•2'^^ 

^^ 

D 

/        — - 

In 

psr. 

KjL                  ^ 

-7 

so^ooTS^^    / 

/ 

X«- 

f 

"^         ^^ 

o 

CM 
o 
K 
CM 

% 

O 

e 

{^ 

y 

Q 

<p=52'18' 

F 

s 

o 
in 

1 
1 

X- 

-40  000 

o 

s 

o 

CM 

1 
11 

1:200000 

1          1           1          1           1            1           1           i           1 

10  00 

0 

5000  "• 

0» 

Digitized  by 


Google 


820 


Karten  mit  geographischen  Netzlinien. 


57. 


so  wenig  ans,  n&mlich  höchstens  0,1""  als  Qnerahweichnng  in  der  Mitte  zwischen  dem 
Bogen  A  B  nnd  der  Sehne  A  B^  dass  es  nehen  der  Unsicherheit  des  Papiereinganges 
n.  s.  w.  Temachlftssigt  werden  kann.    Wir  werden  dieses  später  behandeln. 

Jedenfalls  kann  man  mit  den  bei  (1)  angegebenen  Trapezseiten  die  Trapeze 
scharf  aoffcragen  nnd  dann  versieht  man  noch  die  obere  nnd  nntere  Seite  jedes  Tra- 
pezes mit  einer  gleichförmigen  Teilung  von  lO'  =  600^',  ebenso  die  linke  nnd  rechte 
Seite  mit  einer  Teilung  von  6'  =  360^',  worauf  man  jeden  Punkt  scharf  in  das  Blatt 
eintragen  kann,  dessen  geographische  Coordinaten  vorhanden  sind. 

So  kann  man  z.  B.  die  6  Hauptpunkte  von  Hannover,  welche  in  Fig.  2.  ein- 
gezeichnet sind,  eintragen  nach  den  geographischen  Coordinaten,  welche  wir  früher 
mitgeteilt  haben  in  .Handb.  d.  Yerm.*  I.  Band,  4.  Aufl.,  1895,  S.  324. 

Dieses  ist  das  Verfahren  der  topographischen  Abteilung  der  prenssischen  Landes- 
aufnahme. 

Ein  zweites  Yerfahren  bietet  sich  dar,  wenn  man  Aber  eine  Aufoahme  in  recht- 
winkligen Coordinaten  verfügt,  etwa  in  einem  der  40  prenssischen  Katastersysteme, 
wie  wir  an  dem  Beispiele  von  Hannover  zeigen  wollen,  unter  Zugrundlegung  des  vor- 
geschriebenen Coordinatensystems  mit  dem  Nullpunkt  Celle. 

Es  handelt  sich  darum,  die  rechtwinkligen  Coordinaten  x,  y  zu  berechnen  für 
diejenigen  Punkte  A,  B».,,  welche  als  Eckpunkte  der  geographischen  Trapeze  auftreten. 

Man  kann  sich  dazu  der  Rechnung  nach  dem  Schema  von  §  55.  S.  809  be- 
dienen. Wir  haben  etwas  schärfer  nach  anderer  Formel  gerechnet,  die  erst  später 
mitgeteilt  werden  kann.  Jedenfalls  muss  auch  die  Rechnung  nach  dem  Schema  von 
S.  309  auf  1"*  genau  Folgendes  geben: 

y  ^ 

(N.W.)  —28195,138" 
(N.O.)    —16878,268 

—  28259,063 

-  16916,537 
28322,905 

— 16954,754 


Eckpunkt  A 
.        B 


C 
D 
E 

F 


(W.) 

(0.) 

(S.W.) 

(S.O.) 


— 13909,649- 
- 13961,659 

—  25035,885 

—  26087,943 

—  36161,934 

—  36214,040 


(4) 


Mit  diesen  rechtwinkligen  Coordinaten  trägt  man  die  Trapez-Eckpunkte  in 
das  rechtwinklige  (^rdinatennetz  ebenso  ein  wie  alle  anderen  Punkte  der  Vermessung, 
und  die  Trapeze  ergeben  sich  dann  ganz  von  selbst,  allerdings  mit  ganz  kleinen  Än- 
derungen, welche  von  der  Projektionsverzerrung  herrühren.  Folgendes  ist  die  Berech- 
nung der  Trapezseiten  aus  den  Coordinaten: 


(5) 


Dann  ist  die  Yergleichung  zwischen  den  wahren  Seiten  nach  (1)  und  deren 
Projektionen  in  (5): 


Seite 

Jy 

dx 

y  Jy^-^Ax^ 

AB 

11316,865- 

52,010 

11316,985- 

CD 

11342,526 

52,068 

11342,645 

EF 

11368,151 

52,106 

11368,270 

AC 

63,930 

11126,236 

11126.420 

CE 

63,842 

11126,049 

11126,232 

BD 

38,269 

11126,284 

11126,350 

DF 

38,217 

11126,097 

11126,163 
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AB 

11316,99« 

11186,99- 

0,0- 

CD 

11342,65 

11142,65 

0,0 

EF 

11368,27 

11368,27 

0,0 

AG 

11126,31 

11126,42 

-♦-0,11 

CE 

11126,12 

11126,23 

H-0,11 

BD 

11126,31 

11126,35 

-1-0,04 

DF 

11126.12 

11126,16 

-+-0,04 
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Trapezseite  wahr  Projektion  Differenz 


(6) 


Die  Sfid-  und  Nord-Seiten  werden  in  der  Projektion  richtig  dargestellt,  wie  es 
sein  mnss,  dagegen  die  West-  und  Ost-Seiten  sind  in  der  Projektion  zu  gross  um 
0,11-  und  um  0,04-,  was  von  der  Projektionsyerzerrung  herrührt,  nämlich: 

Hit  y  =  28200  und  y  =  16900,  und  Zo^r  =  6.8040  giebt  dieses  gerade  die 
oben  bei  (6)  erhaltenen  Abweichungen  0,11-  und  0,04-,  womit  alles  rechnerisch 
sichergestellt  ist. 

Die  Projektionsverzerrungen,  welche  nach  (6)  höchstens  1 :  100  000  betragen, 
sind  in  der  topographischen  Eartenzeichnung  ganz  unmerklich,  es  sind  dieselben, 
welche  auch  in  der  viel  feineren  Eatasterzeichnung  schon  Temachl&ssigt  werden. 

Wenn  man  den  Trapezrahmen  nach  den  rechtwinkligen  Coordinaten  (4)  auf- 
getragen hat,  bekommt  man  also  innerhalb  der  ftussersten  Zeichensch&rfe  Ton  0,05— 
genau  dasselbe  wie  bei  der  Behandlung  mit  den  unmittelbaren  Trapezseiten  von  (1), 
und  im  fibrigen  giebt  sich  auch  die  Yergleichung  der  beiden  Verfahrungsarten  aus 
dem  bisherigen  leicht: 

L  Auftragen  des  Trapezes  nach  den  Massen  (1)  giebt  einen  Bahmen  ffir  geo- 
graphische Coordinaten. 

n.  Auftragen  des  Trapezes  in  dem  Rahmen  eines  rechtwinkligen  (Kataster-) 
Systemes  giebt  die  Möglichkeit,  alle  Kataster-  oder  Stadtvermessungs- Coordinaten 
(z.  B.  die  114  Punkte  in  unserem  I.  Bande,  «Handb.  d.  Yerm.  4.  Aufl.  1895',  S.  400 
bis  401)  unmittelbar  auch  in  die  topographische  Karte  zu  übertragen,  oder  kurz  alles 
Kataster-  und  Stadtvermessungs-Material  in  seinem  eigenen  Coordinatensystem  auch 
für  die  Topographie  lediglich  durch  geometrische  Verkleinerung  zu  Terwerten. 

Ausser  den  6  Eckpunkten  von  Fig.  2.  haben  wir  auch  noch  drei  andere  Trapez- 
ecken nach  Coordinaten  berechnet,  wie  schon  im  I.  Bande,  4.  Aufl.  1895,  S.  407  zu 
dem  Netzbild  S.  411  jenes  Bandes  angegeben  wurde,  nämlich,  mit  Wiederholung 
von  N  W: 

Katastersystem  Celle 
i  =  27°  20'  ,  (p  =  52°  30'  y  =  —  28195,18-         o;  =  — 13909,65-  ] 

27   40  52   30  —   5561,31  —13987,55    I 

27   20  52    12  —28386,66  —47287.79    |   ^^ 

27   40  52   12  —   6599,09  —47365,11    ) 

Wenn  man  trigonometrische  Kataster-Aufiiahmen  zur  Topographie  benützen 
will,  so  ist  es  das  erste,  die  geographischen  Netzlinien  in  solcher  Weise  einzu- 
rechnen, nicht  bloss  die  eigentlichen  Trapez-Ecken  der  topographischen   Abteilung 

Jordan,  Handb.  d.  Yermesanngskonde.    4.  Aufl.    III.  Bd.  21 
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der  Landesanfnahme,  sondern  wie  wir  es  bei  Linden  gethan  haben,  enger,  etwa  Ton 
Minute  zu  Minute. 

Wenn  die  Flurkarten  gar  nicht  mathematisch  orientiert  sind,  (wie  z.  B.  in 
einem  grossen  Teile  der  Provinz  Hannover),  ist  es  immer  noch  rationeller,  durch  einige 
rasch  und  rauh  eingemessene  und  eingerechnete  Bflckwftrtsschnitte  zuvor  das  x  y-Bjstem 
in  die  Flurkarten  hinein  zu  interpolieren,  und  dann  nach  der  vorher  genannten  Me- 
thode zu  verfahren,  als  sich  nur  auf  das  empirische  Zusammenstimmen  nach  Weg- 
ecken u.  8.  w.  auf  dem  Messtische  zu  verlassen. 


§  58.    Geographische  Coordinaten  g),  X  und  konforme  recht- 
winklige Coordlnaten  x  Y. 

Zwischen  den  kongruenten  Coordinaten  o;,  y  und  den  konformen  Coordinaten  x,  Y 
bestehen  nach  §  50.  die  einfachen  Beziehungen: 


x  =  X 


78 


(1) 


Wenn  man  daher  (p  und  X  in  a;  und  y  umwandeln  kann  und  umgekehrt,  so 
hat  man  auch  (p  und  X  als  Funktion  von  x  und  Y  und  umgekehrt ;  sei  es,  dass  man 
nur  die  y  und  Y  vermöge  (1)  zahlenm&ssig  verwandelt,  etwa  mit  einer  Hilfstafel 
S.  [45]  des  Anhangs,  oder  auch  indem  man  die  Einsetzung  von  Y  statt  y  analytisch 
durchfahrt 

Wir  wollen  dieses  thun  und  dazu  die  Formeln  von  §  55.  nochmals  hersetzen, 
aber  um  den  Coordinaten-Nullpunkt  ganz  aus  dem  Spiele  zu  lassen  mit  der  Annahme, 
dass  die  Abscissen  x  stets  vom  Äquator  an  gezählt  werden.  Bezeichnet  man  dann 
mit  B  den  Meridianbogen  vom  Äquator  bis  zur  Breite  (p  und  mit  x  den  Meridian- 
bogen vom  Äquator  bis  zur  Fusspunktsbreite  (pi,  so  hat  man  aus  §  55.  folgende 
Formeln  (S.  304): 


Qy     __  gy^  sitfi  (pi 
3  iVi»  cosß  <pi 


X  = 


Ni  cos  (pi 

und  die  Umkehrung  (S.  307  und  S.  305): 

x  =  B  -\-  ^— g-  stnqfcosq) 


2  Umg^  q>i) 


ä) 


NX 
y  =  —  cos  q>  • 
Q 


NX^  .  , 

■~Q^8lfl^(pC08(f 
X8 


y  =  Xsinqf-^-  ^—^  sin  qt  cos'^  q> 


(2) 
(3) 
(4) 

(5) 
(6) 
(7) 


Wenn  man  hier  y  dnich  T  nach  (1)  ersetzt,  so  ^ebt  das  bei  (2)  keine  Inderong 
innerhalb  der  hier  eingehaltenen  OrOssenordnong,  und  bei  (3)  and  (4)  gestaltet  sich 
die  ümformang  leicht,  so  dass  man  im  ganzen  hat: 
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I 


<P  =  <Pi--|jV^'^l**«W5f<pi 


-.    qy 


^i  cos  q>i 


Q  r» 


QNi^cosapi 
Q  T^  tangq>i 


(lH-2towp«<Pi) 


(8) 


(9) 


(10) 


Si^i»  cos«  (jp, 

Bei  der  Umwandlung  der  zweiten  Gmppe  (5) — (7)  bleibt  auch  wieder  x  und 
ausserdem  y  nnverändert»  und  bei  (6)  yerf&hrt  man  in  üblicher  Weise  genähert,  wo- 
durch man  rasch  erh&lt: 


x  =  B  H- o—g  «wi  <p  00»  go 


r= C08  CD 

Q  ^ 


6^ 


eo8  go  CO«  2  qo 


X8 


(11) 
(12) 
(13) 


Diese  Formeln  (8)— (10)  und  (11) — (18)  stimmen  in  erster  N&herang  überein 
mit  den  Gauss  sehen  Formeln  nach  Wittstein  und  Schreiber;  die  letzteren  genaueren 
Formeln  haben  noch  höhere  Glieder,  welche  wir  erst  in  einem  späteren  Kapitel 
finden  werden. 

Es  ist  in  dem  Gange  der  Rechnung  begründet,  dass  bei  X  und  /  alles  in  der 
Fusspunktsbreite  qpi  ausgedrückt  ist  und  bei  y  und  y  alles  in  der  Breite  (p  des 
Punktes  selbst;  aber  wenn  mit  q)  begonnen  wird,  kann  man  es  auch  zu  A  und  /  be- 
nützen, und  andererseits,  wenn  x  —  B  berechnet  ist,  hat  man  auch  qp],  und  deshalb 
mOgen  zur  Eontrolle  auch  noch  folgende  Formel-Gruppen  erwünscht  sein,  zuerst  zu 
der  Gruppe  (8)— (10): 


I 


9  =  <Pi-|jy^^i**a^9i 


A  = 


«._!. 


^1    008  (p 


Q  Y^eo82q) 
~6~N^  cos^  qp 


p    —^  g7^  sinw 


und  andererseits  zu  der  Gruppe  (11) — (18): 


I 


x  =  B  -+- 


^8tn(peo8(p 


9>i  =  9H- 


F»A2 


2g 


■  8tnqiC08<p 


NX  N  X^ 

r=  —  CO»  gp, -h -^  C0«8  g,i  (1  +  2  tofip«  cpi) 

X  X8 

y=— mgpi  — g-^«ng)iCO««g)i 


(H) 
(15) 
(16) 

(17) 

(18) 
(19) 


Nach  den  yorstehenden  Formeln  (11)  und  (12)  bezw.  (17)  und  (18)  haben  wir 
für  die  Übungsmessungen  in  der  Gegend  von  Hannover  und  namentlich  Hildesheim, 
Salzdetfurt,  ein  Coordinatensystem  angelegt,  dessen  x-Axe  der  28^  Längengrad  ist, 
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mit  Z&hlung  der  x  Tom  Äquator  der  Erde  an,  aber  mit  Abkürzung  nm  rund  5000000". 
Die  Längen  X  stehen  daher  zu  den  Längen  L  der  Landesaufnahme  in  der  Beziehung 

Wir  wollen  die  Rechnung  ffir  einen  Punkt  nach  den  Formeln  (11)  und  (12) 
hier  hersetzen: 

igidius  L  =  27«  24'  24,6290"  (jp  =  52«>  22'  14,9611" 

Xo  =  28«>  <po  =  52«  20' 

X  =  —  0«  85'  35,8710^^         J<3P  =  +     2' 14,9611" 
X=—      2135,.S710"  d(p=  184,9611" 

Aus  dem  Anhang  Seite  [33]  entnimmt  man  fOr  gt)  =  52«  22'  15"  den  Wert 
log[^]  =  log(Q:N)  =  8.5088707,  und  fttr  die  Mittelbreite  52«  21' 7"  den  Wert 
%[1]  =  8.509  9585, 

aus  Seite  [38]  für  qp  =  52«  22' Bo  =  b  799836,593 

logarithmisch  auszurechnen  z/  qp :  [1]  .    .    .         =        4  171,095 
X^  aincpcoaqf  _ 

•  *  2^        [2]  •  ~ 


165,598 


Z  =  5  804 173,286 
Weiter  wird  logarithmisch  ausgerechnet  nach  der  Formel  (12): 
NXcosqi  _Xco8q^  _ 


(20) 


—  40394,557- 
-+-  0,184« 


konform   T  =  —  403  94,373- 
Konforme  Coordinaten  Y  und  x  in  dem  System  mit  L  =  28^  und  cp  =  0« 


(21) 


Ägldlus 

Wasserturm     .... 

Wehrstedt,  Klrohtnrm 
Sauberg,  Pyramide 
Dekfnrtb,  Kirchturm  . 
WesselD,  Pyramide  . 
Wesseln,  Kiroiiturm  . 
Gross-Düngen,  Pjrr.  . 
Oross-Düngen,  Klroht. 
Klein-Düngen,  Pyr.  . 
Helnde,  Pyramide  .  . 
Heinde,  Kirchturm 
Lechstedt,  Kirchturm . 
Brelnum,  Pyramide  . 
Almstedt,  Pyramide  . 
Weifenhöbe,  Pyramide 
Hammberg,  Pyramide . 
Eggenstedt,  Kirehturm 
Bodenburg,  Schlosst. . 


27»  24' 24,6290' 
27  22  26,0168 


27  40 
27  42 
27  41 
27  48 
27  48 
27  41 
27  41 
27  42 
27  48 
27  42 
27  41 
27   88 

I  27  37 
27  89 
27  88 

I  27  89 
27   40 


45,8901 
80.8589 
16,76 
56^89 

0,87 

4,4876 
15,03 
44,6860 
84,8237 
24,25 


41.4808 

48,8101 

35.04 

58,8854 

42,7418 

83.2205 


52»  22'  14,961 1"   —  40  394.87« 
52  21  49,9080  ,   —42668,69 


2  40.8138 
8  81,0969 
4  29,21 

4  87.5592 

5  4,64 

5  8,8156 

6  46,58 

5  22,8490 

6  40,5926 
6  2,78 

6  54,7459 
2  89,6577 
8  47,2945 
4  1,98 
4  44,5595 
6  11,6524 
1  41.2544 


-  21 992,64 
- 19  995,69 
-21  390,13 
-18846,82 
-20  554.95 

-  21  619,28 

-  21  412,60 

-  19  708,97 
- 18  745,39 
-80  093,05 

-  20  940,68 

-  24  363.44 

-  26  461.30 
-28330,98 
-24028,68 
-28165,55 
-22242,21 


5  000  000«» 
-1-804173,29 
+  803418,07 

+  767  758,55 
+  769  814.59 
+  771  116.36 
-I-  771  362.23 
-1-772207,79 
-[-  772  34U6 
-f-  773  505,02 
-h  772  767,11 
4-  775  166,06 
-h  774  002.68 
-1-776  612.21 
+  767  744,80 
-f-  769  840.10 
4-  770  288.52 
-1-771602,73 
-1-774290,28 
-1-765929.45 


126,87«»  Kn. 

111.96  a 

148,98  Kn. 

317,19  Pf. 

123,40  ünt. 

293.27  Pf. 
111,50  Kn. 
196.01  Pt 
121,84  Kn. 
142,86  Pt 

146.97  Pf. 

168,04  Kn. 

228,00  Pt 

859,15  Pt 

292,54  Ob. 

306,83  Pt 

117.28  Kn. 
186,91  Kn. 
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Bei  den  HOhenangaben  bedeutet  En.  =  Enopfmitte,  B.  =  Band  des  Tunnes, 
Pf.  =  Pfeileroberfläche  (=  Oberfläche  des  trigonometrischen  Signalsteins),  ünt  =  Un- 
terer Dachrand,  Ob.  =  Oberer  Band  =  höchster  Punkt. 

Die  Coordinatenrechnnng  ist  nur  auf  Centimeter  geführt,  also  mit  +  0,01",  was 
fftr  den  yorliegenden  Zweck  genflgte. 

Bechnet  man  zur  Eontrolle  von  (21)  auch  noch  nach  den  Formeln  (17)  und  (18),  so 
findet  man  cpi  =  52«  22'  20,3192"  und  dann  r=  —  403  93,196  — 1,174  =  —  403  94,370«, 
was  mit  dem  früheren  (21)  hinreichend  stimmt 

Dieses  ist  konformes  F,  und  wenn  man  kongruentes  y  haben  will,  so  hat  man 

ys 

noch  zu  rechnen  ^-^  =  0,270*,  was  zu  dem  Vorigen  giebt  kongruent  y  =  —  403  94,100*. 

Also  in  Zusammenfassung,  zugleich  für  Wasserturm: 

kongruent  y  konform  Y        X  —  5000  000  =  o? 

igidius  —  40394,10"        —  40394,37«  +  804173,29- 

Wasserturm     -42663,42  —42663,69  -+-803418,07 

Diese  Y  und  x  sind  in  der  Tabelle  S.  324  eingesetzt. 

Auf  beschränktem  Gebiete  kann  man  die  x  noch  weiter  kürzen,  etwa  durch 
konstantes  Weglassen  Ton  700  000*. 

§  59.    Die  rechtwlnkllgeii  Coordlnaten-Systeme  des 
Deutschen  Reiches. 

Eine  Übersicht  der  Deutschen  rechtwinkligen  Coordinaten-Systeme,  welche  zu* 
gleich  ein  gutes  Stück  Geschichte  der  Deutschen  Vermessungen  überhaupt  Tor  Augen 
führt,  haben  wir  in  Fig.  1.  S.  326  gebildet. 

Im  Folgenden  haben  wir  die  aus  verschiedenen  Quellen  gesammelten  geschicht- 
lichen Angaben  über  die  verschiedenen  Landes-  und  Provinzial-Coordinaten-Sjsteme 
zosanmiengestellt,  obgleich  unsere  Tbeorieen  teilweise  noch  nicht  soweit  gediehen  sind, 
um  alles  im  Einzelnen  zu  verstehen.  In  einem  späteren  Kapitel  wird  weiter  darüber 
211  handeln  sein,  inzwischen  genügt  die  Kenntnis  der  rechtwinkligen  kongruenten 
(Soldner  sehen)  Coordinaten  (§  46.)  und  der  rechtwinkligen  konformen  Coordinaten 
(§  50.)  zum  allgemeinen  Verständnis,  jedenfalls  in  geschichtlicher  Beziehung. 

Es  ist  hier  auch  nochmals  an  die  geschichtlichen  Abrisse  zu  erinnern,  die  wir 
schon  im  I.  Bande,  4.  Aufl.  1895,  S.  479—551  gegeben  haben.  Auch  sind  die  ge- 
schichtlichen Abschnitte  in  Jordan-Steppes,  ,  Deutsches  Vermessungswesen,  188 1*',  zu- 
zuziehen. 

Über  die  rechtwinkligen  geodätischen  Coordinaten  im  Allgemeinen  ist  voraus- 
zuschicken, dass  dieselben  ohne  Zweifel  franzosischen  Ursprungs  sind,  sie  wurden 
schon  1734  von  Cassini  angewendet,  zuerst  wohl  lediglich  als  zusanmiengesetzte  recht- 
winklige ebene  Coordinaten  und  schrittweise  auf  kurze  Entfernungen  geradezu  in  der 
Form  von  ebenen  Coordinaten  behandelt,  und  Clairaut  erkannte  darin  den  unwill- 
kürlich betretenen  Weg  zur  geodätischen  Linie  (Helmert,  höhere  Geodäsie  I,  S.  240). 

Soldner  hat  in  der  monatlichen  Korrespondenz  zur  Beförderung  der  Erd-  und 
Himmelskunde  11.  Band  1805,  S.  7—23  eine  Abhandlung  über  die  kürzeste  Linie 
auf  dem  Sphäroide  geschrieben,  in  welcher  er  auf  S.  15 — 17  auch  auf  die  recht- 
winkligen Coordinaten  kommt,  und  als  ^gewöhnliche  Methode  den  Perpendikel  und 
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Ahstand  zu  finden',  die  ebene  fiechnnng  mit  asina  und  acosa  anführt,  so  dass 
also  anzunehmen  ist,  dass  Soldners  spätere  Behandlung  der  Sache  in  Bayern  sich 
hieraus  entwickelt  hat. 

Fig.  1. 
Die  rechtwinkligen  Goordinaten-Systeme  des  Denteohen  Beicht. 


Bayern. 

Das  Bayerische  Coordinaten-System  wurde  im  Jahr  1810  Ton  Soldner  angelegt, 
mit  der  Mitte  des  nordlichen  Frauenturms  in  Mflnchen  als  Coordinaten-Ursprung,  und 
dem  Meridian  dieses  Punktes  als  Absdssen-Axe.  Weiteres  hierüber  giebt  das  amt- 
liche Werk:  ,Die  Bayerische  Landesrermessung  in  ihrer  wissenschaftlichen  Grunde 
läge,  München  1873«,  S.  258. 

Dieses  System  gilt  nur  für  das  eigentliche  rechtsrheinische  Bayern;  für  die 
bayerische  Pfalz  gilt  derselbe  Nullpunkt  Mannheim  wie  für  Baden. 

Die  eine  Bayerische  Meridian-;c-Aze,  welche  durch  den  Münchener  Frauentnrm 
geht,  war  zur  Zeit  der  Anlage  dieses  Systems,  da  es  sich  nur  um  Messtisch-Aufhahmen 
in  1 :  5000  handelte,  genügend,  und  für  die  Übersichtlichkeit  des  ganzen  nützlich. 
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Die  grOssten  Ordinaten  dieses  Systems  sind  estlich  bei  Passau  y  =  56  000 
Ruten  =  163*"  nnd  nordwestlich  bei  Aschaffenburg  y  =  64  000  Ruten  =  187**,   was 

1/2 

eine  Verzerrung  ^  =  0,00043  oder  0,43*  auf  1**  giebt.    Da  diese  Verzerrung  in 

der  Kleinmessung  Schwierigkeiten  bereitet,  hat  man  sich  bis  jetzt  geholfen  durch 
Einf&hrung  von  Lokal-Systemen  mit  schiefen  as-Axen,  d.  h.  mit  solchen  Axen,  welche 
gegen  den  Meridian  des  Nullpunkts  um  die  Meridian-Konvergenz  verdreht  sind. 

Yergl.  hierzu:  «Technlsolie  Anleitung  zu  den  trigonometrischen  Netz-  und  Coordinaten- 
Bechnnngen  von  Dr.  J.  H.  Franke,  München  1889*,  8. 14  und  8.  99.  Femer  .Transformation  reohtw.- 
sphftr.  Ooordlnaten,  Astr.  Nachr.,  126.  Band  1890*,  8.  365,  System  I,  und  «Korrespondenz-Blatt  des 
bayerischen  Geometer-Verelns»  Band  IX,  München  Februar  1894*,  Nr.  1.,  .Betrachtungen  über  das 
Coordlnaten-  und  Blatt-System  der  bayerischen  Landesvermessung  von  Dr.  J.  H.  Franke*,  8.  1—21. 

Da  Bayern  durch  den  Übergang  von  der  Messtischzeichnung  zu  der  trigono- 
metrischen Rechnung  jetzt  Veranlassung  hat,  zwei  neue  Axen  westlich  und  Ostlich 
von  München  anzulegen,  so  wäre  das  die  beste,  vielleicht  in  100  Jahren  nicht  so 
schon  wiederkehrende  Gelegenheit,  unbeschadet  der  alten  Messtischeinteilung,  die 
neuen  Axen  meridional  und  mit  konformen  Ooordinaten  anzulegen. 

Württembepg. 

Die  Sternwarte  von  Tfibingen  als  Ursprung  eines  rechtwinkligen  Ck>ordinaten- 
Systems,  und  der  Meridian  von  Tübingen,  als  a^Axe,  wurde  von  Bohnenberger  schon 
im  vorigen  Jahrhundert  für  seine  Karte  von  Schwaben  angenommen,  das  dabei  orien- 
tierende Azimut  Tflbingen-Eombühl  wurde  schon  1792  gemessen,  und  auch  bis  heute 
beibehalten,  obgleich  die  Messung  von  1819  eine  Änderung  um  15"  ergab,  so  dass 
also  das  heutige  Württembergische  System  um  15''  gegen  den  Meridian  von  Tübingen 
verdreht  ist. 

Am  Anfang  dieses  Jahrhunderts  rechnete  Bohnenberger  in  Württemberg  recht- 
winklige geodätische  Ooordinaten  schrittweise  wie  eben,  was  bei  der  damaligen  Ge- 
nauigkeit der  Messungen  auf  Minuten  genügte.  Bohnenberger  hat  aber  auch  alsbald 
die  wichtigste  Aufgabe,  welche  sich  hieran  anschliesst,  meisterhaft  gelöst,  n&mlicb 
die  Umformung  zwischen  rechtwinkligen  und  geographischen  Ooordinaten  und  um- 
gekehrt. 

In  dieser  Sache  scheint  uns  Bohnenberger  s  Verdienst  hoher  zu  stehen  als 
Soldners;  die  wenigen  sin-  und  cos-£ntwicklungen  Soldners  waren  viel  leichter  als 
die  Formeln  zwischen  x,  y  und  %  X,  welche  Bohnenberger  im  Jahre  1802  veröffent- 
licht und  schon  vor  100  Jahren  angewendet  hat,  mindestens  ebenso  gut  und  teil- 
weise besser  als  heute  1896  geschieht;  und  das  System  im  Ganzen,  mit  rechtwinkligen 
%md  geographischen  Ooordinaten  hat  Bohnenberger  schon  vor  Soldner  gehabt,  er 
berichtet  1826  in  seiner  Schrift  De  computandis  dimensionibus  etc.  §  16.  über  seine 
Formeln  fflr  rechtwinklige  Ooordinaten:  ,conveniunt  cum  üs,  quibus  usus  est  ceL 
Soldner  in  computandis  dimensionibus  havaricis**. 

Alles,  was  wir  hierfiber  Geschichtliches  finden  konnten,  haben  wir  gesammelt 
und  veröffentlicht  in  Jordan-Steppes,  «Deutsches  Vermessungswesen,  1882',  I.  S.  244 
bis  259. 

Baden. 

Die  topographische  Vermessung  des  Grossherzogtums  Baden  wurde  schon 
Mhe  auf  ein  rechtwinkliges   Ooordinaten- System  bezogen,   mit  der  Sternwarte  in 


Digitized  by 


Google 


328  Die  rechtwinkligen  CoordinatenSysteme  des  Deutschen  Reiches.  §  59. 

Mannheim  als  Nullpunkt  und  mit  dem  Meridian  von  Mannheim  als  x-Atb,  Das  zur 
Orientierung  dienende  Azimut  Mannheim-Speyer  (vgl.  §  47.  8.  264)  ist  schon  im 
Jahre  1820  von  Nicolai  gemessen  worden.  Die  Coordinaten  waren  frfther  als  ehen 
berechnet;  das  heutige  sphärische  rechtwinklige  System  der  badischen  Katasterver- 
messung  stammt  etwa  aus  der  Zeit  von  1840;  dasselbe  wurde  von  dem  Obergeometer 
Bheiner  eingeführt. 

Hessen-Darmstardt. 

In  dem  «Gesetz,  die  Vollendung  des  Immobiliar-Eatasters  betreffend'  und 
Instruktion  Tom  30.  Juni  1824,  wird  in  Art.  3.  bestimmt:  «Sphftroidische  Coordinaten, 
der  Meridian  von  Darmstadt  soll  hiebei  als  Hauptaxe  angenommen  werden*.  Über 
einige  Eigentflmlichkeiten  der  Hessischen  rechtwinkligen  Coordinaten  haben  wir  in 
Jordan- Steppes,  ,  Deutsches  Yermessungswesen*,  8.  289,  berichtet. 

Hannover. 

Ffir  die  Hannover  sehe  Landesvermessung  hat  Gauss  schon  frühzeitig  ein  recht- 
winkliges spbäroidisches  konformes  Coordinaten-System  mit  dem  Ursprung  Gcttingen 
und  dem  Meridian  von  Gottingen  als  o^Axe  angeordnet,  dessen  Theorie  wir  in  erster 
Näherung  in  §  50.  u.  §  58.  behandelt  haben.  Die  vollständige  Theorie  dieses  klassi- 
schen Coordinatensystems  können  wir  erst  in  einem  späteren  Kapitel  bringen. 

Zur  Geschichte  dieser  Coordinaten  entlehnen  wir  aus  dem  Berichte  von  Gäde 
in  der  »Zeitschr.  f.  Verm.  1885»,  8.  113,  145,  161,  177,  193,  225  Folgendes: 

Im  AnachlusB  an  die  dftnlf  che  Ondmessang,  welche  1816  von  Schmuftober  begonnen  wnrde, 
fährte  Ganss  die  geod&Uechen  Messangen  des  Ondbogena  zwischen  Götüngen  und  Altona  in  den 
Jahren  1821—1828  ans  (Netzbild  hlezn  glebt  unser  I.  Band,  4.  AniL  1895,  S.  493). 

Eine  weitere  Ansdehnung  gegen  Westen  zum  Zweck  eines  neuen  Anschlusses,  der  Ursprung- 
lieh  nicht  projektiert  war,  erfuhren  die  Gauss  sehen  Dreiecke  1824  und  1825.  Dabei  wurden  ausser 
dem  wissenschaftliehen  Interesse  der  Gradmessung  sehr  flrühe  auch  die  Zwecke  der  Landesver- 
messung ins  Auge  gefasst  ,Es  ist  Jetzt  allgemein  anerkannt,  dass  eine  genaue  Landesvennessung 
ohne  eine  gehörige  Triangulierung  unmöglich  ist"  (Gauss  1824).  Im  Jahre  1823  hat  Gauss  eigens 
auf  dem  Ägidlusturm  in  Hannover,  der  nicht  zu  den  Gradmessungspunkten  gehörte,  Winkelmeae- 
ungen  zu  topographischen  Aufnahmen  angestellt.  Aus  solchen  Nebenmessungen  erzielte  Gauss 
1821—1825  über  400  gut  bestimmte  Punkte,  im  ganzen  wurden  es  2600.  Diese  Punkte  wurden  nach 
Coordinaten  berechnet  und  auf  die  Messtische  aufgetragen.  «Die  Angabe  der  Lage  von  einem 
beliebigen  Anfangspunkt  (der  Göttinger  Sternwarte)  bis  auf  wenige  Fuee  genau,  muss  als  die  Haupt- 
ausbeute betrachtet  werden.* 

Am  25.  M&rz  1828  wurde  die  Ausdehnung  der  Triangulierung  über  das  ganze  Königreich 
befohlen,  sie  fand  ihren  Abschluss  1844.  (Das  Netzbild  der  Hauptdreiecke  mit  89  Punkten  im  Mass- 
stab 1 : 1 000  000  ist  enthalten  in  «Papens  Geogr.  Karte  des  Königreichs  Hannover  und  Herzogtums 
Braunschwelg".) 

Im  Jahre  1830  schrieb  Gauss:  .Sp&terhin  könnte  es  geraten  sein,  das  Verzeichnis  von 
2600  Punkten  durch  den  Druck  zu  veröffentlichen,  ffir  den  Augenblick  noch  nicht,  erstlich  weil 
eine  wissenschaftliche  Entwicklung  der  Zahlen  nur  in  Verbindung  mit  der  Entwicklung  der  mir 
eigentümlichen  mathematischen  Theorieen  gegeben  werden  kann,  welche  ich  In  etwa  3 — i  Abhand- 
lungen zu  liefern  beabsichUge.**  (Davon  sind  nur  die  .Untersuchungen  über  Gegenstinde  der  höheren 
Geod&sie*  1845  und  1846  erschienen.)  Der  Abschluss  der  rechnerischen  Bearbeitung  der  Landes- 
vermessung hat  sich  bis  1848  verzögert.  Im  Jahre  1859,  4  Jahre  nach  Gauss'  Tode,  wünschte  das 
Ministerium  die  Herausgabe  durch  den  Druck,  den  aber  der  Generalstab  ablehnte,  .weil  die  Coor- 
dinaten nicht  nur  einen  ausserordentlich  relativen  Wert  haben  und  viele  derselben  unzuverlissig 
und  gar  falsch  sind ;  von  solchen  müsste  daa  Verzeichnis  zuvor  gesäubert  werden*. 

Die  Theorte  dieser  Coordinaten  ist  der  Wissenschaft  gerettet  worden  in  dem  Werke :  «Theorie 
der  Projektionsmethode  der  Hannoverschen  Landesvermessung  von  Oekar  Schreiber ^  Hauptaiann 
im  Königl.  Hannov.  1.  Jäger-Bataillon  Hannover,  Hahn  sehe  Hofbuchhandlung  1866*". 
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Die  Vorrede  dieses  Werkes  von  Wlttsteln  (Msi  1866)  sagt:  Selbst  in  Hsimoyer,  wo  auf 
Grandlsge  der  Oaass  sehen  Projektion  fortwährend  topographische  Aiiftiahmen  stattgefunden  haben, 
war  die  Kenntnis  der  Fundamente  dieser  Projektion  so  gut  wie  verloren  gegangen,  und  man  ar- 
betete  nar  unter  dem  Einflüsse  einer  Art  von  Tradition  nach  überlieferten  Schablonen.  Es  kam 
darauf  an,  die  vorhandenen  Andeutungen  und  Bruchstücke  aufzusuchen,  mit  Sorgfalt  an  dieselben 
anzuknüpfen,  und  so  den  Versuch  zu  wagen,  die  analytischen  Entwicklungen,  welche  Gauss  schon 
besessen  haben  muss,  vollständig  wieder  ins  Leben  zu  rufen. 

Bald  darauf  erschien  auch:  «Allgemeines  Coordlnaten-Yerzelchnls  als  Ergebnis  der  Han- 
norer  sehen  Landesvermessung  aus  den  Jahren  1821—1844,  abgedruckt  zum  Zwecke  der  Benützung 
bei  den  Vermessungsarbeiten  zur  Yorbereitung  der  anderweitigen  Regelung  der  Grundsteuer,  Hau- 
nover  1868*",  Druck  von  Wilh.  Blemschneider,  mit  einer  Einleitung  von  Wittstein,  enthaltend  die 
wichtigsten  Coordlnaten-Formeln  mit  Gliedern  von  der  Ordnung  1 :  r*  einschliesslich. 

Inzwischen  war  Hannover  preussisch  geworden,  und  man  dachte  daran,  die 
Qanss sehen  Coordinaten  auch  zur  Eatastervermessnng  zu  benutzen,  welche  bisher 
gemarknngsweise  mit  Kette  nnd  Bussole  u.  dergl.  gemacht  worden  war. 

Dabei  verfiel  man  aber  auf  den  Gedanken,  die  Coordinaten  nach  der  politischen 
Erei8-£inteilong  des  Landes  in  81  Partialsysteme  zu  zerstückeln.  Wittstein  hatte 
fttr  die  31  neuen  Nullpunkte  die  Meridian-Konvergenzen  und  VergrOsserungs-Co€ffi- 
cienten  m  zu  berechnen,  und  darnach  wurden  die  Partialsysteme  umgerechnet  Die 
Stadt  Hannover  bekam  den  neuen  Nullpunkt  Osterwald,  dessen  Reduktionsformeln 
in  unserem  II.  Bande,  3.  Aufl.  1888,  S.  196—197  mitgeteilt  sind. 

l^tastersekretär  Clotten  in  Hannover  (gestorben  etwa  1887),  welcher  ftber 
die  Vermessungen  im  ehemaligen  Königreich  Hannover  mehreres  geschrieben  hat 
(Zeitschr.  f.  Verm.  1881,  S.  22,  292,  376,  425,  445  und  1882  S.  22,  256)  hat  uns 
früher  manches  über  die  Übergangszeit  nach  1866  mitgeteilt    Da  man  in  der  kon- 

formen  Projektion  in  jedem  Punkte  einen  Vergrösserungsfaktor  m  =  1  -h  —  berechnen 

kamt,  scheint  man  geglaubt  zu  haben,  dass  man  bezirksweise  solche  Reduktions- 
Cofifficienten  rechnen  und  benutzen  müsse,  und  dieser  Irrtum  kann  der  Qrund  für 
jene  Zerlegung  des  Gauss  sehen  Systems  in  31  Partialsysteme  gewesen  sein,  indem 

man  dann  mit  der  Zerlegung  soweit  ging,  bis  man  glaubte,  jene  1  +  ^  hinreichend 

genau  =  1  setzen  zu  können. 

Die  31  konformen  Partialsysteme  vnirden  1879  vdeder  abgeschafft,  und  durch 
neue  Systeme  nach  süddeutscher  (Soldner  scher)  Art  ersetzt,  mit  den  Nullpunkten 
27.  Celle,  28.  Kaltenbom,  29.  Silberberg,  30.  Windberg  u.  s.  w. 

Als  Hannoveraner  hätten  wir  gewünscht,  die  alte  klassische  Gottinger  Axe 
(schon  aus  Pietät  gegen  Gauss)  zu  erhalten  und  dadurch  in  der  Übergangszeit  1880 
bis  1890  viele  Umrecbnungsmühe  zu  ersparen,  und  später  eine  durchgreifende  Ejritik  der 
alten  Coordinaten  zu  ermöglichen,  östlich  von  dem  Gottinger  Meridian  sind  Ordinaten 
von  nur  etwa  70^^  Länge,  mit  Ausnahme  des  Kreises  Dannenberg  in  der  nordostlichen 
Ecke,  der  aber  von  dem  9*"  nach  Osten  verschobenen  System  27.  Celle  auch  ausge- 
schieden und  dem  System  23.  Magdeburg  zugeteilt  ist.  (Vgl.  , Zeitschr.  f.  Verm.  1896'', 
S.  197—199.) 

Kurhessen. 

Die  Triangulierung  von  Gerling  hatte  ursprünglich  kein  rechtwinkliges  Coor- 
dinaten-System,  dagegen  wurden  die  Längen  und  Breiten  aller  48  Hauptpunkte  im 
Anschluss  an  Gottingen  berechnet  (Gerling,  «Beiträge  zur  Geographie  Kurhessens, 
Cassel  1889',  S.  200-- 204).    An  diese  geographischen  Coordinaten  wurden  dann  von 
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den  Kataster-BehCrden  rechtwinklige  Partial-Sjsteme  angeschlossen,  mit  dem  Kirch- 
turm der  jeweiligen  Gremarknng  als  Ursprang  und  dem  Meridian  des  jeweiligen  Kirch- 
torms  als  x-Axe,  Wo  der  Anschlnss  an  die  Hanpt-Triangolierang  fehlte,  mass  man 
eine  Ueine  Basis  mit  Messlatten  nnd  ein  Azimut  dnrch  korrespondierende  Sonnen- 
hohen, für  jede  Gemarkung  hesonders. 

Als  um  das  Jahr  1853  die  Oeneral-Katastervermessungen  in  den  ProTinzen 
Hanau  und  Fulda  ausgeführt  und  auf  das  fihrige  Hessen  ausgedehnt  werden  sollten, 
wurden  die  geographischen  Coordinaten  der  für  Kataster-Vermessungen  brauchbaren 
trigonometrischen  Punkte  in  rechtwinklige  sphärische  Coordinaten  für  den  Indifferenz- 
punkt  Cassel,  Martinsturm,  umgerechnet  (mit  Erddimensionen  nach  Walbeck,  ygl.  S.  334). 

(Vorstehendes  ist  zusammengestellt  ans  gütiger  Mitteilung  Ton  Herrn  Landee- 
yermessungsrat  Kaupert,  sowie  Gehrmann,  in  Jordan-Steppes,  „Deutsches  Vermessungs- 
wesen n.«,  S.  105.) 

Thüringen-Qotha. 
In  einer  Schrift  ,Über  die  Ergänzung  der  topographischen  Aufnahme  und  Kar- 
tierang  Ton  Deutschland  in  Bezug  auf  Thüringen,  von  0.  Frhrn.  von  Gross,  Kammer- 
henm  etc.,  Weimar  1848*^  ist  auf  S.  33—72  eine  von  dem  Astronomen  und  Geodäten 
Hansen  in  Gotha  yerfasste  «Instraktion  für  die  Ausführung  der  Triangulation'  yer- 
OfTentlicht,  welche  in  mancher  Beziehung  interessant  ist,  und  in  Hinsicht  auf  Coor- 
dinaten eine  Meridian-x-Aze  annimmt,  von  welcher  die  geographischen  Längen  nach 
Osten  -+- 10',  +  20'  u.  s.  w.,  nach  Westen  — 10',  —  20'  u.  s.  w.  gezählt  werden. 
Auf  diesem  Meridian  ist  die  Polhohe  50^  36'  als  Nullpunkt  für  die  Abscissen  x  be- 
stimmt.   Die  rechtwinkligen  Coordinaten  werden  zuerst  genähert  als  eben  berechnet, 

|,  iy,  S.  51,  worauf  noch  Korrektionen  von  der  Ordnung  ^^  [s.  53  g*  =  ^-~\  hin- 
zukommen, wodurch  Coordinaten  x,  y  erhalten  werden,  «auf  der  krummen  Oberfläche 
der  Erde,  jedoch  in  einem  etwas  anderen  Sinne,  wie  man  diese  Coordinaten  frtlher 
aufgefasst  hat'  (S.  53).  Die  Theorie  dieser  Coordinaten  wird  nicht  mitgeteilt,  die 
angegebenen  Formeln  (S.  53)  sind  in  Bezug  auf  x  und  y  symmetrisch  (was  bei  den 
Soldner  sehen  und  Gauss  sehen  Formeln  nicht  der  Fall  ist)  und  können  durch  Zu- 

«8 

fügung  weiterer  einfacher  Glieder  ebenfalls  von  der  Ordnung  — g-  (S.  72)  in  die  recht- 
winkligen ebenen  Coordinaten  der  stereographischen  Projektion  übergeführt  werden. 
Nach  neuesten  Mitteilungen  über  die  Thüringischen  Vermessungen  ist  diese 
Hansen  sehe  Instruktion  von  1848  mit  ihren  eigenartigen  Coordinaten  xy  nur  Ent- 
wurf geblieben. 

Nassau. 

Das  Herzogtum  Nassau  hat  etwa  um  1855  ein  rechtwinkliges  System  mit  dem 
Ursprung  Schaumburg  nach  Soldners  Theorie  angenommen.  (Weiteres  s.  „Zeitschr. 
f.  Verm.  1882«,  S.  315—316  und  L  Band,  4.  Aufl.  1895,  S.  535.) 

Preussen,  Landesaufnahme. 

In  Preussen  sind  sehr  lange  die  Punkte  nur  nach  geographischen  Coordinaten 
berechnet  worden. 

Bessel  hat  sich  mit  der  Frage  der  Coordinaten  gelegentlich  beschäftigt,  aber 
in  ,astr.  Nachr.,  1.  Band  Nr.  3  vom  Dezember  1821«  nur  die  ebenen  Coordinaten 
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ydas  Besoltat  der  Formeln  x  =  ssina-^  .,.  nnd  y  =  scosa-i-  ..^  in  Betracht 
gezogen,  wie  in  der  „Bayerischen  LandesTermessnng'  S.  258  bemerkt  wird. 

Eine  lithographierte  „Instraktion  für  die  topographischen  Arbeiten  des  Eonigl. 
Prenssischen  Generalstabes"  von  dem  Chef  des  Generalstabes  der  Armee  Ton  MüfÜing, 
Berlin  den  15.  Januar  1821,  giebt  für  Berechnung  geographischer  Coordinaten  die 
notigen  Gebrauchsformeln,  welche  entsprechend  sind  einer  Abhandlung  von  Soldner 
«Über  die  kürzeste  Linie  auf  dem  Sphäroide**  in  der  monatlichen  Korrespondenz  zur 
Beförderung  der  Erd-  und  Himmelskunde  1805,  S.  7—28. 

Die  Einführung  rechtwinkliger  Coordinaten  in  die  Prenssischen  Generalstabs- 
messungen geschah  erst  nach  1870  durch  General  Schreiber,  welcher  die  Sache  auch 
in  die  Öffentlichkeit  gebracht  hat  durch  eine  autographierte  Schrift  «Rechnungsvor- 
Schriften  für  die  trigonometrische  Abteilung  der  Landesaufnahme  vom  8.  September 
1877*,  welche  er  zur  Verfügung  stellte  für  das  Werk  Jordan-Steppes,  ,  Deutsches 
Yermessungswesen,  L  Band  1882*^,  S.  151—164.  Dort  findet  sich  auch  auf  S.  108 
bis  121  eine  nach  Schreiber  sehen  Angaben  von  uns  bearbeitete  Darstellung  der  Bech- 
DungsYorschriften  für  geographische  Coordinaten,  deren  Gebrauchsformeln  und  Tabellen 
schon  in  unserem  Citate  auf  §  39.  S.  228  erwähnt  sind.  Was  die  von  Schreiber 
eingeführten  rechtwinkligen  Coordinaten  betrifft,  so  beruhen  sie  auf  einer  konformen 
Doppelprojektion,  nämlich  zuerst  konforme  Projektion  des  Ellipsoids  auf  die  Engel 
nach  Gauss'  Untersuchungen  über  Gegenstände  der  höheren  Geodäsie',  erste  Abhand- 
lung 1843,  und  dann  konforme  Projektion  der  Engel  auf  die  Ebene,  deren  erste 
Näherungen  wir  bereits  in  §  50.— 52.  behandelt  haben.  Alles  weitere  hierüber  auf 
ein  späteres  Kapitel  y ersparend,  müssen  wir  hier  nur  noch  zur  allgemeinen  Orien- 
tierung folgendes  bemerken: 

Die  geographischen  Längen  und  Breiten,  welche  die  trigonometrische  Abteilung 
der  Landesaufnahme  yerOffentlicht,  stützen  sich  alle  auf  einen  Fundamentalpunkt,  die 
Sternwarte  Berlin,  bzw.  deren  Übertragung  auf  den  benachbarten  Triangulierungspunkt 
Bauenberg,  woselbst  auch  ein  die  ganze  Landesaufnahme  orientierendes  Azimut  Marien- 
turm bestimmt  wurde.  Die  hiefür  noch  heute  benützten  Annahmen  wurden  im 
Jahre  1859  gemacht,  und  insbesondere  dabei  die  geographische  Länge  der  Sternwarte 
=  81^3' 41,25"  östlich  von  Ferro  (d.h.  11® 3' 41,25"  östlich  von  Paris)  angenommen. 
Nach  neueren  telegraphischen  Bestimmungen  ist  diese  Länge  erheblich  anders,  näm- 
lich 81®  8' 28,30",  oder  um  12,95"  kleiner  als  die  Annahme  von  1859. 

Diesen  Betrag  12,95"  mtlsste  man  an  allen  Längenangaben  der  Landesaufnahme 
abziehen,  wenn  man  dieselben  mit  neueren  astronomischen  Bestimmungen  in  Über- 
einstimmung bringen  wollte.  Indessen  kämen  dann  noch  viele  andere  Beduktionen 
für  Lotabweichungen  u.  s.  w.  hinzu,  und  für  die  Feld-  und  Landmessung,  wo  es  sich 
immer  nur  um  Differenzen  geographischer  Längen  handelt,  kommt  eine  konstante 
Verschiebung  überhaupt  nicht  in  Betracht. 

Die  astronomischen  Bestimmungen  auf  dem  Fundamentalpunkt  Bauenberg  bei 
Berlin,  insbesondere  das  für  die  Landesaufnahme  massgebende  Orientierungs-Azimut 
daselbst,  sind  in  neuerer  Zeit  wiederholt  worden,  und  es  hat  das  Azimut  gegen  früher 
die  Differenz  8,88"  ergeben.  («Veröffentlichung  des  E.  Preuss.  geodätischen  Instituts, 
astronomisch-geodätische  Arbeiten  L  Ordnung**,  Berlin  1889,  S.  186.) 

Hiezu  ist  auch  noch  anzufahren :  von  Schmidt,  .Projektionsmethode  der  trigono- 
metrischen Abteilung  der  prenssischen  Landesaufnahme* ,  Zeitschr.  f.  Verm.  1894 
S.  885-401  und  409—418,  mit  Fundamentalzahlen  S.  386—387.     Das  konforme 
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System  der  Landesanfoahme  hat  als  rc-Axe  dea  Meridian  von  81^  L&nge  (Berlin). 
Als  Nallpnnkt  dient  der  Punkt  mit  der  Breite  52°  42^  2,53251",  entsprechend  der 
Breite  52^40'  aof  der  Gauss  sehen  konformen  Engel,  der  mittlere  Erfimmongs-Halb- 
messer  A  dieser  Breite  ist  gegeben  durch  logA  =  6.805  0274*003.  Die  Ordinaten 
gehen  westlich  bis  y  =  540**  bei  Metz  nnd  Cstlich  bis  y  =  622**  bei  Lyck.  Die 
Verzerrnngsverhältnisse  sind  daher  sehr  bedeutend;  wie  ans  der  Hilfstafel  Seite  [46] 
des  Anhangs  zn  sehen,  geht  logm  bis  0.002  oder  m  selbst  bis  1,0046  oder  4,6"* 
anf  1",  so  dass  schon  die  Excentricitäten  bei  excentrischen  Theodolit- Aufstellungen 
und  Ähnliche  Ortliche  Masse  dem  Verhältnis  m  entsprechend  reduziert  werden  müssen. 
Aus  diesem  Grunde,  d.  h.  seiner  GrOsse  wegen,  ist  dieses  System  zur  unmittelbaren 
praktischen  Anwendung  nicht  geeignet,  es  findet  seinen  Hauptzweck  in  dem  Znsammen- 
halt der  Triangnliemngen  I. — IL  Ordnnng. 

Innerhalb  eines  schmalen  Streifens  von  etwa  100*"*  links  und  rechts  vom  Ber- 
liner Meridian  konnten  aber  die  konformen  Coordinaten  der  Landesaufnahme  unmittel- 
bar praktisch  benützt  werden. 

Preussen,  EAtasterrermessung. 

Auch  in  der  Preussischen  Eatastervermessung  haben  die  rechtwinkligen  Coor- 
dinaten-Systeme grosserer  Ausdehnung  verhältnismässig  spät  Eingang  gefunden. 

In  der  Broschüre  von  General  Baeyer  ,Mein  Entwurf  zur  Anfertigung  einer 
guten  Karte  n.  s.  w.,  Berlin  1868',  welche  für  die  geschichtliche  Entwicklung  des 
Preussischen  Yermessungswesens  die  beste  Quelle  ist,  werden  die  rechtwinkligen  Coor- 
dinaten-Systeme, welche  damals  schon  seit  einem  halben  Jahrhundert  sich  in  Süd- 
dentschland  bewährt  hatten,  nicht  erwähnt  (Auch  eine  Notiz  in  unserem  L  Bande, 
4.  Aufl.  1895,  S.  529  mag  hier  zugezogen  werden.) 

Die  , Anweisung  vom  7.  Mai  1868  für  das  Verfahren  bei  den  Vermessungs- 
Arbeiten  in  den  Provinzen  Schleswig-Holstein,  Hannover  und  Hessen-Nassau,  zweite 
Ausgabe,  Berlin  1870",  sagt  in  §  40.  S.  35:  »Zum  Zwecke  des  weiteren  Gebrauches 
der  trigonometrischen  Messungen  ist  die  Lage  der  Dreieckspnnkte  gegeneinander  nach 
rechtwinkligen  Coordinaten  zu  berechnen,  welche  auf  die  wirkliche  Mittagslinie  eines 
nach  der  Bestimmung  des  Katasterinspektors  hiezu  zu  wählenden  geeigneten  Punktes 
zu  beziehen  sind." 

Über  die  rechtwinkligen  Coordinaten-Systeme  in  den  Preussischen  Bheinlanden 
haben  wir  folgende  Mitteilung  von  F.  G.  Gauss  in  Jordan-Steppes,  .Deutsches  Ver- 
messungswesen 1881',  S.  165: 

Darob  die  Initraktion  vom  12.  Mftrz  182t  wurde  allgemein  eingeführt,  dMS  die  Detallnetze 
dnroh  Netze  höherer  Ordnung  miteinander  verbanden,  sowie  daM  die  Dreieckeseiten  derselben  aas 
Seiten  I.  Ordnung  abgeleitet  and  nach  diesen  orientiert  wurden. 

Für  sämtliche  Punkte  sollten  rechtwinklige  Coordinaten  berechnet  werden,  welche  sich  für 
die  Punkte  I.  Ordnung  auf  den  Kölner  Dom  und  dessen  Meridian,  fdr  die  Punkte  IL  bis  IV.  Ord- 
nung auf  einen  passenden,  in  dem  betrelTenden  Distrikt  liegenden  Punkt  L  Ordnung  nnd  dessen 
Meridian  beziehen  sollten.  Hiervon  ist  abgewichen  worden,  iodem  für  die  Punkte  IL  bis  IV.  Ord- 
nung  nicht  der  Meridian  des  als  Ausgangspunkt  für  die  Coordinaten  benützten  Punktes  L  Ordnung^ 
sondern  die  durch  diesen  gelegte  Parallele  zum  Meridian  von  Köln  als  Abscissenaxe  angenommen 
und  die  ohne  Berücksiehtigung  der  Brdkrümmung  berechneten  Coordinaten  durch  Addition  der- 
selben zu  denen  des  Ausgangspunktes  s&ratlich  notnitUU  auf  den  Kölner  Dom  bezogen  wurden. 
Thats&ohlioh  bestand  demnach  aber  auch  femer  eine  grössere  Zahl  von  Coordinaten-Systemen. 
Der  Umfang  derselben  richtete  sich  nach  der  Einteilung  der  Arbeitsbezirke  und  war  sehr  verschieden 
von  einzelnen   Oemeindebezlrken  bis  zu  einigen   Kreisen.    Für  die  Punkte,  welche  in  mehiezen 
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Systemen  vorkamen,  wurden  in  jedem  System  andere  Abstinde  vom  Meridian  und  Perpendikel  des 
Kölner  Doms  berechnet,  da  die  Berechnung  der  Ooordlnaten,  als  in  der  Ebene  liegend,  die  gegen- 
seitige Übereinstimmung  der  Bezifferung  nicht  ermöglichte. 

In  den  Ostlichen  ProTinzen  Brandenburg,  Pommern,  Sachsen,  Schlesien,  Posen, 
Prenssen  sind  vor  1876  keine  umfangreichen  genauen  Parzellaraufnahmen  ausgeführt 
worden,  allgemeine  Coordinaten-Systeme  waren  nicht  yorhanden. 

In  dem  Werke  F.  G.  Gauss,  „die  trig.  und  polygon.  Rechnungen  der  Feld- 
messkunst 1876*,  8.  297 — 301  werden  die  Soldner  sehen  Coordinaten  nach  süddeutschen 
Quellenschriften  erwähnt  und  ein  Zahlen  beispiel  mit  dem  Nullpunkt  Berlin  Marien- 
kirchturm gegeben. 

Denselben  Nullpunkt  Marienkirche  hatte  auch  die  Stadt?ermessung  von  Berlin 
Torl&ufig;  die  Coordinaten  wurden  aber  transformiert  auf  den  Nullpunkt  Rathausturm, 
welcher  für  die  Stadtvermessung  beibehalten  wurde.    (Zeitschr.  f.  Yerm.  1881,  S.  14.) 

Die  «Anweisung  IX.  vom  25.  Oktober  1881,  für  die  trigonometrischen  und 
polygonometrischen  Arbeiten  bei  Erneuerung  der  Karten  und  Bücher  des  Grundsteuer- 
katasters, Berlin  1881',  giebt  in  dem  Anhang  S.  337—851  die  «Bestimmungen  vom 
29.  Dezember  1879  über  den  Anschluss  der  Spezial-Yermessungen  an  die  trigono- 
metrische Landes-Yermessung*.  Dadurch  werden  40  Coordinaten-Nullpunkte  festge- 
stellt, die  wir  in  unserer  Übersichtskarte  S.  326  aufgezeichnet  haben. 

Oldenburg. 

Als  Nullpunkt  des  rechtwinkligen  Coordinaten- Systems  dient  der  Schlossturm 
zu  Oldenburg,  der  durch  diesen  Punkt  gelegt  Meridian  dient  als  Abscissenaxe  mit 
-H»  nach  Süden,  —  a;  nach  Norden,  und  entsprechend  wird  +y  nach  Westen  und 
—  y  nach  Osten  gezählt. 

Über  die  durch  Güte  der  Herren  Yermessungs-Inspektor  Treiss  und  Yermessungs- 
Direktor  Scheffler  in  Oldenburg  erhaltenen  geodätischen  Schriften  von  1836  und  von 
1838  haben  wir  bereits  in  Band  I,  4.  Aufl.  1895,  S.  537—539  berichtet,  und  um 
nicht  wiederholen  zu  müssen,  verweisen  wir  auf  jene  erste  Mitteilung,  welche  aber 
in  Hinsicht  auf  die  Art  der  rechtwinkligen  Coordinaten  noch  nicht  zu  einem  Schluss- 
ergebnis gelangen  konnte. 

Inzwischen  haben  wir  auch  noch  die  geographischen  Coordinaten  zugezogen  mit 
Bücksicht  auf  die  dabei  benützten  Erddimensionen.  Es  ist  nämlich  in  dem  Werke 
«Ergebnisse  der  1835—1837  ausgeführten  Triangulierung  des  Herzogtums  Oldenburg, 
abgeleitet  aus  der  Hannoverschen  Gradmessung'  auf  S.  1  angegeben:  «Bei  allen 
Bechnungen  ist  unterstellt  worden,  dass  unsere  Erde  ein  Ellipsoid,  das  Abplattungs- 
verhältnis =  1 :  302,78,  der  mittlere  Erdmeridiangrad  =  57009,76  Toisen  sei«. 

Dieses  sind  die  bekannten  Walbeck  sehen  Erddimensionen,  welche  wir  schon  in 
der  Einleitung  §  1.  S.  8—9  erwähnt  haben,  und  es  kam  nun  die  Aufgabe,  dieselben 
zur  Coordinatenrechnung  herzurichten.    Dazu  haben  wir  zuerst  berechnet: 

Meridianquadrant  Q  =  10  000268,30«  ,  logQ  =  7.0000117, 
dann  nach  §  35.  S.  215,  Gleichung  (24b)  und  Tabelle  unten: 
mit  a  =  1 :  802,78  ,  loga  =  6.804  6093. 

Dazu  auch  log  h  =  6.803 1726  ,  logc=^  6.806  0460 

«2  =  2  a  —  «a  ,  to^  e«  =  7.819  1850  ,log^^=^  7.822  0585 

log  (1  —  «2)  =  log  ^-i^  =  9.997  1265 
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Dann  eine  Tabelle  der  log[l]  und  log  [2]  nach  S.  280: 
Hüfstafel  für  Walbeck  8  Erddimensionen. 


59. 


52*> 
52° 
58« 
53° 
58° 
58° 
58° 


8(y 
40' 
50' 
0' 
10' 
20' 
80' 
40' 


log  j^^  log  [1] 


8.509  9797 
509  9676 
509  9556 
509  9485 
509  9814 
509  9194 
509  9074 
500  8953 


121 
120 
121 
121 
120 
120 
121 


log-^  =  log[2] 


8.5089126 
508  9086 
508  9046 
508  9006 
508  8965 
508  8925 
508  8885 
5088845 


40 
40 
40 
41 
40 
40 
40 


Damit  berechneten  wir  ein  Dreieck  Crapendorf-Windberg-Qaekenberg,  dessen 
Lage  anf  unserem  Netzbilde  von  §  21.  S.  129  insofern  angegeben  ist,  als  die  Pankte 
Windberg  und  Quekenberg  dort  im  westlichen  Teile  geradezu  Torkommen,  und  Crapen- 
dorf  ungefähr  in  der  Gegend  von  Cloppenburg  angenommen  werden  kann. 

Aus  den  geographischen  Coordinaten  dieser  drei  Punkte,  welche  bereits  in 
unserem  I.  Bande,  4.  Aufl.  1895,  S.  588  angegeben  sind,  haben  wir  die  Berechnung 
nach  den  sph&roidischen  Mittelbreitenformeln  unseres  späteren  §  77.  (aber  mit  den  [1] 
und  [2]  nach  Walbecks  Erddimensionen)  gemacht  und  folgende  Entfernungen  und 
Azimute  gefunden: 


1.  Orapendorf 
Quekenberg 
Windberg 


^. 


Windberg 

Orapendorf 

Quekenberg 


3,  Quekenberg 
Orapendorf 
Windberg 


logS 
4.587  4672 
4.585  6446 


4.585  6446 
4.611 1920 


4.587  4672 
4.611 1980 


Azimut 
209°  17'    7,07" 
277     1  58,18 


96°  87'  40,47" 
117   49  42,85 


29°   8' 48,89" 
388     0  88,28 


Winkel 
67°  44' 46,11" 

61°  12'    1,88" 

51°   8' 15,16" 


180°   0'   8,15" 


Die  Winkelsnmme  180°  0' 8,15"  stimmt  auch,  wenigstens  innerhalb  0,1"  mit 
dem  sphärischen  Ezcess,  und  die  log  S  stimmen  mit  den  Sinus  der  Winkel  wenigstens 
bis  zur  6^n  Stelle  genau,  die  Rechnung  mag  also  innerhalb  der  hier  nötigen  Genauig- 
keit als  stimmend  gelten.  Nun  haben  wir  aus  den  rechtwinkligen  Ooordinaten,  die 
ebenfalls  schon  in  Band  I,  4.  Aufl.  1895,  S.  588  mitgeteilt  sind,  die  Entfernungen 
zweifach  berechnet,  erstens  unter  der  Annahme,  dass  die  rechtwinkligen  Ooordinaten 
kongruent  nach  Soldner  und  zweitens  dass  dieselben  konform  nach  Gauss  seien;  Fol- 
gendes ist  die  Vergleichung : 
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385 


Dreiecksseite 


1.  Windberg-Quekenberg 

2.  Crapendorf-Qnekenberg 

3.  Windberg-Crapendorf 


logSQ 
Oldenburg 


4.611 1937 
4.587  4703 
4.535  6451 


logSi      I 
ans  <p  nnd  X  i 

4.611 1930 

4.5874672 

4.535  6446 

=  logS' 


log  8 
eben 


4.611  2004 
4.587  4690 
4.535  6443 


logS' 
Soldner 


4.611 1933 
4.587  4668 
4.535  6442 


log  8'' 
konform 


4.611 1922 
4.587  4662 
4.535  6401 


Die  Oldenbnrgischen  logS^  sind  entnommen  aas  dem  Generalbericht  für  die 
roittelenrop&ische  Gradmessnng  ffir  1865,  Seite  26,  Dreieck  Nr.  VIII,  mit  dem  Yer- 
wandlangslogarithmns  0.575  9082  zum  Obergang  Yon  Prenssischen  Baten  in  Meter. 
Dort  sind  auch  die  Dreieckswinkel  angegeben,  bis  zu  1"  abweichend  Yon  unseren  aus 
4]p,  X  rückw&rts  berechneten  Winkeln. 

Bleiben  wir  nun  bei  den  yorstehenden  Seitenvergleichungen  stehen,  so  stimmen 
am  besten  logSi  und  log  S'  unter  sich,  und  —  soweit  aus  diesen  wenigen  Ver- 
gleichungen  Schlfisse  gezogen  werden  dürfen  —  müsste  man  nun  annehmen,  dass  die 
Oldenburgischen  Coordinaten  bereits  in  den  Jahren  1835  und  1836  dieselben  waren, 
wie  die  gleichzeitigen  Bayerischen  und  Württembergischen  Coordinaten  yon  Soldner 
und  Bohnenberger. 

Mecklenburg. 

Mecklenburg  ist  zur  Zeit  der  einzige  Staat  in  Deutschland,  der  die  Vorteile 
der  £onformit&t  bis  zu  den  Eatasterkarten  sich  nutzbar  gemacht  hat.  Dort  ist  das 
konforme  Prinzip  praktisch  geod&tisch  in  L — III.  Ordnung  der  Triangulierung  erhalten 
geblieben  durch  den  mecklenburgischen  Geod&ten  Paschen,  welcher  als  unmittelbarer 
Schüler  yon  Gauss  auf  der  Uniyersität  Göttingen  in  die  feinen  geodätischen  Ideen 
des  Meisters  eingeweiht  wurde  und  in  sein  Heimatland  Mecklenburg  zurückgekehrt,  das 
Gelernte  zur  Anwendung  gebracht  hat,  in  einer  yon  der  hannoyer  sehen  abweichenden, 
der  geographischen  Erstreckung  yon  West  nach  Ost  angepassten  Form. 

Es  ist  die  konforme  Kegelprojektion  mit  Berührung  nach  dem  Mittelparallel 
des  Landes  in  der  Breite  P=  53^45',  und  entsprechend  ist  das  Coordinatensjstem 
so  angelegt,  dass  die  «-Axe  in  dem  Meridian  des  Schlossturroes  yon  Schwerin  liegt 
und  die  y-Axe  rechtwinklig  dazu  in  der  Breite  53^45'.  Allerdings  wurde  dazu  noch 
eine  Verschiebung  der  x  um  den  konstanten  Betrag  13919,812*  yorgenommen,  um 
den  Nullpunkt  in  den  Schweriner  Schlossturm  selbst  zu  yerlegen,  aber  das  hat  nur 
formelle  Bedeutung;  denn  in  allen  Fällen  theoretischer  Bechnung  mit  den  Mecklen- 
burgischen Coordinaten  muss  man  die  ursprünglichen  yon  der  Breite  53^45'  aus  ge- 
rechneten Abscissen  x  benützen.  Die  Linear- Verzerrung  ist  in  erster  Näherung  über- 
einstimmend mit  derjenigen  des  Gauss  sehen  konformen  Systems,  nämlich  in  Mecklen- 


a:« 


y« 


bürg  m  =  1  -h  ^-"2  entsprechend  dem  Gauss  sehen  1  -h  ^,  weil  die  x  an  Stelle  der  y 

treten,  und  ebenso  gehen  auch  die  übrigen  Formeln  yon  §  50.  in  erster  Näherung  in 
die  Mecklenburgischen  Formeln  über,  wenn  man  überall  x  und  y  yertauscht 

In  Hinsicht  auf  die  Verzerrung  m  =  1  -i-  ^-g  ^^t  ^^^  Mecklenburg  durch  einen 

kleinen  Kunstgriff  den  Maximalwert  auf  die  Hälfte  reduziert,  indem  ein  Zwischenwert 
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eingeschaltet  wurde  gleich  der  Hälfte  des  Maximalwertes,  nnd  da  hei  der  Ansdehnong 
von  0^45'  in  der  Breite  oder  82,5**  von  dem  Normalparallel  nach  Süden  nnd  nach 
Norden  der  Maximalwert  /o^  w  =  0.0000371  hetr&gt,  was  85,4"*  anf  1**  entspricht, 
so  ist  die  lineare  Maximalverzerriing  dnrch  jene  Verschiebung  in  ganz  Mecklenburg 
auf  den  Maximalwert  von  rund  4**  auf  1**  beschränkt  worden. 

Die  Theorie  der  Mecklenburgischen  Projektion  können  wir  erst  in  einem  späteren 
Kapitel  dieses  Bandes  behandeln;  das  amtliche  Werk  hierüber  ist: 

GroBsherzoglich  MecklenborglBche  Landes-Yermessung;  V.  Teil.  Die  konforme  Eegel- 
projektlon  und  ihre  Anwendung  »nf  das  trigonometrteche  Netz  I.  Ordnung.  Heranigegeben  Im 
Auftrage  der  Orosaherzogllohen  Ministerien  des  Innern  nnd  der  Finanzen,  Abteilung  fär  Dom&nen 
nnd  Forsten,  von  Dr.  W.  Jordan,  Professor  an  der  teohnlsoben  Hoobschnle  in  Hannover,  Karl 
Manck,  Eammerlngenleor  in  Schwerin,  R.  Vogeler,  Kammerlngenlear  in  Schwerin.  Mit  einer  litho- 
graphischen Netzkarte.  Schwerin  1895.  Zn  beziehen  durch  die  Stiller  sehe  Hofbuchhandlung  (J.  Bitter). 

Vgl.  hiezu  auch  »Zeitschr.  f.  Verra.  1896%  S.  257—263. 

Sachsen. 

Im  Bereiche  des  Königreichs  Sachsen  sind  auf  unserer  Übersichtskarte  zwei 
Punkte,  Grossenhain  und  Leipzig  eingetragen,  und  zwar  nach  einer  Mitteilung  von 
Nagel  vom  5.  Mai  1889,  womach  als  eigentlicher  Nullpunkt  fftr  Sachsen  der  Pfeiler 
f&r  den  Basis-Zwischenpunkt  ist,  welcher  den  Namen  Grossenhain  fahrt.  Der  Pfeiler 
B,  Leipzig  auf  der  Pleissenburg  in  Leipzig  gilt  nur  als  Coordinatenanfang  für  die 
Leipziger  Stadt-Vermessung. 

Dabei  hat  man  in  Sachsen  (nach  Mitteilung  von  Fuhrmann  in  der  «Zeitschr. 
f.  Verm.  1894*^,  S.  266 — 270)  noch  eine  Art  Lokal-Systeme  angenommen,  in  welchen 
bezirksweise  wie  eben  gerechnet  werden  kann,  aber  mit  dem  Opfer  des  Zusammen- 
schlusses im  Ganzen. 

Elsass-Lothringen. 

Für  die  Kataster- Vermessung  von  Elsass-Lothringen  wurden  zwei  Coordmaten- 
Nullpunkte  angenommen.  Dehne  und  Sausheim,  worüber  eine  erste  Mitteilung  von 
Vermessungs-Kontroleur  Rodenbusch  gemacht  wurde  in  der  „Zeitschr.  f.  Verm.  1888  <*, 
S.  545-^52.  Die  amtlichen  Angaben  hiezu  sind  enthalten  in  dem  Werke:  , Anweisung 
vom  80.  Januar  1889  für  das  Verfahren  bei  der  Stück- Vermessung  von  Gemarkungen 
zum  Zwecke  der  Errichtung  von  Kataster-Urkunden,  Strassburg  1889*,  S.  9. 

SchluBsbetraohtung. 

Die  Übersichtskarte  der  deutschen  Coordinaten-Systeme  und  der  Rückblick  auf 
ihre  allmähliche  Entstehung  zeigen  beide  ein  treues  Abbild  der  ungleichen  politischen 
Entwicklung  der  einzelnen  Staaten  unseres  Vaterlandes. 

Li  geodätischer  Beziehung  haben  wir  diese  Ungleichheit  in  der  Vergangenheit 
nicht  zu  beklagen.  Aus  der  100jährigen  Arbeit  der  Bohnenberger,  Saldner,  Bheiner, 
Schleiermcuhtr,  Crauss,  Fachen,  Schreiber,  und  wie  sie  alle  heissen,  ist  eine  solche 
Fülle  von  Erfahrungen  verfügbar  geworden,  dass  wir  heute,  um  das  richtige  zu  treffen, 
fast  keine  eigene  Arbeit  mehr  aufeuwenden,  sondern  nur  noch  richtig  auszuwählen 
brauchen. 

Die  Coordinaten-Systeme  unserer  Landesvermessungen  sind  von  grundlegender 
Bedeutung  für  die  Vermessungen  selbst,  für  die  mathematische  Festlegung  und  für 
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die  zeichnerische  Darstellang  der  Vermessnngs-Ergebnisse,  and  ans  diesem  Gmnde 
ist  der  Wert  und  die  Dauer  einer  LandesYermessang  zum  grOssten  Teil  durch  die 
mehr  oder  weniger  gute  Wahl  eines  Coordinaten-Systems  bedmgt. 

Eine  für  die  ganze  Erde  zu  Land  und  zu  Wasser  giltige  Art  der  Punktbe- 
stimmung durch  geographische  Coordinaten  (geogr.  Breiten  und  Längen)  ist  auch  hei 
den  Landesvermessungen  immer  angewendet  worden,  und  in  manchen  Vermessungen 
wurden  die  geographischen  Netzlmien  fOr  L&ngen  und  Breiten  als  einziger  mathe- 
matischer Zusammenhalt  genommen. 

Allein  diese  geographischen  Netzlinien  liegen  dem  Feld-  und  Landmesser,  der 
im  Kleinen  nüsst,  zu  fem,  sie  passen  nicht  in  sein  t&gliches  €tesch&ft  mit  rechten 
Winkeln,  denn  die  Meridiane  eines  Landes  sind  zwar  für  das  Feldmessen  ab  Gerade 
zu  betrachten,  aber  sie  sind  unter  sich  nicht  parallel,  und  die  Parallelkreise  sind 
nicht  gerade. 

Der  Feldmesser  muss  rechttcinklige  Coordinaten  haben,  und  zwar  solche,  die 
auf  die  Erdkrümmung  Bücksicht  nehmen  und  den  Übergang  zwischen  der  E[leinver- 
messung  und  den  höheren  geodätischen  Rechnungen  mit  geographischen  Coordinaten 
yermitteln. 

In  dieser  Beziehung  haben  die  süddeutschen  Landesvermessungen,  namentlich 
Bayern  und  Württemberg  unter  Soldner  und  Bohnenberger  am  Anfemg  dieses  Jahr- 
hunderts bahnbrechend  gewirkt,  die  Systeme  jener  Vermessungen  waren  nachahmungs- 
wert, so  lange  man  nichts  besseres  hatte. 

Das  ist  nun  aber  der  Fall  seit  1866,  da  die  Gauss  sehe  konforme  Projektion 
durch  Wittstein-Schreiber  der  Öffentlichkeit  übergeben  ist;  und  im  nächsten  Jahr- 
hundert wird  die  konforme  Projektion  nach  Gauss  schem  Prinzip  ebenso  unbestritten 
als  zweckmässigste  für  Landesvermessungen  und  EAtasteraufnahmen  gelten,  wie  heute 
die  vor  kaum  2  Jahrzehnten  noch  für  „unausführbar*  erklärte  Gauss  sehe  Ausgleichung 
der  Eataster-Dreiecksmessungen. 

ZwiBChenbemerkung. 

Mit  den  geographisohen  Coordinaten  sind  wir  so  weit  in  der  Theorie  der  Oeod&eie  gelangt, 
als  zum  praktischen  Verständnis  nnserer  deutschen  Landesvermessungen  im  Ganzen  nötig  ist. 

Für  weitergehende  Zwecke  ist  nnn  der  richtige  Weg  zur  geodätischen  Linie  vorgezeigt, 
welche  in  unserem  nächsten  Kapitel  VL  behandelt  werden  wird. 

Wenn  nnn  trotzdem  noch  in  diesem  Kapitel  V.  eine  Anzahl  rein  sphärischer  Aufgaben  ab- 
gehandelt wird,  so  bat  das  den  Zweck  der  Vorbereitung  von  8i>äteren  sphäroldisohen  Aufgaben. 

Eine  Aufgabe  spielt  dabei  eine  durchlaufende  Bolle,  nämlich  Herstellung  der  Beziehungen 
zwischen  den  geographischen  Coordinaten  zweier  Punkte  einerseits  und  der  Entfernung  nebst 
den  Azimuten  ihrer  Verbindungslinie  andererseits,  oder  umgekehrt,  in  verschiedenem  Zusammenhang. 

Wir  haben  dieses  flr&her  .Hauptaufgabe  der  höheren  Qeodäsie'*  genannt,  werden  aber  nun 
das  mehr  bezeichnende  Wort  ^Potardrefeek*  anwenden. 

Das  Polardreieck  spielt  in  der  Qeodäaie  eine  gleloh  wichtige  Bolle  wie  das  astronomische 
oder  nautische  Dreieck  (Pol-Zenit-Btem)  in  der  praktischen  Astronomie.  Auch  eine  von  Gauss 
gebrauchte  Bezeichnung  T  oder  i  für  das  Azimut  und  dann  auch  für  Blchtungswlnkel  der  Geodäsie 
scheint  auf  Jene  Verwandtschaft  hinzudeuten,  indem  das  Azimut  in  dem  geodätischen  Polardreieck 
dem  Stundenwinkel  t  des  astronomischen  Dreiecks  entspricht 

§  60.    Das  sphirische  Polar-Dreieek. 

Wir  knüpfen  nochmals  an  den  früheren  §  56.  an  und  setzen  auch  die  Fig.  1. 
Ton  S.  312  nochmals  her. 

Jordan,  Handb.  d.  Vermessungskunde.    4.  Aufl.    in.  Bd.  22 
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§  60. 


r«g. 


Zwei  Punkte  P  und  P*  haben  die  geographischen  Breiten  go  und  (ff  und 
zwischen  sich  den  geographischen  Lftngennnterschied  X,   Der  Terbindnngsbogen  PP' 

als  grOsster  Kreisbogen  hat  den  Wert  a  als  Centn- 
Winkel  am  Erdmittelpunkt  und  die  Azimute  a  und  ci 
an  seinen  Endpunkten.  Der  Halbmesser  der  Kugel, 
auf  welcher  das  Dreieck  PP*  N  liegend  angenommen 
ist,  kommt  nicht  in  Betracht 

Unsere  Aufgabe  wird  eine  zweifache  sein: 

entweder  \et  q)  ,  qf  t  X  gegeben  und 

(T  ,  a  ^  €^  gesucht 
oder  es  ist  <p  ,  a  ,  a  gegeben  und 
(f'  t  X  f  c^  gesucht 
Da  wir  uns  hier  nur  mit  der  rein  sphärischen  Auf- 
lösung der  fraglichen  Aufgaben  beschäftigen,  und  da  wir 
einsehen,  dass  es  sich  in  beiden  F&llen  nur  darum  handelt, 
ein  sphärisches  Dreieck  aus  zwei  gegebenen  Seiten  und  dem  eingeschlossenen  Winkel 
aufzulösen,  liegen  im  Grundsatz  keine  Schwierigkeiten  vor,  und  es  handelt  sich  also 
nur  darum,  die  yerschiedenen  AuflOsungs-Formen,  welche  die  sphärische  Trigonometrie 
fftr  unsem  Fall  bietet,  zu  betrachten,  und  für  unsere  Zwecke  zurecht  zu  legen  (wozu 
Gauss  in  den  .Untersuchungen  über  (Gegenstände  der  höheren  Geodäsie*,  erste  Ab- 
handlung, 1843,  art  16.  und  17.  die  Wege  gezeigt  hat). 

Ehe  wir  zu  unseren  Formel-Entwicklungen  und  zur  numerischen  Anwendung 
von  sphärischen  Formeln  flbergehen,  wollen  wir  zwei  scharf  (mit  10  stelligen  Logarith- 
men) berechnete  Beispiele  yoraus  schicken,  welche  in  verschiedener  Weise  als  Normal- 
Beispiele  dienen  können: 


Kleines  sphärisches  NormaA'Beiepiel. 

(Bezeicbntingen  nftch  Fig.  1.) 


^0  = 


y'H-g) 


(p  =  49*»80'0" 


=  50*»   O'O" 


2 

ao  =  ^^-  =  32«44'    0.2384" 

^^-^=   0*»22' 58,9470" 

«'  =  33«   6'  59,185r 
a  =32<>21'    1,2914" 


(p'  =  50*»30'0" 
^'^^=   0<»30'0" 


O'O" 


2  =0«>80'0" 


o'  — a  =  0*»45'57,l 


y  =  0«  35' 39,74093" 

a  =  1<>  11'  19,48186" 
G  =  4279,48186" 


(1) 


Grosses  sphärisches  NormcA-Beispiel, 
(Bezeichnung«!!  nach  Fig.  l.) 


(p  =  45«>    O'O" 


<Po  = 


2l±_?_ 


50*»  O'O" 


«0  =  -  ^-  =  320  49'  54,6437" 


g)'  =  55<»0'0" 
2 


=    5®  O'O" 


A  =  10*»0'0"   ^ 
--=    5*>0'0" 


2 


=    3<>  50' 55,8355" 


«'  =  36^*40' 50,4792" 
a  =  28*»  58'  58,8082" 


a'  — tt=    7*»  41' 51,67100" 

-|-=    5*»  65' 51,32153" 

a=ll<»  51' 42,64306" 
a  =  42702,64306" 


(2) 
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!•    Gegeben  g),  qf^  A.    Gesvclit  a,  er,  o'. 

la.    Die  Gauss  sehen  Gleichungen  der  sphärischen  Trigonometrie, 
Wenn  man  die  Gaoss  sehen  bzw.  Neper  sehen  Gleichungen  von  §  27.  S.  165 
anf  unseren  Fall  anwendet,  so  bekommt  man,  ebenso  wie  schon  bei  (1)  §  56.  S.  812 
mit  den  Abkürzungen  qpo  and  Oq  fftr  die  Mittelwerte,  folgendes: 


-smoo         = 


sm 


cosao 
2 


=  stn- 


cos -^  cos  — s —  =  cos  - 


-2-«^T 

2 

-2-^T 


(8) 


2  ^      2 

Wenn  man  die  erste  und  zweite,  dann  die  dritte  und  vierte  dieser  Gleiohiiiigen 
dividiert,  und  zor  Abkürzung  für  das  folgende,  die  Zeichen  Z  und  N^  Z'  und  N'  für 
die  Zähler  und  Nenner  der  entstehenden  Brüche  einführt,  so  erh&lt  man: 

coaqtQ     «wy      ^ 
tangccQ     = 


Cb'  —  qo       X 
sin—^cos^ 


N 


N 


.    a         Z 

2       stn  «0      cos  Oq 


tang 


oi'-a 


svn  qpo     «wi  -5- 

gp'  — (p       X' 
cos—^^cos^ 


i^' 


a'  — « 


«n- 


a'-a 


cos- 


2  """2 

Zu  einem  Zahlen-Beispiel  nehmen  wir  nach  (1): 

<jp  =  49«^3(y  0"  qp'  =  50«»30'  0"       X  =  l«   (y  0" 


also 


()Po=50<»   (TO"  , 


y'-y  __ 


=    0<>  30'  0"  ,  -^  =  0*  30'  0" 


Die  logarithmische  Rechnung  giebt: 


^gZ 
logN 


log  tang  qq 
logsin-^ 


7.748  9093-6 
7.940  8253-2 


logZ* 
logir 


9.808  0840-4 
8.015  9282-7 


logiang—^ 
log  cos  -s- 


7.825  0958-8 
9.999  9669-3 


7.825 1289-0 
9.999  9766-8 


«0=32«»  44'    0,238" 

^^^^=    0«>  22*  58,947" 

a^zs^Zo   6' 59,185" 
a  =32*»  21'    1,291" 


•^  =  0«>  85' 39,741" 
a  =  1^  ir  19,482" 


W 


(5) 


(6) 


(7) 
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Von  den'  beiden  Bestünmnngen  f&r  -0-,  DämUch  ans  sin  -^  nnd  ans  cos  -^r  ist 

in  diesem  Falle,  da  a  Idein  ist,  nnr  die  erste  scharf,  w&hrend  die  zweite  ans  GO8, 
nnr  als  snmmarische  Probe  benutzt  werden  kann. 


11,    Einzelformeln  für  a,  a  und  «*. 
Znr  Bestimmnng  von  a  allein  dient  die  Cosinnsformel  S.  164: 

CO8  (j  =  sinq)  8inq/  -^  eo8  (p  €08  qf  cosX  (8) 

Da  aber  in  unseren  F&Ilen  immer  a  klein  ist,  kann  man  nicht  geradezu  nach 
eoaa  rechnen;  indessen  kann  man  die  yorstehende  Formel  leicht  umformen,  indem 
man  setzt: 


cos  a  =  1  —  2  ain^  -s-    und    cos  X  =  1  ~ ! 


Damit  findet  man  leicht: 


8%n 


-ö^y  ^^      o      -^cosqxios  g)'  «n2  — 


w 


Man  rechnet  dann  mit  einem  Hilfswinkel  fi  ähnlich  wie  bei  der  Bestimmung 
einer  Hypotenuse  aus  zwei  Katheten: 

— 2 — 
tangii  = 


m  -s-  Vcos  (p  cos  qf 


2 

•   ^  —  <P  •    X  ,/ j 

sm  ^  ^  ,             «»»-«-  V«)«  op  CO«  op 

.    a                 2  oder      =        2   '^       ^       ^ 

^w      = : 

2           mn/i  eosti 

Unser  kleines  Normal-Beispiel  (1)  S.  888  giebt: 


logsin^—^^ 
logsin^-^TT. 


log  fang  fi 
top  «tu -ö- 


7.940  8418-6 
7.748  8693-8 


0.191 9725-8 
8.015  9282-7 


fi  =57*»  16' 11,981" 
-^=    0«»  85' 89,741" 


(10) 


a  =    1*»  11' 19,482" 
Auch  für  die  Azimute  a  und  a'  giebt  die  sphärische  Trigonometrie  unmittel- 
bare Losungen,  nämlich  nach  den  oofp-Formeln  von  S.  164: 

fang  €d' cos  w  ^   - 

cotga^  — ---—^ — -  —smqcotgX 


sinX 

cctg  {«>  ±  180«)  =  ^"1^^  _  sin  q>'  cotg  X 
stn  A 

Unser  grosses  Normal-Beispiel  (2)  giebt  hiefftr  folgende  Anwendung: 

g)  =  45«>0',       g)'  =  55O0',       X  =  W(y 

cotga  =  5,815  512  455  —  4,010  201 881  =  1,805  310  624 

log  cotg  a  =  0.256  5519-4  «  =  28*»  58'  58,808" 


(11) 
(12) 

(13) 
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Dagegen  giebt  das  Ideine  Nonnal-Beispiel  (1): 

<p  =  49«>30',        g)'  =  50«>30',        X  =  1<>0' 
cotg  a  =  45,142  3983  —  48,563  6286  =  1.578  7697 
log  cotg  a  =  0.198  3187-8  a  =  32«»  21'  1,290"  (13  a) 

Wenn  q>  nnd  qf  nahezn  gleich  sind,  nnd  X  klein  ist,  so  geben  die  Formeln 
(11)  nnd  (12)  keine  scharfen  Bestimmongen,  weil  dabei  eine  DifiEerens  zweier  nicht 
sehr  yerschiedener  Werte  auszurechnen  ist,  wie  (13  a)  mit  45,14) ...  —  48,56 . . .  dent- 
lich  zeigi 

Man  kann  noch  manche  andere  AnflOsnngs-Formen  für  die  Torgelegte  erste 
Aufgabe  I.  finden,  wie  sich  aus  der  Analogie  mit  der  zweiten  Aufgabe  IL  ergeben 
wird,  zu  der  wir  nun  übergehen. 


II.    Gegeben  <)p,  a,  a.    Gesnoht  q>\  X,  a'. 

IIa.    Auflösung  durch  die  Gausaschen  Gleichungen. 

Die  Anwendung  der  Gauss  sehen  bzw.  Neper  sehen  Gleichungen  yon  S.  165 
auf  unseren  Fall  giebt: 


tang 


.   90*>  — (p  +  (r   .    a 
JL      **** 2 ^^Y 


8%n- 


90° 


i ^T 


N 


sm 


OQo  —  y^  _ 


N 


sm- 


cos- 


iW 


tang 


o'  — X 


cos- 


90« 


0)  -+-<r  .    a 
TT- «w»-jr 


cos f cos-^ 


cos 


90°  — <p' 


Z' 


N' 


o'-X" 


sm- 


cos- 


Bei  unserem  kleinen  Normal-Beispiel  (1)  ist: 
Gegeben    g)  =  49O80'0"       a  =!<»  11' 19,482" 
Man  hat  also  zur  Anwendung  von  (14)  und  (15): 


2  '^^      2 

a  =  32°  21'  1,291" 


90°  — <pH-(r 


=  20°  50' 39,741" 


=  16°  10'  30,646" 


(16) 


90°  — <p  — a 


=  19°  39^  20,259" 


logZ'  8.9961858-3 
hgN     9.509  2708-3 


log  tang 


a'4-A 


I 


9.486  91500 


,      .   90° —  ( 
log  sm = — 


9.628  8096-8 


logZ' 
logN' 


log  tang  — s — 
90°  — (p' 


log  cos- 


2 


9.415  5449-8 
9.956  3857-0 


9.459  1592-8 
9.973  6708-5 
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2 


=  17«  8' 29,592" 
=  16<»  8' 29,592" 


90«— qp' 


=  19«  45' 0,000" 


d  =  33«  6'  59,184" 
X=    1«0'   0,000" 


90«-g)'  =  89«80'0,000" 
qp'  =  50«  80'  0,000" 


(15  a) 


Uh,  EmutVFormdn  für  q>\  a'  und  X. 
Zar  Beftmunnng  von  (p*  ans  go,  <t  and  a  hat  man  die  Cosinos-Formel  S.  164 
and  fttr  a!  and  X  hat  man  je  eine  der  Cotangenten-Formeln  (9)  S.  164  anzawenden. 
Man  erhilt  aaf  diesem  Wege  folgende  drei  AaflGsongen : 

W  =  MM  O)  /!/>«  /r  -4-  ana  an  am»  er  «vi«  <y  (^^) 

(17) 


«in  go'  =  8in(fico8a'\-ea8(f)8%nacosa 
coaacoaa  —  sma  lang  <p 
sina 


(18) 


co*^  a'  = 

^    -       cot^  (TC08CÖ  ^  simpeosa 

cotg  X  =  — ■ —. 

sma 

Zar  Anwendang  aaf  anser  kleines  Normal-Beispiel  haben  wir: 
Gegeben    g)  =  49«30'0",       a  =  1«  11' 19,482",        «  =  82«  21' 1,291" 
Die  Aosrechnong  nach  (16),  (17)  and  (18)  giebt: 

«m  qp'  =  0,760  2423  -h  0,011  3828  =  0,771  6246 
log8in(p'  =  9.887  4061  g)'  =  50«  80'  0,00" 

eotg  d  =  1,578  4299  —  0,045  8947  =  1,533  0352 
log  cotg  «'  =  0.185  5521  a'  =  83«  6'  9,19" 

^    .       31,297  9570-0,642  3847      30.655  5728 
8in  a  8tn  a 

log  cotg  X  =  1.758  0785  A  =  1 « 0'  0,00"  (19) 

An  diesen  drei  AaflGsangs-Formeln  ist  nichts  aaszasetzen;  sie  geben  q>'  o' 
and  X  einzeln  mit  gewöhnlicher  Schärfe.  Der  von  manchen  Bechnem  gescheate  mehr- 
&che  Übergang  von  den  Logarithmen  za  den  Zahlen  and  amgekehrt,  kann  nötigen- 
falls darch  Benfltzimg  von  Additions-  and  Sabtraktions-Logarithmen  yermieden  werden. 


II  e. 


Flg.  2. 
HUfswlnkel  i£  uod  m. 


Rechtwinklige  Pnjjektian  des  Nordpols  auf  die  Seite  a. 

In  Fig.  2.,  welche  etwas  anders  gesogen  ist 
ab  die  frühere  Fig.  1.,  aber  im  wesentlichen  das- 
selbe darstellt,  ist  von  dem  Nordpol  N  eine  Senk- 
rechte NFq  aaf  die  verlängerte  PF'  gefiUlt.  wo- 
darch  sowohl  die  Länge  m  dieser  Senkrechten  selbst^ 
als  aach  die  Länge  PFq  bestimmt  ist,  welche  wir 
mit  90«  —  M  bezeichnen  wollen. 

Da  nan  das  grosse  rechtwinklige  Dreieck 
PN  Pq  darch  ansere  gegebenen  qp  and  a  vollständig 
bestimmt  ist,  and  da  darch  Abtragen  von  PF*  =  a 
aaf  PPq  aach  der  Pankt  P',  and  damit  das  zweite 
kleinere  rechtwinklige  Dreieck  P*  NPq,  bestimmt 
ist,  sowie  aach  damit  das  schiefwinklige  Bestdreieck 
PF*  N,  ist  nan  ansere  ganze  Anfgabe  aaf  die  Be- 
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handlnng  zweier  rechtwinkliger  sphärischer  Dreiecke  znrflckgefQhrt,  weshalb  wir  die 
nötigen  Formeln  (die  man  auch  rein  goniometrisch  ans  den  Formeln  (16),  (17),  (18) 
herleiten  konnte)  sofort  in  der  zur  Rechnung  nötigen  Aufeinanderfolge  hier  hmrsetien. 
Znr  Bestimmung  Ton  M  nnd  m  hat  man: 

--  ain  ( 

tangM== 


C08m  = 


8m  q> 


oder 


eo8q>  eosa 

cosweosa 
eo8m  =  —     ,^ 
eo8  M 


8inM 
ain  m  =  ain  a  cos  q) 

Nachdem  so  M  nnd  m  bestimmt  nnd  versichert  sind,  hat  man  weiter: 

.  tangtn 

^  eas{M-hG) 

ain  (f'  =  cos  tn  ain  {M -^  a)        tang  go'  =  fang  {M  •^ü)eo8€C 

.   ^      sinasina^      sin a  ain  a 
atnA  = 


(20) 


(21) 
(22) 
(23) 


coacp  coaqf 

Die  Anwendung  auf  unser  kleines  Normal-Beispiel  mit  den  gegebenen  Werten 
<p,  a  und  a  nach  (1),  fOhrt  auf  die  Hilfswinkel: 

M^WIV  19,61"  in  =  20*»  20'  7,76" 

womit  die  Werte  qp',  a'  und  X  sich  wie  firtkher  ergeben. 


Flg.  3. 
Rechtwinklig«  Ooordinaten 


Ud.    Rechtwinklige  Coordinaten  x,  y  fitr  den  Punkt  P' 

In  Fig.  3.  ist  der  Meridian  PN  gerade 
gezogen,  und  durch  P*  P\  eine  Senkrechte  an- 
gedeutet, welche  Ton  P'  auf  den  Meridian  von 
P  gefUlt  wurde,  so  dass  die  rechtwinkligen 
sphärischen  Coordinaten  PPi  =  x  und  PiP*  =  y 
zur  Anschauung  kommen.  Diese  Werte  x  und  y 
sind  bestimmt  durch  die  Gleichungen: 

tcmg  X  =  tang  aooaa  (24) 

und  ain y  =i ain G ain a, tang ysz sin X tang a  (25) 

Mit  X  hat  man  auch  ()P  +  rc  und  90^  — 
{^•¥x)  die  Kathete  NPi  des  grossen  recht- 
winkligen Dreiecks  NPiP*,  welches  qf  und  X 
giebt,  nämlich: 


tang  X  = 


tangy 


und 


cos  (<p  ~  a) 
ain  q)'  =  ain  {qi  -h  x)  cos  y 
tang  q'  =  tang  (gD  -ha:)  coa 
Endlich  nach  dem  Sinussatze 


(26) 


^^^«nacos^  (28) 

Diese  einfache  und  naheliegende  Auflösung  cp/. l 

hat  Gauss  (in  Art.  16.  der  «Untersuchungen  über 
Gegenstände  der  höheren  Geodäsie,  erste  Abtei- 
lung, Gottingen  1843")  noch  Terfeinert,  erstens 


r 


^--^ 
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dadurch,  dass  der  kleine  Breiten-Unterschied  d  zwischen  den  Punkten  Pi  and  P'  ffOn 
sich  dargestellt  wnrde,  und  zweitens  dadurch,  dass  auch  die  Meridian-Konvergenz  ^ 
zwischen  P^  und  P*  und  ausserdem  der  sph&rische  Excess  a  des  rechtwinkligen  Drei- 
ecks PPiP'  heigezogen  wurde. 

Denkt  man  sich  diese  drei  kleinen  Werte  ö^  yi  und  a  hestimmt,  so  ist  die 
Breite  hestimmt  durch: 

(90<»  -  g/)  —  (90O  —  (g)  H- 0?))  =  « 

<jp' =<]P-Ha;— Ä  (29) 

femer  fflr  die  Azimute: 

«'  —  yi -»-1^  =  90*^    ^nd    a-+-|5  =  90OH-« 
woraus:  o'  — a  =  yi— e  (30) 

Um  den  sphärischen  Excess  a  zu  hestimmen,  hahen  wir  die  schon  in  §  44. 
S.  245  henützte  Entwicklung: 

cotg  a  cotg  |5  =  co«a  =  l— -2  sirfi  -^ 

eos  a  cos  ß  =  sin  a  sin  ß  —  2  sin  a  sin  ß  sin'^  -^ 

cos^a-hß)  =  —  sins  =  —  2  sin  a  sin  ß  sin^  -^ 

u 

sms^  2sma  — —  str^  -^ 
stna         2 

sins  =z  tang  -^sinxsina  (31) 

Für  yi  hat  man  aus  dem  rechtwinkligen  Dreieck  NPiP': 

tang  /j  =  tang  {qf-^x)stny  =  tang  (g)  -{-  x)  sin  asina  (32) 

Um  auch  noch  6  zu  hestimmen,  hat  man  zunächst  nach  (29): 
«n  d  ==  «in  ((g)  -h  «)  --  (p')  ==  «tn  (g)  -h  ob)  CM  <p'  —  otw  (g)  -h  «)  sin  ip' 
=  cos  (q) -h  x)  cos  qf  {tang  (g)  -h  «)  —  tang  g)') 
Es  ist  aher  in  dem  rechtwinkligen  Dreieck  N  P^P^x 

tangqf  =i  tang {<p-^x) cos X  =  *an^ (g) -h  a?)  |l  — 2«n2— j 

und  damit  wird: 

m  d  =  2  «in  (g) -|- 05)  CO«  g)' «in2 -^ 

Wenn  man  hier  noch  yi  nach  (82)  zuzieht  und  cosa^  sinX  =  siny  herflcksich- 

tigt,  so  erhält  man: 

X 
«in  d  =  CO«  (g)  -h  «)  tang  -^  tang  yi  (33) 

Der  Gang  der  Rechnung  ist  nun  folgender: 

Man  hestimmt  x  und  y  sowie  auch  X  wie  im  einÜMhen  Fall,  nach  (24),  (25),  (26), 
dann  folgen  e  und  yi  nach  (31)  und  (82)  und  d  nach  (38),  worauf  man  g)'  und  a' 
nach  (29)  und  (80)  zusammensetzen  kann. 
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Die  Anwendung  auf  unser  kleines  Normal-Beispiel  gestaltet  sich  so: 
Gegeben        g?  =  49*»  30'  0"        a  =  1*»  11'  19,482"        a  =  32<>  21'  1,291" 
Nach  (24),  (25),  (26)  findet  man: 

«  =  1  «>  0'  15,420"        y  =  0«»  38'  9,813" 
Die  Formeln  (81),  (32),  (33)  Uefem: 

«  =  0«>  0*  20,0687"        ri  =  0**  46'  17,9616" 
nnd  nnn  setst  man  so  zusammen: 
yi=    0«>  46' 17,9616" 
e  =    0^   0' 20,0687" 


x  = 

10 

0'  0,000" 

ö  = 

=  0« 

'  0*  15,4199" 

X  = 

1*^ 
oo 

0'  15,420" 
0'  15,420" 

y^e  =    0<'45'57,8929"  =  a'  — a,         ä  — Ö  =    1«>   0'   0,000" 
a  =82^21'    1,291"  (p  =49«>30'   0,000" 


«'  =  33*»   6' 58,184"  qp'  =  50*'30'    0,000" 

Der  Vorteil  dieser  Berechnung  im  Vergleich  mit  allen  früher  beschriebenen 
besteht  darin,  wenn  <t  selbst  klein  ist  (was  hier  immer  der  Fall  ist),  dass  dann  auch 
alle  andern,  die  Endergebnisse  beeinflussenden  QrOssen  x,  y,  y\,  e  selbst  Mein  sind, 
und  daher  aus  sin  oder  fang  sich  sehr  scharf  berechnen  lassen. 

Man  kann  durch  diese  verfeinerten  Formeln  in  Hinsicht  auf  Bechensch&rfe,  mit 
einer  gewöhnlichen  7  stelligen  Logarithmentafel  nahe  dasselbe  erreichen,  wozu  man 
mit  den  früheren  Formeln  nahezu  10  stellige  Logarithmen  braucht. 

Bemerkungen  sur  Meriäian-Konvergene. 

Nachdem  schon  am  Schlüsse  von  §  45.  S.  256—257  zur  Wort-Erklftrung  und 
zur  sachlichen  Begriffsbestimmung  der  «Meridian-Konvergenz*  das  Notigste  gesagt 
worden  ist,  können  wir  noch  mit  beistehender  Fig.  3.  einiges  zufügen: 

Die  Meridian-Konvergenz  o'  —  a  ist  gleich  dem 
sphärischen  Ezcesse  y  des  Vierecks  ABF'  P  Fig.  3.,  denn  ^^  '• 

da  dieses  Viereck  bei  A  und  B  rechte  Winkel  hat,  besteht  *    ^*^  ^nj«rgen«. 

die  Gleichung:  .      ^ 

90«>  H-  90O  H-  (180O  —  a)  -h  «'  -  860«>  =  y  

d.  h.    o'  —  «  =  y  (a) 

Bezeichnet  man  femer  mit  s  den  sphärischen  Excess 
des  Dreiecks  PF'  N,  welches  bei  N  den  Längen-Unter- 
schied X  enthält,  so  hat  man: 

X-\.a^  (180«>  —  «')  -  180«»  =  s 
d.  h. :      Ä.  =  («'  —  «)-!-«    oder    et'  —  «  =  X  —  e  (b) 

Das  letzte  ist  auch  unmittelbar  klar,  indem  X  der 
Excess  des  ganzen  Dreiecks  AB N  sein  mnss. 

Diese  beiden  Gleichungen  (a)  und  (b)  sind  sphärisch  streng  richtig. 

Wenn  die  beiden  Punkte  P  und  P'  auf  gleichen  Breiten  qp  und  qo'  liegen,  so 
ist  der  Winkel,  den  die  Meridian-Tangenten  von  P  und  P'  oben  in  der  Erdaxe 
einschliessen,  genau  gleich  Xsinq),  wie  man  aus  Fig.  1.  §61.  alsbald  entnehmen 
kann;  und  das  kann  man  auch  so  aussprechen,  dass  Xsinqt  gleich  dem  sphärischen 
Excess  des  Vierecks  -4  P  P'  P  ist,  wenn  qD  =  g)'  und  wenn  PP'  nicht  als  Qross- 
kreisbogen  der  Engel,  sondern  als  Poroi/eZkreisbogen,  parallel  dem  Äquator  AB  auf- 
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gefasst  wird.  Das  Viereck  hat  dann  4  Winkel,  welche  alle  =90^  sind,  aber  der 
Parallelkreisbogen  TP*  hat  dann  eine  geod&tische  Erfimmnng  =  A^mcp,  welche  bei 
der  Kegelabwicklong  sich  anch  in  der  Ebene  darstellen  l&sst. 

Im  gewohnlichen  Sinne  ist  dieses  X««n<p  aber  dorchaos  nicht  die  genane 
Meridian-Konvergenz  a  —  ce'  für  zwei  Punkte  nnter  gleichen  Breiten  (p'  =  <p,  denn 
dazu  müsste  'P  P*  ein  Grosskreisbogen  sein. 

Was  in  diesem  Falle  d  —  a  wird,  das  Iftsst  sich  ans  der  Gleichung  (5)  S.  339 
leicht  entnehmen,  diese  giebt  für  qp'  =  (p  den  Wert 

Uxng  — g —  =  iang  -g-  «tnqp  (c) 

Das  kann  man  anch  anmittelbar  begründen,  wenn  man  in  Fig.  1.  S.  388  <p'  =  <p 

nimmt  und  bei  N  den  Halbiomngsbogen  für-^  rechtwinklig  auf  PP'  rieht 

Die  Gleichung  (c)  giebt  allerdings  in  erster  N&herong  ce'~  a  =  A  «tn  <p,  wie  immer 
in  erster  N&herong,  aber  streng  gilt  dieses  Astn<p  nur  für  zwei  Meridiantangenten 
nnter  den  gleichen  Breiten  <)p'  =  <p. 

Um  diese  Begriffe  auch  sofort  für  die  sp&teren  Berechnungen  mit  der  geo- 
dätischen Linie  festzustellen,  müssen  wir  nun  im  Anschlnss  an  Fig.  1.  sagen:  Unter 
Meridian-Konvergenz  zwischen  zwei  Punkten  P  und  P'  verstehen  wir  die  Differenz  der 
Azimute  a  und  ce',  welche  der  verbindenden  geodätischen  Linie  PP'  m  P  und  P' 
in  dem  Sinne  von  Fig.  3.  zukommen. 

Indessen  eine  absolut  im  Sprachgebrauch  der  Geodäsie  feststehende  Definition 
ist  auch  dieses  nicht;  wir  werden  später  finden,  dass  Gauss  in  seiner  konformen 
Projektion  der  Hannoverschen  Landesaufnahme  mit  dem  Worte  Meridian-Konvergenz 
wieder  etwas  anderes  bezeichnet  hat,  was  zwar  in  erster  Näherung  mit  dem  Gesagten 
übereinstimmt,  aber  in  aller  Strenge  gar  nicht  ohne  jene  besondere  Projektionsart 
definiert  werden  kann. 

Wenn  nichts  Besonderes  bemerkt  ist,  werden  wir  das  Wort  Meridian-Konvergenz 
in  dem  Sinne  von  a'  ~  a  nach  Fig.  3.  S.  845  für  PP*  als  geodätische  Linie  anwenden. 

Damit  kann  man  auch  den  Satz  bilden,  dass  der  sphärische  bzw.  sphäroidische, 
Excess  eines  geodätischen  Dreiecks  gleich  der  algebraischen  Summe  der  drei  zuge- 
hörigen Meridian-Konvergenzen  ist. 

§  61.    Differential-OIeichangeu  des  sphärischen  Polar-Dreieeks. 

Die  geschlossenen  Formeln  der  sphärischen  Trigonometrie,  welche  wir  im  vorigen 
§  60.  behandelt  haben,  erfüllen  nicht  alle  Bedürfnisse;  es  ist  in  vielen  Fällen  nützlich, 
geschlossene  Formeln  in  Reihen  aufzulösen,  und  der  erste  Schritt  hiezu  ist  die  Auf- 
stellung von  Differential-Formeln. 

Wir  betrachten  in  Fig.  1.  S.  347  das  schon  früher  benützte  sphärische  Dreieck 
PP' A^,  jedoch  nehmen  wir  nun  an,  dass  die  Entfernung  PP' der  beiden  betrachteten 
Funkte  sehr  \Um  =  ds  werde,  wodurch  auch  alle  anderen  Differenzen  go' —  %  oi —  a,  X 
klein  werden,  was  wir  in  Fig.  1.  und  Fig.  2.  durch  Differential-Zeichen  (2<p,  da  u.  s.  w. 
angedeutet  haben. 

Wir  betrachten  in  Fig.  1.  eine  Kugel  mit  zwei  Punkten  Pund  P,  deren  Ent- 
fernung PP  =  ds  klein  ist.  Die  Breiten  dieser  Punkte  seien  bzw.  (jp  und  qp  +  dip, 
so  dass  die  kleine  Breiten-Differenz  A  (p  zwischen  den   Parallelkreisen  von  P  und  P' 
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erscheint.  Durch  die  beiden  Meridiane  NP  und  NF*  kommt  anch  der  Längen* 
unterschied  dX  zum  Ausdruck  und  werden  die  Azimute  des  Bogens  ds  m  Pund  in  F' 
bestimmt»  diese  Azimute  seien  bzw.  a  und  a-^-da, 

Fig.  2 
Besonderer  Teil  tob  Fig.  1. 


Man  kann  nun  auf  die  beiden  Punkte  Pund  P'  mit  ihren  Breiten  gp,  ^  +  dcp, 
Azimuten  o,  a  +  d  a  und  ihrer  Entfernung  d  a  und  dem  L&ngenunterschied  <2  A  die 
allgemeinen  Gaussschen  Formeln  (3)  §  60.  S.  339   anwenden;  und  wenn  man  dabei, 

im  Sinne  der  Differential-Bechnung,  sin  -^  =  -^-,   cos  -^  =  1  setzt  u.  s.  w.,  so  geben 

die  drei  ersten  jener  Gleichungen  (3)  §  60.  S.  339  folgendes : 

d(5  9ina  —  dXco8^  (1) 

dacosa^d^i  (2) 

da^dXsintp  (3) 

Dieses  sind  die  sehr  wichtigen  Differential-Gleichungen  des  sphärisch-geodä- 
tischen Polar-Dreiecks. 

Man  kann  diese  Gleichungen  (1),  (2),  (3)  anch  leicht  geometrisch  in  Fig.  1. 
nachweisen,  wozu  zuerst  das  kleine,  als  rechtwinklig  eben  zu  behandelnde  Dreieck 
PiPP',  welches  in  Fig.  2.  besonders  herausgezeichnet  ist,  dient.  Dasselbe  giebt 
mit  rda  ^  ds\ 

d8sina  =  PiP'  (la) 

i«co«a=PPi  (2a) 

Diese  Gleichungen  sind  entsprechend  (1)  und  (2),  woza  für  (2a)  nur  einzusehen 
ist,  dass  PPi  ein  Meridianbogen  =  rd(p  ftlr  den  Halbmeser  r  oder  kurz  =  d g)  für 
den  Halbmesser  1  ist.    Sodann  f&r  (la)  hat  man  den  Parallelkreis-Halbmesser  jo  =r  cos  go 
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zu  betrachten  (bzw.  =  r  cos  ((p -^  d  (p),  welcher  mit  r  =  1  und  für  den  Lftngen-Ünter- 
schied  d X  den  Parallelkreis-Bogen  P} P'  =  dXcosqt  giebt 

Während  die  zwei  ersten  Gleichungen  (1)  and  (2)  sich  geradezu  ans  dem  kleinen 
rechtwinkligen  Dreieck  PP|  P'  geometrisch  herleiten  lassen,  ist  zur  geometrischen 
BegrQndnng  der  dritten  Gleichung  (3)  die  Betrachtung  der  Meridian-Tangenten  PS 
und  PS  nötig.  Insofern  PFi  unendlich  klein  ist,  schneiden  sich  diese  beiden  Tan- 
genten in  einem  Paukte  8  der  Erdaze  und  bilden  dort  den  Winkel  d  o,  wie  aus  dem 
geradlinigen  Dreiecke  SPP*  folgt. 

In  dem  langen  gleichschenkligen  Dreiecke  Pj  P'S  hat  man 

,        PiP 

Hier  ist,  wie  schon  erwähnt,  der  Parallelbogen  PiP  =  rco9go<2A  und  die 
Tangentenlänge  Pj  S  findet  sich  =  r  cotg  qp ;  es  ist  also : 

da= ^ — =:dX8%nq>  (3a) 

r  cotg  q>  ^ 

womit  die  Gleichung  (8)  begründet  ist 

Die  Meridian-Konvergenz  da  ist  die  Differenz  der  Azimute  des  Grosskreis- 
Bogens  PP'  in  P  und  in  P',  d.  h.  in  der  besonders  herausgezeichneten  Fig.  2.  ist: 

(?«  =  «'— a  (4) 

wobei  tt'  sowohl  =  PP*^  als  auch  =  NP'P"  ist,  indem  die  beiden  mit  o'  bezeich- 
neten Schnittwinkel  in  P'  für  einen  Grosskreis-Bogen  PP^P"  gleich  sind. 

Nachdem  wir  so  die  wichtigen  Differential-Grundformeln  nach  allen  Beziehungen 
erörtert  haben,  wollen  wir  auch  noch  eine  praktische  Anwendung  derselben  machen. 

Wenn   man  die  Differential-Formeln  (1),  (2),  (3)  auf  endliche  Differenzen  an- 
wendet und  dabei  statt  der  allgemeinen  Werte  <p  und  a  die  Mittelwerte  <po  und  Oq 
setzt»  so  hat  man  aus  (1),  (2),  (3): 
qp4-<p' 


2 


=  <Po  (7  «m  cco  =  A  00«  (po  (^) 


«  -hg'  _  0"  CO«  «0  =  ¥ —  ^  (^) 

2  ^  «'— a  =  A«tn<]Po  (7) 

Dieses  sind  wieder  dieselben  Gleichungen  wie  (2)— (3)  §  56.  S.  312. 
Aus  (5)  und  (6)  findet  man: 

X  cos  (JPq  ,o. 

t««^«o  =  -^^'J<»  (8) 

^^Xco^   oder    = -^^^  (9) 

8%n<XQ  cosccq 

Man  kann  auch  unmittelbar  a  durch  Quadrieren  und  Addieren  von  (5)  und  (6) 
finden : 

a  =  y(()p'—  ()p)2  4-  (X  008  «0)2  (10) 

Nachdem  ct'-h  a  =  2  oq  aus   (8)  und  {a'^  a)  aus  (7)  berechnet  sind,  hat  man 
auch  c^  und  a. 

Wir  wollen  diese  Näherungs-Formeln   auf  unser  kleines  sphärisches  Normal- 
Beispiel  anwenden: 

(Segeben        cp  =  49«>  30'      g)'=  50«>  30'      X  =  r  0*  =  3600" 
(Po  =  50*»  0'      g/—  (p  =  1  °  0'  =  8600". 
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Ans  (8)  findet  man :  «o  =  32*»  4^  56,67"  (U) 

IT 


Ans  (7)  findet  man:    ^— =    0^22*  58,88"  (12) 


a  =  38o   6' 55,55"  (13) 

a  =  32«>  20*  57,79"  (14) 

Ans  (10)  findet  man:  a  =  4279,57"=  1<>  11'  19,57"  (15) 

Die  im  vorigen  §  60.  mehrfach  berechneten  genaueren  Werte  sind: 

tt'  =  380  6'59,19"    ,    a  =  32«>21'l,29"    ,    (7=  1*»  11' 19,48"  (16) 

Bei  a  betrftgt  der  Fehler  des  Nähemngswertes  (15)  nnr  0,09".    Die  bequemen 

Nfthenmgsformeln  (5) — (10)  sind  zu  manchen  Berechnungen  unmittelbar  zu  brauchen, 

z.  B.  in  der  Kartographie  und  überhaupt  in  Fällen,  wo  es  nicht  auf  äusserste  Schärfe 

ankommt. 

Indessen  werden  wir  nun  zur  Aufstellung  genauerer  Formeln  dieser  Art  übergehen. 

§  62.    Beihen-Entwieklangen  mit  der  Hittelbreite. 

Wir  nehmen  die  Gauss  sehen  Gleichungen  (3)  §  60.  S.  339  nochmals  Yor;  wir 
wollen  jedoch  die  Bezeichnungen  nun  ein  wenig  anders  wählen,  nämlich  nach  An- 
deutung Yon  untenstehender  Fig.  1. 

Breiten:  <pi  und  <JP2      »      <P8 ^  ^i  _  ^    ^    (f>2  —  <Pi  —  ß  •    (1) 

Azimute:  «i  und  (X2     ,      -^^ — -  =  a    ,    a2  —  «i  =  y  (2) 

Längen-Unterschied:  X  (3) 

y erbindungs-Bogen :  a  (4) 

Damit  werden  die  Gleichungen  (3)  §  60  S.  339 :  Fig.  i. 

sin-ö^«ina=:8in-^e08q)  (5)  N 

nn-^C08a=::8m^C08'^  (6)  Ma 

CM  "ö"  Ml» -^  =  Sin  „  sm  <jp  (7)  /     \ 

C08^C08^=:eOS-^C08^  (8)  /  \ 

Wir  nehmen  zuerst  (5)  und  (6),  welche  entwickelt  / 

geben :  / 

(f-w)""«-!?-«)"'»            / 
(f-S)-«-(l-S)('-i')       «-./ 

Kürzer  geschrieben:  f^^     / 

.™.(i— ^)=i«»,(i-g)       (9)   '  ■'7   y 
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Hier  kann  man  in  den  Eorrektionsgliedem  als  erste  Nftherang  setsen: 

(T^z=ßi-hX^C08^(p  (11) 

Wenn  man  dieses  in  (9)  und  (10)  links  einsetzt,  und  dann  nach  asina  und 
aeosa  auflöst  und  ordnet,  so  findet  man: 

a8ina  =  Xco8(p\l-h^ 24     J  (^^^ 

«/-       ^2       X^C08^W\  ,-^, 

(yco5«  =  i5^1---g-H g— ^j  (13) 

Durch  Division  dieser  zwei  Gleichungen  findet  man  Umga,  und  dann  a  aus 
jeder  einzeln.  Man  kann  jedoch  auch  (12)  und  (13)  quadrieren  und  addieren,  und 
damit  eine  unmittelbare  Formel  fQr  (ß  finden,  nämlich: 

(7«  =  /J2  4-;L««w2<)()4-^(-3i52X2  +  2|?2;i2co«8<)()  — X4cos2<pw«»g))      (14) 

oder  (T  =  VWTJ2^2  g,  ^1  _  L_  ^  -  1252-^ 2f^)        ^^^^^ 

Man  kann  diese  Formel  auch  leicht  aus  (9)  §  60.  S.  348  herleiten. 

Um  auch  die  Meridian-Eonvergenz  zu  erhalten,  bilden  wir  zunächst  aus  (7)  und  (8) 

durch  Division: 

cos  ^ 
Dieses  ebenso  wie  das  frühere  entwickelt,  giebt: 

y       ys        .        2  "^24      sinw  f.       X8\ /,       ßi\ 
T^l4  =  ^^^T7^  =  --2-(^-^12)tl^lj 
8 


Erste  Näherung    y  =  X  ww  gp,  also  y»  =  ^3  wn»  gp  -h . . . 


15) 


In  diesen  Formeln  ist  nach  analytischem  Masse  gerechnet,  und  wenn  man  die 
kleinen  Winkel  in  Sekunden  haben  will,  muss  man  alle  quadratischen  Glieder  in  den 
Klammem  durch  q^  dividieren.  Dieses  giebt  für  (12),  (13)  und  (15)  die  folgenden 
Gebrauchsformeln : 

.«n«  =  X«>«,(l-.^_^^|2')  (16) 

(rco.«  =  ^(l-g^3  +  -2^-^J  (17) 

a8-ai  =  y  =  X^ng)^l4-i^,4-^J2^j  (18) 

Durch  Division  von  (16)  und  (17)  findet  man  auch: 

tanga  =  -j^[l^^^^^  (19) 
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Zo^^=  7.990  9385      (20) 


Die  konstanten  Co6fficienten  zn  den  vorstehenden  Formeln  sind 

%gL  =  8.4680597        Zoj,  j^  =  8.291 9685        log^^ 

Man   kann  die  vorstehenden  Formeln  (17),  (18),  (19)  auch  logarithmisch  an 
wenden,  n&mlich  in  dieser  Form: 


log  a  sin  a  =  log  X  eo8  g)  + 


24^2 


log  aco8  a  =  log  ß—  ^X^  - 


24  Q^ 


24^2 


log  y  =  logX  sin  q>  • 


^A^-^TJf^r.X^cos^(p 


(21) 
(22) 
(23) 


8^2     "^12^2 
Man  braucht  dann  statt  (20)  folgende  Eonstanten  für  7.  Logar.-Stelle : 

%g^  =  5-105 8441        %^^  =  4-929 7528        % ^T^  =  4-628 7228    (24) 

Wir  wollen  dieses  Rechen- Verfahren  anf  unser  kleines  Normalbeispiel  (1)  §  60 
S.  338  anwenden  und  zwar  zuerst  mit  den  Formeln  (16),  (17),  (18). 

Gegeben        (p,  =  49<>  30*      qpg  =  50*>  30'  X  =  1°  0' 

also  (j)  =  50<>   0'       ß  =  l«»  0'=  3600"       X  =  8600" 

Die  Rechnung  nach  (16),  (17),  (18)  giebt: 
Xcos(p  =  2314,0352"  ß  =  3600,0000" 

-h  0,0294  —  0,1371 

—  0,0172  -h  0,0189 


<7  sin  a  =  2814,0474"  GC08a==  3599,8818" 


a=?^4^  =  82°44'   0,2385" 
-|-  =  ?2^-?i=    0^22' 58,9470" 


X«n(jD  =  2757,7600" 
H-  0,1050 
-h  0,0289 

y  =  2757,8939" 
y  =  0*»  45' 57,8989" 


<T  =  4279,4819" 
(7=1°  11' 19,4819" 


«2=38°  6' 59,1855" 
a,  =  820  21'    1,2915" 
Ausserdem   kann   man  auch  die  logarithmischen  Formeln   (21),  (22),  (28)  an- 
wenden, wobei  man  dasselbe,  wie  soeben,  nur  in  anderer  Form,  bekommt,  n&mlich: 


log  X  cos  (p 


logasina 


8.3643700-0 
H-551 
—  32-3 


logß 


3.364  3722-8      log  a  cos  a 


8.556  80250      logXsin(fi 
— 165-4 
H-   22-8 


3.556  2882-4 


logy 


3.440  5564-7 
4-  165-4 
4-   45-5 


3.440  5775-6 


Wenn  man  damit  weiter  rechnet,  so  bekommt  man   dieselben  Werte  et,  a,  y 
u.  s.  w.  wie  vorhin. 

Wenn  man  etwa  a  selbst  nicht  braucht,  so  rechnet  man  tanga  geradezu  aus 
der  Formel  (19),  welche  in  unserem  Falle  giebt: 

logtanga  =  9.808  0675-0  4-  165-4  =  9.808  0840-4. 

Dieses  stimmt,  wie  es  sein  soll,  mit  der  Differenz  von  logasina  und  log a cos a. 
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Wir  haben  auch  noch  die  Formel  (14  a)  auf  das  kleine  Normalbeispiel  mit 
j5=:l**,  X=l®,  (jD  =  50®  angewendet  und  gefanden: 

a  =  4279,5747"— 0.1153"—  0,0093" -h  0,0318"=  4279,4819"=  1«»  11'  19,4819" 

Meui  kann  auch  hier  die  Eorrektionsglieder  in  logarithmischer  Form  berechnen. 

ümkehrtmg  der  Formeln, 

Man  kann  die  Formeln  (16),  (17),  (18)  nicht  bloss  znr  Bestimmung  von  c,  «i,  €C^ 
bei  gegebenem  gpi,  (p2>  ^  anwenden,  sondern  auch  umgekehrt  dazu,  um  bei  gegebenen 
gpi,  (T,  ai  die  fehlenden  (p^,  X,  cl^  tji  berechnen.  Allerdings  geht  dieses  nur  auf  in- 
direktem Wege,  indem  Näherungs- Werte  der  Unbekannten  benützt  und  allmählich 
Terbessert  werden. 

Auch  sind  dann  einige  Umformungen  von  (16),  (17),  (18)  Torzunehmen;  wir 
bilden  zuerst  durch  Division  von  (16)  und  (18): 

In  den  Eorrektionsgliedem  gilt  aber  die  erste  Näherung 

<72  =  ^  4-  X2  CO»«  qp 
und  damit  giebt  das  vorstehende: 

y  =  (r^«ean^g)^l  +  j272  +  -24^2^j  (25) 

(17)  und  (16)  geben  umgestellt: 

^  =  a«„«(l  +  g^,— 24^]  (26) 

Man  kann  diese  Gleichungen  auch  in  logarithmischer  Form  anwenden,  ähnlich 
wie  (21),  (22),  (23),  was  wir  aber  hier  nicht  mehr  besonders  schreiben  wollen. 

Zu  einer  Zahlen-Anwendung  wollen  wir  von  unserem  kleinen  Normalbeispiel 
(1)  §  60.  S.  338  annehmen: 

Gegeben      qpi  =  49«»  30'  0"    ,    a  =  1<>  11'  19,482"    ,    «j  =  32«»  21'  1,291"      (28) 

Für  <)02  und  X  habe  man  von  irgend  wo  her,  z.  B.  von  einer  topographischen 
Karte,  die  Näherungswerte: 

((P2)  =  50°30'10"     ,    ;i  =  10  0' 10"=  3610"  (29) 

Nun  nimmt  man  aus  (pi  und  (g)2)  den  genäherten  Mittelwert  ((p)  =  50®  0*  5" 
und  rechnet  mit  (A.)  =  3610",  erstmals  genähert  (y)  =  Q)  sin  (qp)  =  2765,48" 
=  0^46' 5,48";  davon  die  Hälfte  zu  «j  nach  (28)  addiert,  giebt  die  erste  Näherung 
fftra:  (tt)  =  32044' 4". 

Nun  rechnet  man  mit  ((Jd)  =  öO^O' 5"  und  («)  =  320  44'4"  und  mit  dem 
genau  gegebenen  a  =  4279,482"  die  Hauptglieder  der  Formeln  (25),  (26),  (27)  aus» 
und  erhält: 

(y)  =  2757,93"  {ß)  =  3599,76"  [X)  =  3600,14"  (30) 

=  00  45' 57,93" 
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Mit  diesem  (y)  bildet  man  ein  neues 

(a)  =  «14-^^  =  820  44»  0,25"  (31) 

Nun  sind  die  Näherungen  (ß)  und  (A)  in  (80)  jedenfalls  Tollauf  genügend  zur 
Berechnung  der  Korrektions-Glieder  in  (25),  (26),  (27),  und  für  die  Haupt-Glieder  hat 
man  ausser  dem  gegebenen  a  die  bereits  sehr  gute  Näherung  (81),  weshalb  man  die 
Ausrechnung  nach  (25),  (26),  (27)  bereits  fiast  endgiltig  machen  kann.  Wenn  hiebei 
y  und  ß  nicht  YGUig  übereinstimmend  erhalten  werden  mit  den  in  beiden  Haupt- 
gliedern  asinatangip  und  atosa  benützten  Werten  y  und  ß,  so  mnss  man  die 
Bechnung  mit  yerbesserten  a  und  q>  so  lange  wiederholen,  bis  yollige  Übereinstim- 
mung stattfindet. 

Andere  Form  der  Korrektiona-Glieder. 

Da  in  den  Haupt-Gliedern  nur  a  und  (f,  aber  nicht  X  Torkommt,  kann  man 
die  allmähliche  Verbesserung  der  Näherungswerte  auf  diese  zwei  Elemente,  bezw.  auf 
y  und  ßt  beschränken;  allerdings  bei  der  ersten  Näherung  wird  man  X  nicht  ent- 
behren können,  weil  eine  erste  Näherung  für  y  wohl  kaum  anders  als  durch  k  sinq) 
zu  erhalten  sein  wird;  hat  man  aber  einmal  eine  solche  erste  Näherung  für  y,  so 
führt  man  diese  auch  möglichst  unmittelbar  in  die  Korrektions-Glieder  ein.  Dieses 
geschieht  durch  die  Näherungs-Gleichungen: 

a2  =  |5^  4-  A2  co«2  (jp    ,    y^  =  X^8in^(p  \ 
also  auch  a«  -h  y«  =  i^  -h  il«  I  ^^^^ 

Damit  schreibt  man  die  Gleichungen  (26)  und  (25)  für  unseren  neuen  Zweck  so : 
ß  =  acosa(l  +  J^  +  :^^'j  (33) 

r  =  a sinatang qp  (l  +  j^^ -l- ^1^-^)  (84) 

oder  auch  in  logarithmischer  Form,  ähnlich  wie  (21),  (22),  (23). 

Diese  Gleichungen  (88)  und  (84)  geben  nun  eine  indirekte  Auflösung  für  (p^ 
und  «2  ^^-  ^^^  ß  "D^  y»  ähnlich  wie  dieses  schon  bei  (25),  (26),  (27)  gezeigt  wurde  ; 
die  dritte  Grosse  X  kommt  bei  (33)  und  (84)  nur  in  einem  Eorrektions-Gliede  vor 
und  wird,  nachdem  ß  und  y  gefunden  sind,  endgiltig  durch  die  frühere  Gleichung  (27) 
bestimmt. 

Dm  In  vorstehendem  beBchrlebene  indirekte  Bereohnang8*Yerfabren  Ist  sehr  genan,  dasselbe 
Ist  anch  (gegen  erstes  Vermuten)  sehr  beqnem. 

Gauss  selbst  sagt  hierüber  in  Art.  20.  der  Vntersnchnngen  über  Gegenstände  der  höheren 
Geodäsie  zweite  Abhandlung:  .Die  Bequemlichkeit  dieses  Verfahrens  wird  allerdings  erst  dann  in 
'  ihrer  vollen  Grösse  fühlbar,  wenn  man  sich  die  Hilfen  des  kleinen  Mechanismus  bei  Handhabung 
derartiger  Methoden  zu  eigen  gemacht  hat.  Ich  begnüge  mich,  hier  nur  anzudeuten,  dass,  was  wie 
eine  mehrfache  Rechnung  erscheint,  nicht  in  der  Form  von  mehreren  getrennten  Rechnungen, 
sondern  wie  eine  einzige  geschrieben  werden  soll,  indem  man  bei  Jeder  neuen  Überarbeitung  nur 
die  letzten  Ziffern  ergänzt  oder  verbessert.  Jedenfalls  braucht  man  immer  nur  die  letzte  Rechnung 
aufzubewahren,  und  gerade  darin  besteht  ein  grosser  Vorteil,  zumal  bei  Messungen  von  bedeutendem 
Umfang,  dass  man  dann  den  ganzen  wesentlichen  Kern  der  Berechnung  für  alle  Dreiecksselten  im 
möglichst  kleinen  Räume  und  in  der  übersichtlichsten  zu  beliebiger  Prüfung  der  Richtigkeit  geeig- 
neten Form  besitzt" 

Jordan,  Handb.  d.  Vermessungsknnde.    4.  Aufl.    III.  Bd.  23 
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%  63.    Weiter-Entwicklung  bis  zur  5.  Ordnung. 

(Bezelohnongen  n%eb.  Flg.  1.  B.  849.) 

Man  kann  die  vorstehenden  Entwicklangen,  welche  hie  zur  3.  Ordnung,  d.  h. 
his  ZQ  Gliedern  ß^,  X^  u.  s.  w.  gehen,  noch  nm  eine  Stufe  weiter,  d.  h.  hie  ß^,  X'^ 
XL  8.  w.  treiben.  Allerdings  hat  das  keinen  unmittelbar  praktischen  Zweck,  denn  die 
Formeln  werden  dadurch  so  utnständlich,  dass  man  rorziehen  müsste,  nach  den  strengen 
geschlossenen  Formeln  der  sphärischen  Trigonometrie  zu  rechnen;  indessen  bietet  die 
Entwicklung  der  Glieder  5.  Ordnung  das  beste  Mittel  zur  Gewinnung  eines  Urteils 
Aber  die  Grenzen  der  Anwendung  der  abgekfirzten  Formeln,  und  diese  sphärischen 
Glieder  5.  Ordnung  werden  auch  später  bei  der  analogen  sphäroidischen  Aufgabe  Ton 
Bedeutung  sein. 

Wir  nehmen  nun  von  den  strengen  Gauss  sehen  Gleichungen  (5)~(8)  §  62. 
8.  349  nochmals  zunächst  die  zwei  ersten  vor: 

.    a    .  .    X 

stn -^  sin  a  =  stn -^  cos  (p  (1) 

stn  Y  co^  ^  =  ^^^  ^  cos -n  (2) 


Diese  entwickeln  wir  nun  bis  zur  5.  Ordnung  (vgl.  8.  172): 

(t-48-^384öJ****«=(2-48^384öJ^^^^ 


(3) 


lo      o^       cjM  Iß      ß^        ß^\(,       X^       X^\ 

Um  diese  Gleichungen  nach  asintx  und  acosa  aufrolGsen,  denken  wir  uns 
links  abgesondert: 

Ti^-24"^i92öj  =  ^~*'    ^•^-    *=24""T92Ö 

1  (t2         7(t4 

Hier  ist  nach  (14)  §  62.  S.  350: 

^      ^      OD      •         ß^^^      X^  siffi  cp  cos^  w      ß^X^      ^  ,^. 

o«  =  j^  H-  X«  C05«  qp  —  ^^ j| ^  H-  ^^  cos«  <r  (6) 

also  (T*==ß*'i-X^eos^q>-h2ß^X^oos^q)  (7) 

Wenn  man  diese  (6)  und  (7)  in  (5)  einsetzt,  und  damit  die  rechten  Seiten  von 
(3)  und  (4)  multipliziert,  so  erhält  man  die  gewünschten  Ausdrücke  ffln  asina  und 
(7  cos  a.  Ebenso  kann  man  auch  die  Beihe  für  die  Meridian-Konvergenz  y  finden,  und 
durch  (72  siffi  a  4-  (72  cos2  «  hat  man  auch  eine  Beihe  für  a2  unmittelbar. 

Da  der  Weg  aller  dieser  Entwicklungen  genügend  gezeigt  ist,  schreiben  wir 
sofort  die  Ergebnisse,  und  zwar  zunächst: 

(7  sm  «  =  X  cos  (]p  I  1  -h  ST  (^  —  A2  -h  A2  C0S2  (f,) 


r^24 

n«4- 

5760 


^--(7jj4-70(?2;L2+3X4+54/^A2c()52()p+7X4c(>^()p-10;i4cos2(|r-20;i*«m2(pc^^      |    (8) 
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Ehe  wir  auch  die  Formeln  ffir  a  cos  a  n.  s.  w.  anschreiben,  wollen  wir  eine  be- 
stimmte Ordnung  der  Glieder  einftthren  und  zur  Abkürzung  zwei  neue  Zeichen  schreiben. 
Die  Faktoren  cos'^  <)P  und  sivfi  qp  kann  man  jedenfsdls  alle  in  cos'^  <p  ausdrücken»  und 
da  dieselben  immer  in  Verbindung  mit  X^  auftreten,  stellen  wir  überall  gleiche  Po- 
tenzen von  X^  und  von  cos'^tp  herror,  indem  z.  B.  gesetzt  wird: 

X^  eo8^  (p  =  X*eo9*(ip{l-h  tatu^  qp)  (9) 

Der  Parallel-Ereisbogen  Xcosq^  werde  besonders  bezeichnet,  indem  wir  setzen: 

X  cos  <p  =  |>    und    tang  <p  =  t  (10) 

Damit  bekommen  wir  eine  neue  Schreibung  der  ersten  Formel  (8),  und  fügen 

sofort  auch  die  übrigen  Formeln  dieser  Art  bei: 

(rsma  =  i.jl-h^     24        ^- 5760  ■)  (^^> 

^^.^     ot.--pM2^3t2)      -4^8p2(4  +  15t2)  +  p4(-8-20tg-M5t4)i 

(r«)«a  =  ^|l 24 ^ 576Ö = |     ^^^^ 

V-       «Wl   .  ^/^+^^'  I  75/^4^60ffiy8(l~2t8)^24y4(2~<2)i 

y=       ^*i         24 + 576Ö \  ^^^^ 

_  2 jf<42>2(i  +  i5tg)-h2/3gj?4(i 4- 10^2^15^4)4- j?6(54-12tg~4f4)  \ 

2440  ]^    '    ' 

Die  Formeln  (11)  und  (12)  fQr  asina  und  acosa  wird  man  lieber  in  loga- 
rithmischer Form  haben  wollen,  man  kann  daher  dieselben  entwickeln  nach  der  Formel : 


log{\^x)^ti(x--~^  (15) 

,      /,       A^        B4  \  M2       1 


B4  — 5^4\ 

2       288Ö     1 


Auf  diese  Weise  bekommt  man,  zugleich  mit  Zusetzung  der  nötigen  ^,  folgende 
Formeln : 


loga8ina  =  logp-+-  ~— ^  (^  —p^  i^) 

■*"  28^  (^' -  ^ '^^^  (* -^  ^^  ^"^ "  ^' ^^^  *' ^  *'0 
7op  a  cos  a  =  logß'-^^p^  (2  H-  3 12) 

^^—^2  j^  i>2  (4  4-  15  (2)  4- 1,4  (14  H-  40 1«  -+- 15  Ü)] 


(16) 


(17) 


2880  (>4 

Hiebei  hat  man  die  Eonstanten  für  ß  und  |>  in  Sekunden  und  ffir  Einheiten 
der'7.  Logarithmen-Stelle: 

^  2/^  =  '^•«28  '228  leg  ^^  =  1-920  691-10  (18) 

Die  höheren  Glieder  in  (16)  und  (17)  kann  man  in  dieser  Form  schreiben: 

/l  (log  G  sin  a)  =  lß^-  Ilß^X^  —  III X*  (5.  Ordnung)  (19) 

J  {log  acosa)=        —  jf  /!f2  ^2  —    VX*  (5.  Ordnung)  (20) 
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§  68. 


Die  Co^ffidenten  7,  II  q.  s.  w.  haben  wir  ftlr  yerschiedene  Breiten  gp  ane- 
gerechnet,  wie  aus  folgender  Tabelle  za  entnehmen  ist,  wobei  jedoch  ß  und  X  nicht 
wie  bei  (18)  in  Sekunden,  sondern  fOr  (19)  und  (20)  in  Graden  zu  nehmen  sind. 


9 

log  I 

log  IT 

log  in 

1  1*9  ry 

40» 

6*1459 

7-3786 

6-6846 

TVIS6 

45« 

61459 

7-4i47 

6*6578 

7-4247 

50« 

61459 

7-4668 

6-6583 

7-4663 

65» 

6M459 

7-6081 

6-6871 

1    7-5031 

60» 

6*1459 

7-5851 

6-5960 

7-5851 

7-8784 
7-8827 
7-3828 
7*8789 
7*3716 


(21) 


Femer  haben  wir  fQr  eine  Breite,  gp  =  50^,  die  Glieder  ausgerechnet,  indem 
der  Keihe  nach  ß  und  k  =  2*»,  4**,  6®,  8°,  10*  gesetzt  wurde.  Die  Ergebnisse  dieser 
Ausrechnung  zeigen  folgende  zwei  Tabellen: 

J  (log  <T  sin  a),  nach  Formel  (19),  5.  Ordnung,  ßr  q)  =  50^. 


^=i*  A  =  2« 


A  =  4«' 


X  =  6 


A  =  8«»   I  jl  =  10«» 


2» 

—  0-058 

—  0-804 

-1*012 

-   2-615 

4« 

-0157 

-0-831 

—  2-289 

—   4-826 

6» 

1   -0-247 

- 1*621 

-4-201 

-    8-426 

8» 

—  0*184 

-2-640 

-6-759 

— 13*279 

10«» 

1  +0-221 

-3-399 

-9*726 

-  19-196 

—  9-198 

—  14-902 

—  22*708 
-32-416 


(22) 


J  (log  a  €08  a),  nack  Formel  (20),  5.  Ordnung,  ßr  (p  =  50° 


^= 


1  _ 


X  =  4«         jl  =  6<»    I     X  =  8o 


A  =  10 


20 

-0-085 

-0-805 

—   3-661 

-10*640 

-  25-814 

4* 

-0-225 

-1-868 

-    4-814 

-12-887 

-28-824 

6« 

-0*460 

-2-308 

-    6-921 

-16*682 

-34-677 

8» 

1  -0-789 

-8-614 

-   9-871 

-21-877 

-  42-871 

10» 

1  -1-210 

-5-299 

-13-664 

-28-620 

-53*405 

(28) 


In  gleicher  Weise  haben  wir  auch  die  Formel  (13)  für  die  Meridian-Konvergenz 
behandelt 5  es  fand  sich: 

J  (y)  =  VIX ß*  —  VIIXS  ßz  -H  VIIIX^  (24) 

wobei  die  Co€fficienten  folgende  Werte  haben: 


(25) 


Insbesondere  ist,  für  ()p  =  50®,  hiemach  folgendes  berechnet : 
Korrektion  5.  Ordnung  ßr  Meridian-Konvergene  nach  Formel  (13)  ßr  qi  =  60^ 


9 

log  VI 

log  YIT 

log  VIII 

40« 

4.4465 

3.7291 

8.6012 

45« 

4.4880 

4.0901 

4.8556 

50"» 

4.5227 

4.3068 

3.0238 

55« 

4.6518 

4.4606 

1.6891« 

60» 

4.7560 

4.5963 

2.8772»  j 

/?=        Ä  =  2« 


A  =  '*« 


^  =  8»    I  ;l  =  io'> 


2«  0,0000"  I  —  0.0002"  —0.0007"    —0,0003"     -f  0,0080" 

40  -f  0,0014"  j -1-0,0014"  — O.OOll"    —0,0068"  .—0.0133" 

Ö»  -f-  0.0080"    -f  0,0127"  -I-  0,0110"    -|-  0,0006"     —  0,0192" 

8«  -f  0,0268"  I  -f-  0,0464"  +  0,0547"  1  -|-  0,0468"   ,  -|-  0,0174" 

10«  -I-  0,0650"  I  -f  0.1204"  -|-  0.1569"    -|-  0,1668"  |  -\-  0,1411" 
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§  64.    Beihen-Entwicklnngen  nach  Potenzen  Ton  c. 


Fig.  1. 


Die  sehr  wichtigen  Reihen,  welche  gp'  —  (p,  o* — a 
und  X  in  steigenden  Potenzen  der  Entfernung  a  aasdrücken, 
kann  num  auf  mancherlei  Arten  entwickeln. 

Wir  wollen  zuerst  daran  erinnern,  dass  bei  gegebenem 
<Pf  a  und  (7  die  drei  anderen  Werte  <p',  a*  und  X  sich  durch 
geschlossene  Formeln  der  sphärischen  Trigonometrie  angeben 
lassen,  die  wir  schon  in  §  60.  in  (16)— (18)  8.  842  angegeben 
haben.  Jene  Formeln  kann  man  geradezu  in  Beihen  ent- 
wickeln ,  wie  bis  zu  a^  einschliesslich  in  unserer  Torigen 
3.  Auflage  1890,  in  §  59.  gemacht  ist;  wir  wollen  aber  hier 
davon  absehen  und  lieber  gleich  zu  der  Entwicklung  nach 
dem  Madaurin sehen  Satze  übergehen,  welche  beliebig  weit 
ausgedehnt  werden  kann. 

Die  Anwendung  dieses  Satzes  auf  unseren  Fall  giebt 
bis  zur  6*«»  Ordnung: 

d2qp-ia^      dSy-igS      d4<)p-ia4      ^s^-i  crS^      d^jp-i  gQ 
'  TaU  2~  "^  d  (jsj  6  "^  d  (r*J  24  "^  d  fföj  120  "*" dä^J  72Ö      ^^ 

daV'^daU  2  "^dasj  6  "^  d  (r»J  24  "^  d  aÜ  120  "^  dä«J  72Ö       ^  ^ 
_  ^«1         d2^"l(72       d3tt-|  (78      d^  g"!  gi      d*«")  (T*       d« a"l  o«^ 
^~"'"  daj^"^d"a2j  2  "^dasj  6  "^  d  a  J  24  "^  d  ad  120  "^  d^J  720       ^^^ 
Nach  Ausführung   der  Differentiierungen   ist  in   den  erhaltenen  Differential- 
Quotienten  3"^,  3— ^  u.  6.  w.  der  Wert  w*  —  cp  =  0  zu  setzen,  d.  h.  die  Differential- 
d  G  d  a^ 

Quotienten  sind  fQr  den  Ausgangs-Wert  <p  und  ebenso  für  den  Ausgangs-Wert  a 
auszurechnen. 

Die  ersten  Differential-Quotienten  erhalten  wir  aus  (1),  (2),  (8)  §  61.  S.  347, 
nämlich  in  der  fOr  uns  geeigneten  Form: 
d(p 


dX' 


d  G 


=  cos  a 


dX^ 
da 


sma 
cos  (p 


da^ 
da 


=  sin  a  tang  (p 


Nun  leiten  wir  (4)  weiter  ab,  und  finden,  mit  Zuziehung  von  (6): 

d^W  .da  .  o     ^ 

— -^  =  —  8tna  -= —  =  —  sttfi  a  tang  (T 

dG^  uG 

Dieses  nochmals  abgeleitet  giebt: 

-j~^  =5  —  2  5m  a  CO«  «   ^ —  tang  qp  —  sin^  a  (1  -+-  tang^  cp)  -~ 
also  mit  Bücksicht  auf  (6)  und  (4): 

(jSnp 

^  =  —  2  sin^  acosa  tanfi  dp  —  sin^  a  cos  « (1  -h  tang/^  (p) 


(4) 
(5) 
(6) 

(7) 


da3 
dß(p  _ 
dT3 


=  —  stn2  a  CO«  et  (1  -|-  8  tang^  qp) 


(8) 
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Dieses  wird  abermals  differentiiert : 

^^  =  (—  2  sin  a  eos'^  a  -h  sifß  a)  sin  a  tang  gp  (1  -f-  3  tang^  qp)  (9) 

—  8tn^  a  CO«  a  6 1  (1  -f- 1«)  c(w  a 

-^  ==  «tM  « tofi^  <p  (1 H- 3  tan^  (p)  —  4  5tn2  a  cos«  « fon^r  qp  (2  H- 3  toJip«  g))  (10) 

In  dieser  Weise  kann  man  fortfahren,  wir  schreiben  dabei  wie  gewöhnlich 
tang  q>  =  t  und  damit  wird : 

^-^  =  «Jn4  tt  cos  a  (1  -f  30 12  -h  45  H)  —  4  Wn2  tt  co»8  «  (2  -h  1 5 12  4-  15 14)       (11) 

^  =  -sin6at(l-h30««-<-45t4)-i-4sin4acos«at(22H-136t«4-135H)  1   (i2) 

B-f-45H)   ) 


—  8  «n«  «  cos^  a  « (17  -h  60  <«  - 
Zu  den  Ableitungen  Ton  X  übergehend,  haben  wir  nach  (5): 
dX  _  sina 
da  "  008<p 


(13) 


3— s  = s — \-8tna      a     s^  (14) 

d(fi      cos<p  ds  cas^  qt  ds  ^    ' 

also  mit  Berflcksichtigang  von  (4)  and  (6): 


(fix      eosastna    .        ,     .       nncD 
-—-  =s 8incp  +  sm  a  — — -  eos  a 

d^X      ,^   .  tang  CD      .    . 

— —  =  2  sin  a  CO«  a  — ^-^  =  2  sm  a  cos  a  tang  cp  sec  w 

da«  CO« qp  y  ^       -r 


(15) 


Da  man  bald  bemerkt,  dass  der  Nenner  cosqt,  oder  der  Faktor  «cc(p  sieh  in 
allen  Gliedern  der  Entwicklang  Ton  X  einstellt,  and  dass  die  Potenzen  Ton  tang(p 
sich  wie  im  Yorigen  Fall  finden,  schreibt  man  aach  die  Ableitung  von  sec  gp  stets  in 
der  Form  tseeq>,  and  damit  bekommt  man  (überall  tang(p  =  t  gesetzt)  weiter: 

-—  =  2  (co«8  a  —  «tfi*  a)8inatt  see  gp 

H-  2  «tft  a  CO«  a  (1  +  t2)  sec  go  CO«  a 
+  2«tnaco«att«ccgoco«a 

dß  X 

_—  =  —  «tns  a  «cc  gp  (2 1^)  4-  2  «tn  a  co«2  «  sec  gD  (1  4-  3 1^)  (16) 

Aaf  diesem  Wege  findet  man  aach: 
^=  8«ccgpe|— «in8acostt(l  -h  3«2)  H-«naco««a(2 -h  3t«)l  (17) 

?— ^  =  8  »cc  gp    I  «in*  a  (««  -h  3  H)  —  «in»  a  co««  a  (1  H-  20 1«  4-  30  «*) 

H-  «in  tt  co«4  a  (2  H-  15  (2  -+.  15  H)i  (18) 

|^=16«ccgpt|««n5aco«a(24-30t2-h45t4)— «in»«co«8a(26H-150^H-150t4) 

H-stnttco«5a(17-i-60<a+45H)|  (19) 
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In  ähnlicher  Weise  erh&lt  man  anch  die  Ableitungen  von  a  nach  a: 


da 

da 

j^  =  sin  a  CO«  « (1  -h  2 1«) 

;i-^  =  —  ^w8  « « (1  -h  2 1«)  4-  wi «  co«2  « e  (5  4-  6 1«) 

m  =  —  fitns  a  coÄ  a  (1  +  20 1«  -f-  24  «4)  H-  «n  a  cos»  a  (5  +  28  ta  -H  24 1^) 
d>a 


d(fi 

ößa 
d(ß 


=  «in^a e (1  H-  20 1«  4-  24 14)  —  2 sin^ aeoa^at  (29  4- 140 «2  + 120 1^) 

4-  «n  a  co«4  a  t  (61  -h  180  *2  h-  120  <*) 

=  «««  a  CO«  a  (1  4- 182  i2  _^-  840  «^  4-  720  tö) 

—  wi8  a  C058  tt  (58  4- 1316  «2  4- 3600  <4  4- 2400  <«) 


(20) 
(21) 
(22) 
(23) 

(24) 
(25) 


4- «tn  «  CO««  « (61  4- 662  «2 -I- 1320 14  4- 720  «6) 

Nnn  können  wir  die  Formeln  (1),  (2),  (3)  zosammensetzen;  wir  wollen  dieses 
jedoch  hier  nnr  bis  zur  4.  Ordnung  thon,  wir  setzen  dabei: 

(j8ma  =  v  aeosa  —  u  tang  (p  =  t  (26) 

Wenn  wir  zugleich  fiberall  die  notigen  q  zusetzen,  so  erhalten  wir: 


-^^-^.2u(l  +  3t2) 

^2^^8^*(^-^^*^)-6^^'^«(2^^*') 

A  CO«  qp  =  17  H vut 

Q 

-3V2^*'^3'^2-^(l  +  5^) 

-.g^^3t^l*t(l4-3t2)^-i^t,u8t(2  +  3t2) 

«'  —  «  =  V  «  4-  -ö-  «  M  (1  +  2  «2) 
IQ 

—  ^v8«(l-{-2«2)-4.  J^-pu2t(5  4-6t«) 


(27) 


(28) 


6^2 

1 


24  p8 

1 

'24^ 


6^2' 
©Sfi  (14-20(2-^24^4) 

«  m8  (5  4-  28  e«  4-  24  «*) 


Hiebei  sind  die  konstanten  (^fficienten-Logarithmen: 
log—^  4.685 575  ,log-^  =  4.384 545  ,  Zo^  ^  =  8.89403  ,  log  g^ ^  =  8.59300 

hg  ^  =  3.579  603  ,  %  g^  =  3.278  573  .  hg  ^^^  2.676  513 


'3p8 


'6^3 


'24^8 


(30) 
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Wir  wollen  hiernach  unser  kleines  Normal-Beispiel  berechnen,  nämlich: 
Gegeben:      <p  =  49«30'0"      «  =  32<>  21' 1,291"      a  =  1<>  11' 19,4819" 

=  4279.4819" 
Für  die  von  t  abhängigen  CoöfBcienten  kann  man  die  Hilfstafel  unseres  An- 
hanges Seite  [47]— [51]  bentttien,  oder  wenigstens  zur  Versicherung  zuziehen. 
In  unserem  Falle  mit  (p  =  49^30'  hat  man: 
log  (1  -h  2  ^2)  =  0.573  078      log  (1  H-  3 1^)  =  0.70865      iop  (5  -h  6  f2)  =  1.12141 
log  (1  H-  20 12  -+-  24  H)  =  1.86642  Zo^  (5  H-  28  e«  H-  24 1^)  =  1.94689 

Im  übrigen  giebt  die  Ausrechnung  nach  den  Formeln  (27)— (29): 
Breite 
H-  tt  =  -h  3615,2710" 

— 1?2 1 . . .         —  14,8830 

—  t?2M...         -    0,3797 
+  H...  -h   0,0008 

—  v2w«...       —   0,0093" 


qp'  -  (p  =  -h  3599,9998" 
=  0«  59'  59,9998" 


Länge 

Azimut 

-hvsee 

g)  =  -h  3525,9626" 

rt  = 

H-  2681,1630" 

+  vut 

4-  72,3598 

H-rti.. 

4-  75,0907 

— 1?8.. 

-   0,1986 

-t?8... 

—  0,2061 

-h  U  t|2  . 

-4-    1,8460 

-ht?M2. 

4-   1,8155 

—  t?8M. 

-   0,0152 

-rSu. 

—  0,0152 

-i- vmS. 

4-    0,0452 

-+-t?tt3. 

-h   0,0455 

X  =  -+-  3599,9993" 

«'  — a  = 

:      +2757,8934" 

= 

-f-  0«  59'  59,9993" 

=  4-  45'  57,8934" 

Wir  könnten  nun  weiter  untersuchen,  wie  viel  die  Glieder  5.  Ordnung  in 
gewissen  Fällen  ausmachen;  da  wir  aber  hierüber  bereits  in  anderer  Weise  in  §  63. 
(22),  (23),  (26)  8.  356  uns  Klarheit  verschafft  haben,  wollen  wir  die  Glieder  5.  Ord- 
nung unserer  neuen  Formeln  übergehen,  dagegen  noch  für  einen  Fall  die  Glieder 
6.  Ordnung  in  Betracht  nehmen,  nämlich  für  die  Azimut-Berechnung,  bei  welcher 
nach  (3)  und  (25)  das  Glied  6.  Ordnung  folgendes  ist: 

J  «6  =  ^2^  5  Istn»  a  CO«  a  (1  4- 182 1«  4-  840  «*  4-  720  tß) 

—  sin^  a  co^  a  (58  -4-  1316  «2  +  3600 1*  4-  2400  f«) 


■  sin  a  cos^  a  (61  +  662 12  4- 1320  «4  4-  720 1«)  l 


Um  einen  einfachen  Fall  zu  haben,  setzen  wir  die  Breite  (jp  =  45®,  also 
t  =  tang  qp  =  1,  und  damit  wird : 

daß  =  ,^^1^-^  1 1743  5WI*  «  cos  a  — 7374  «tnS«  CO«»  «4- 2763  m  a  cos*«  I 

Durch  einige  Versuche  findet  man,  dass  diese  Funktion  zwischen  0°  und  90® 
zwei  Maxima,  etwa  bei  a  =  16®  und  a  =  77®,  und  ein  Minimum  bei  a  =  47®  hat; 
das  absolute  Maximum  ist  bei  16®,  und  giebt: 

{J ae)  max  =  ^^^j^m 

Setzt  man  a  =  2®  =  7200",  so  erhält  man: 

(d  ae)  max  =  0,00025" 

Dagegen  für  a  =  3®  erhält  man  schon  0,0029"  und  für  a  =  4®  erhält  man 
0,0162". 

Aus  all  diesem  ziehen  wir  folgende  Schlüsse: 

Die  Glieder  6.  Ordnung  werden  bei  Ausdehnung  von  mehreren  Graden  bereits 
merkbar,  namentlich  in  höheren   Breiten,   wo  die  Glieder  mit  t^,  t^  ^  sehr  rasch 
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wachsen.  Da  niin  schon  die  Glieder  5.  Ordnong  angemein  beschwerlich  sind,  em- 
pfehlen sich  sphärische  Beihen-Entwicklnngen  hik^hstens  bis  zur  4.  Ordnung  einschliess- 
lich, z.  B.  die  Ganss  sehen  Mittelbreiten-Formehi  (16)~(19)  §  62.  S.  850,  welche 
ftnsserlich  nur  Glieder  bis  zur  dritten  Ordnung  enthalten,  aber  wegen  des  Mittel- 
Arguments  noch  um  einen  Grad  genauer,  d.  h.  auf  Glieder  4.  Ordnung  einschliesslich 
genau  sind. 

Hat  man  Fälle  mit  Ausdehnung  etwa  über  2^,  für  welche  nach  S.  356  die 
Glieder  5.  Ordnung  bereits  merkbar  sind,  so  thut  man  besser,  nach  den  geschlossenen 
Formeln  der  sphärischen  Trigonometrie  mit  8 — 10  stelligen  Logarithmen  zu  rechnen, 
als  die  viel  grossere  Mühe  der  Glieder  5.  oder  gar  6.  Ordnung  aufzuwenden. 

Von  diesen  Überlegungen  werden  wir  auch  später  bei  den  sphäroidischen  Be- 
rechnungen Gebrauch  machen. 


Flg.  1. 


Kapitel  VI. 
Normalschnitte  und  geodätische  Linie. 

§  65.  Oegen-Normalschnitte. 

Der  wichtigste  Schritt,  den  wir  in  unserer  geodätischen  Theorie  vorwärts  zu 
machen  haben,  besteht  in  der  Erkenntnis,  dass  zwischen  zwei  Punkten  des  Sphäroids 
im  allgemeinen  swei  Normalschnitte  besteben. 

Es  seien  in  Fig.  1.  A  und  B  zwei  Punkte  des  ümdrehungs-EUipsoids,  unter 
verschiedenen  Breiten,  und  es  sei  A  Ka  die  Flächen-Normale  im  Punkte  A,  sowie 
BKi  die  Flächen-Normale  im  Punkte  B;  hiebei 
bemerkt  man  zuerst,  dass  die  Punkte,  in  welchen 
die  Umdrehungsaxe  von  diesen  Normalen  getroffen 
wird,  d.  h.  Ka  und  Kty  bei  schiefem  Schnitte  nickt 
zusammenfallen. 

Ebenso  wie  man  im  allgemeinen  gwei  Axen- 
Schnittpunkte  K»  und  Kb  hat,  bestehen  auch  zwei 
Normalschnitt-Ebenen,  welche  beide  durch  die  Nor- 
malen der  Punkte  A  und  B  geben. 

Dieses  verhält  sich  genauer  so: 

Die  Normalschnitt-Ebene  im  Punkte  A  ist 
diejenige  Ebene,  welche  durch  die  Normale  AKa 
und  durch  den  Punkt  B  geht;  diese  Ebene  schneide  die  Ellipsoidfläche  in  einem 
Bogen  AaB,  Andererseits  haben  wir  als  Normalschnitt-Ebene  im  Punkte  B  die- 
jenige Ebene,  welche  durch  die  Normale  B  Kb  und  darch  den  Punkt  A  geht  und  die 
Ellipsoidfläche  in  dem  Bogen  BbA  schneidet. 


Es  giebt  besondere  Fälle,  in  welchen  die  beiden  Normalschnitte  zwischen  zweien 
Punkten  zusammenfallen: 

Erstens.  Für  irgend  zwei  Punkte,  die  auf  demselben  Meridian  liegen,  ist 
dieser  Meridian  auch  Norroalschnitt  in  zweifachem  Sinne.    Hier  ist  auch  der  beson- 
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dare  Fall  inbegri£fen»  dass  einer  der  beiden  betrachteten  Ponkte  in  einem  Pole  der 
Erde  liegt;  wenn  ein  Pol  der  Erde  als  erster  Punkt  A  gilt,  nnd  irgend  ein  anderer 
Erdpnnkt  als  zweiter  Punkt  B,  so  ist  der  Meridian  des  Punktes  B  sowohl  Normal- 
schnitt Yon  B  nach  A,  als  auch  Normalschnitt  von  A  nach  B,  Da  jedoch  die  Erd- 
pole nicht  zugänglich  sind,  hat  dieser  Fall  fttr  uns  keine  praktische  Bedeutung. 

Zweitena,  Wenn  swei  Punkte  unter  gleichen  Breiten  q>  liegen,  so  ÜEillen  auch 
die  beiden  Normalschnitt-Ebenen  zusammen,  weil  dann  die  beiden  Ax-Schnitte  JT« 
und  Kb  der  Normalen  Yon  A  und  von  B  nach  Fig.  1,  auf  der  Erdaze  identisch  werden. 
Wegen  der  Kleinheit  der  Abplattung  unserer  Erde  ist  das  erkannte  Auseinander- 
gehen tweier  Gegen-Normalschnitte  für  messbare  Dreiecksseiten  sehr  gering,  und  wir 
haben  bisher  stillschweigend  davon  abgesehen,  wenn  wir  die  Erde  als  Kugel  behan- 
delten; aber  zur  Gewinnung  eines  richtigen  Urteils  hierttber  ist  es  das  erste  Erfor- 
dernis, die  Konvergenz  der  beiden  Normalschnitte  durch  Rechnung  zu  bestimmen. 

In  Fig.  2.  ist  nochmals  der  eine  von  den 
beiden  Schnitten  gezeichnet,  nämlich  deijenige  von 
A  nach  B,  und  es  ist  auch  das  Azimut  a  dieses 
Schnittes  in  A  angedeutet,  sowie  der  Centriwinkel 
AKaB^^G,  welcher  dem  linearen  Bogen  AB  =  8 
entspricht  und  zwar  in  erster  N&herung  ein&ch  als 
Kreisbogenrechnung : 


a  = 


J^i 


(1) 


wenn  mit  Ni  der  Quer-Krümmungs-Halbmesser  A  Km 
in  dem  Punkte  A  bezeichnet  wird. 

Die  beiden  Schnitte  A  B  und  B  A  sind  in 


Flg.  8. 


Fig.  4. 
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Fig.  3.  nochmals  gezeichnet  mit  zwei  Tangenten  A  B'  and  A  B",  Ton  welchen  A  R 
ZQ  dem  Schnitte  A B  und  AB'  ixi  dem  Gegenschnitte  ß A  gehört,  so  dass  also 
BfAB*^a  —  o*  die  gesuchte  Konvergenz  vorstellt; 

Zugleich  bedeutet  'S AB^  \i  den  Winkel  der  Tangente  A B  mit  der  Sehne 
A  B,  nnd  wenn  wir  anf  Fig.  2.  nnd  Gleichung  (1)  zurückblicken,  erkennen  wir  leichti 
dass  in  erster  Näherung,  (nämlich  i^  AB  als  Kreisbogen  um  £  als  Mittelpunkt) 

A4=  2   ist,  also  (nach  Fig.  5.): 

Nun  kommt  die  sphärische  Fig.  4.  in  Betracht,  welche  dadurch  entsteht,  dass 
man  um  ^  als  Mittelpxmkt  eine  Kugelfläche  mit  beliebigem  Halbmesser  beschreibt, 
auf  welcher  jeder  von  A  ausgehende  Strahl  sich  als  Punkt,  und  jede  von  A  ausgehende 
Ebene  sich  als  Grosskreisbogen  zeigt 

Wir  haben  auch  alle  Punkte  in  Fig.  4.  mit  denselben  Buch-  ^*  ^ 

Stäben  bezeichnet,  welche  auf  den  entsprechenden  Strahlen  von  Fig.  8. 
vorkommen,  so  dass  also  B  in  Fig.  4.  dem  Strahl  A  B  von  Fig.  8. 
Ka  in  Fig.  4.  dem  Strahle  A  Ka  von  Fig.  8.  entspricht  u.  s.  w. 

Die  Normalschnitt-Ebene  ABK,  in  Fig.  8.  giebt  den  Bogen 
B  Ka  in  Fig.  4.  und  die  Meridian-Ebene  ATKaKk  von  Fig.  8.  giebt 
den  Bogen  TK^Kt-m  Fig.  4.,  folglich  ist  der  Winkel  JB  IT«  T  =  « 
das  Azimut  der  Normalschnitt-Ebene  ABKa  vai  Punkte  A, 

In  Fig.  4.  ist  auch  der  WiAkel  BKhKa^  o"  eingeschrieben,  ^ 
welcher  das  C^genazimut  a'  von  Fig.  8.  hinreichend  darstellt,  insofern  o"  den  Winkel 
zwischen  der  Gegenschnittebene  B  Kk  A  und  der  Meridianebene  TAK^K^  bedeutet, 
während  allerdings  cd  von  Fig.  8.  sich  streng  genommen  auf  die  etwas  anders  liegende 
Scbnittebene  BK^A  bezieht  Diesen  kleinen  Unterschied  ausser  Betracht  lassend, 
setzen  wir  in  gleicher  Näherung  wie  in  den  Gleichungen  (1)  und  (2): 

«'=  a"  (8) 

Der  kleine  Winkel  d,  welcher  zwischen  den  Strahlen  AKa  und  ^  IT»  liegend, 
leicht  aus  Fig.  8.  in  Fig.  4.  übertragen  wird,  ist  eine  uns  schon  aus  der  Betrachtung 
von  §  54.  über  den  verkürzten  Breitenunterschied  geläufige  Grosse,  nämlich  gemäss 
(8)  §  54.  S.  808: 

wobei  ^<p  in  unserem  Falle  der  Breitenunterschied  der  Punkte  A  und  B  ist  und 
wie  gewöhnlich  i^  =  e'2  cos«  (jp  für  die  Mittelbreite  qp. 

Es  ist  auch  leicht,  z/gp  in  a  und  a  auszudrücken,  in  erster  Näherung  nach 
dem  Anblicke  von  Fig.  2.  S.  803: 

-y^  =  d  <jp  =  -j^  COS  a  —  a  COS  a 

Also  nach  (4): 

Öi^rj^acosa  (5) 

Auf  das  sphärische  Dreieck  B  Km  K^  von  Fig.  4.  werden  wir  eine  Cotangenten- 
Gleichung  von  S.  164  anwenden: 

cotg  (90°—  pL)wndi^eosdiCOs (180*>—  a) H- sin (180°  —  a) eotg «"  (6) 

tang  fi  sin  d^  =  —  cos  öi  cos  a -h  sin  a  cotg  a" 
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oder  weil  /k  und  di  klein  sind: 

„  »  ^     .    .     •  X     #f  —  cos  a  sin  a"-+-  sin  a  cos  a" 

ßOi  =  —  cos  a-^  sin  a  cotg  «  = ^  — — 

stna 

/£  ^1  wi  a"=  sin  («  —  «")  =  a  —  a" 

Zurflckschauend  nach  (5),  (4)  nnd  (3)  hat  man  hieraas: 

«  —  a'  =  1/8  —  sin  a  cos  a  (7) 

***«•  ^  Hier  hat  der   zweite   Faktor  die    geometrische 

Bedeutung,  wie  in  Fig.  6.  angedeutet  ist,  weshalb  wir 
setzen : 

0*  sin  acos  a  ,0. 
2 =  *                           (^^ 

Dieser  Wert  6  ist  genihert  der  sph&rische  (oder 
sphäroidische)  Excess  eines  Dreiecks  ABC,  welches  bei 
C  rechtwinklig  ist,  so  dass  BC  nicht  ein  Parallel- 
Ereisbogen,  sondern  ein  Bogen  rechtwinklig  znm  Meri- 
dian ilC^  ist;  doch  kann  in  erster  Näherung  für  die 
Fl&che  des  Dreiecks  ABC  auch  B C  als  Parallelbogen 
gelten. 

Mit  dieser  Hilfs-Bezeichnnng  e  nach  (8)  lautet 
unsere  Formel  (7)  kurz: 

«  — «'=1^€  (9) 

Dieselbe  Formel  (9),  welche  hier  für  a  —  a'  gefunden  wurde,  gilt  in  gleicher 
Näherung  auch  für  die  Azimut-Differenz  in  dem  zweiten  Punkte  B;  also  wenn  dort 
die  Azimute  mit  ß  bezeichnet  werden,  wird  sein: 

«  — a'=|8  — |Sr=?;2fi  (10) 

Nimmt  man  beispielshalber  eine  Entfernung  s  =  100  OOO*  unter  dem  Azimut 
«  =  45**,  zugleich  unter  der  Breite  qp  =  45**,  so  wird: 

«  =  12,7"  «  —  «'=  0,043"  (11) 

Damit  haben  wir  unseren  Hauptzweck  erreicht  Wir  wissen  nun,  dass  die 
Eonyergenz  der  beiden  Qegenschnitte  sich  in  geringen  Beträgen  Ton  wenigen 
Hundertel-Sekunden  bewegt,  so  lange  die  Dreiecksseiten  die  Grenze  von  100^  nicht 
überschreiten,  und  damit  ist  die  früher  ohne  Kenntnis  dieser  Verhältnisse  angenommene 
sphärische  Triangulierung  von  §  40. — 43.,  bei  welcher  die  a  —  c^  einfsich  vernach- 
lässigt werden,  genügend  gerechtfertigt. 

Querabstand  der  beiden  Schnittbogen, 

Es  wird  noch  zur  Veranschaulichung  dienen,  den  linearen  Querabstand  q  zu 
bestimmen,  welchen  die  beiden  Normalschnitte  auf  der  Erdoberfläche  in  der  Mitte 
ihres  Verlaufes  zwischen  sich  lassen;  und  dazu  brauchen  wir  zuerst  den  Winkel,  den 
die  beiden  Schnittebenen  unter  sich  bilden. 

Dieser  Schnittwinkel  v  ist  in  Fig.  8.  yeranschaulicht.  Denkt  man  sich  in  der 
Mitte  der  Sehne  A  B  (Fig.  7.)  eine  Ebene  KC D  rechtwinklig  gelegt,  so  wird  diese 
ein   nahezu   gleichschenkliges   kleines   Dreieck   ausschneiden  (Fig.   8.),    dessen   beide 


Digitized  by 


Google 


65. 


Gegen-Normalschiiitte. 


365 


Schenkel  f  den  Winkel  t  zwischen  sich  fassen  und  den  Qneiabstand  q  dem  Winkel  r 
gegenüber  haben.  Die  Schenkellänge  p  ist  gleich  der  Pfeilhohe  eines  Bogens  8  für 
den  Halbmesser  ^,  d.  h.  nach  Fig.  7.: 


i>  = 


8iV 


(12) 


Was  den  Schnittwinkel  ^9  betrifft,  so  ist  dieser  in  Fig.  4.  S.  862  der  kleine 
Winkel  bei  B,  anter  dem  sich  die  beiden  Ebenen  BB  Ka  und  B'  B  IT»  schneiden 
(t  ist  in  Fig.  4.  S.  362  nicht  eingeschrieben,  aber  in  Fig.  2.  des  folgenden  §  67 
S.  368).    Man  entnimmt  also  leicht  gen&hert: 


,      ^  8\  sin  a"  ö\sma 

smr  oder  tangr  =  ^-(goö:^^  =  " "F 


oder  wegen  (5)  und  (8)  hinreichend  genau: 


V  =^  rpa  sin  a  cos  a  =^  2  7j^ 


(13) 


(14) 


Da  nach  Fig.  8.  der  kleine  Querabstand  q^pr  ist,  hat  man  also  aus  (12) 
und  (13): 


q  =     r-  1/2  e     bzw.     =     -  172  — 

4   '  4  '    g 


(15) 


Die  Ausrechnung  mit  denselben  Annahmen  wie  bei  (10)  und  (11);  nämlich 
<j)  =  45 «>  und  a  =  45^  s  =  100  OOO"  giebt: 

q  =  0,005"  (16) 

Dieses  Zablenbeispiel  entspricht  ungefähr  der  Linie  Hannoyer-Brocken.  Wenn 
man  also  von  Hannover  nach  dem  Brocken  eine  Grerade  feldmesserisch  einweisen  und 
mit  Backen  und  Fahnen  abstecken  würde,  und  wenn  man  dasselbe  umgekehrt  vom 
Brocken  nach  Hannover  ausführte,  so  würden  wegen  der  Abplattung  der  Erde  die 
beiden  abgesteckten  Linien  nicht  zusammenfallen,  sondern  in  der  Mitte  des  Verlaufes 
(in  der  Gegend  von  Salzgitter)  um  5  Millimeter  aneinander  vorbeigehen. 

Dieses  handgreifliche  Beispiel  zeigt  am  besten  die  Zulässigkeit  geodätischer 
Vernachlässigung  dieser  Abweichung. 
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§  6&    KonTergenzwlnkel  In  zweiter  NAhernng. 

Obgleich  die  Bestimmung  von  a  —  ce'  in  erster  Näherung  =  i^  €  im  vorigen 
§  65.  ffir  alle  praktischen  Zwecke  vollauf  genügt  und  es  auch  gar  nicht  theoretisch 
ratsam  ist,  diese  Sache  alsbald  weiter  zu  verfolgen,  wollen  wir  doch  die  Näherung 
a'  =a",  welche  in  (8)  §  66.  S.  365  angenommen  wurde,  noch  näher  untersuchen, 
um  vor  jedem  theoretischen  Einwand  geschützt  zu  sein. 

Wir  wollen  hier  auch  einige  Entwicklungen  geben,  welche  im  Anschluss  an 
Bohnenbergers  Abhandlung  «De  computandis  etc.*  (vgl.  das  Citat  S.  274)  in  der 
vorigen  3.  Auflage  1890,  §  67.-68.  gemacht,  nun  nicht  mehr  als  Hauptbestondteil 
unseres  Entwicklungsganges  genommen,   aber  doch   auch  nicht  völlig  weggelassen 

werden  sollen.     Es  mag  nach 
^^'  ^'  alledem  anheimgegeben  werden, 

T  diesen  ganzen  §  66.  zu  über- 

schlagen. 

In  Fig.  1.  haben  wir  die 
Verhältnisse  von  §  65.  Fig.  3. 
S.  362  wiederholt  und  noch  deut- 
licher gemacht 

A  und  B  sind  zwei  Punkte 
des  Umdrehungs-Ellipsoids,  auf 
zwei  Meridianen  TA  und  TB, 
welche  bei  T  den  Längenunter- 
schied X  zwischen  sich  fassen. 
Die  Breite  von  A  sei  qpi 
und  die  Breite  von  B  sei  q>2* 
femer  sd  AKm  die  Normale  von 
A  und  A  Kb  die  Normale  von  B. 
Die   Breiten    (pi    und    qO] 
kommen  bei  JT«  und  JT»  zum 
Ausdruck,  denn  es  ist: 
Winkel    il  Ä.r=  90*»  — qp,  und  BÄr  =  90*  — qPa  (1) 

Ein  Theodolit,  in  A  richtig  aufgestellt,  wird  seine  vertikale  Axe  nach  AKt 
gerichtet  haben,  und  die  Sicht  nach  B  wird  in  A.aB  erfolgen  unter  dem  Azimut  a. 
Zieht  man  auch  noch  £«  B,  so  ist  das  nicht  Normale  in  B,  allein  man  hat  nun  doch 
ein  Dreikant  iL,  ABT  mit  der  Spitze  Km,  auf  welches  die  sphärische  Trigonometrie 
angewendet  werden  kann. 

Während  a  und  ß  zweifellos  Azimute  in  dem  bisherigen  Sinne  sind,  d.  h. 
Winkel  zwischen  Normalsehnitten  und  einem  Meridiane,  und  zwar  sowohl  für  das 
Ellipsoid  als  auch  für  die  beiden  sphärischen  Dreiecke,  in  welchen  a  und  180  —  ß 
vorkommen,  ist  dieses  bei  c^'  und  j3"  nur  noch  der  Fall  für  die  sphärischen  Hilfi- 
dreiecke,  aber  nicht  mehr  für  das  Ellipsoid. 

Z.  B.  der  Winkel  ce"  kann  als  Azimut  des  Schnittes  AbB  in  A  bezeichnet 
werden,  allein  nur  bei  Annahme  eines  fingierten  Erdmittelpunktes  £»,  welcher  gar 
nicht  in  der  Normalen  von  A  liegt. 

In  Bezug  auf  das  Ellipsoid  hat  der  ebene  Schnitt  AbB Kk  im  Punkte  A  über- 
haupt kein  Azimut  in  dem  gewöhnlichen  Sinne,  und  wenn  man  dem  Bogen  AbB 
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dennoch  auch  in  A  ein  ellipsoidisches  Asdmut  zuteilen  will,  so  kann  man  nur  die 
TangtnU  des  Bogens  AhB  \vi  A  betrachten,  indem  man  durch  diese  Tangente  und 
die  Normale  A  Ka  eine  Ebene  legt,  welche  mit  der  Meridian-Ebene  A  T  einen  anderen 
Winkel  cd  bildet  (der  in  Fig.  1.  nicht  angegeben  ist). 

Man  kann  schon  jetzt  überblicken,  dass  die  beiden  hier  genannten  Winkel 
a!  und  a"  nur  sehr  wenig  von  einander  verschieden  sind;  zun&chst  kam  es  nur  darauf 
an,  die  geometrischen  Begriffe  völlig  klar  zu  legen. 

Nach  diesem  wollen  wir  an  die  Bestimmung  der  beiden  kleinen  Winkel  öi 
und  ^2  ^^^  ^^^  excentrischen  Entfernungen  Si  und  S^  gehen. 

Hiezu  brauchen  wir  die  mit  di  und  ^2  ^  ^^S'  ^*  eingeschriebenen  Abstände 
der  Schnitte  Ka  und  Kt  vom  Mittelpunkt  des  Ellipsoids. 

Wenn  pi  die  Ordinate  von  A  ist,  in  dem  Sinne  der  früheren  Fig.  1.  §  31. 
S.  188,  und  Ni  die  Normale  oder  der  Quer-Erümmungs-Halbmesser  AKa,  so  ist  mit 
den  Bezeichnungen  von  §  32.  S.  194: 

j        -KT    '  -KT         c  e(l  —  ^)$in(Pi 

di  =  Ni8m(pi^yi    ,    i^i  =  Y-     ,     y  = -^ ^^ ^  (2) 

also :  dl  =  «8  —y-^    ^nd    d^  =  e*  —y-^  (3) 

al^o:  ä,-d,le^c[^^-^-lJ  (4) 

Die  schmalen  Dreiecke  AKaKt,  und  BKaKh  von  Fig.  1.  geben: 

tang  d^  =  -^--jj    *    , ,  V~  -    und    tang  ö^  =  ,,  ^  \  ■    ^   , ,  \' —         (5) 

In  gleicher  Weise  kann  man  auch  die  Entfernungen  Si  und  ^2  nach  Fig.  1. 
bestimmen : 

^f  =  -2^;  +  (^-^)2  +  2iyri((i2-di)am(pi 

S  J  =  iV  5  -h  (d,  -  («2)2  -H  2  iSTg  (dl  —  dg)  ^n  ^ 

Man  kann  alle  diese  Formeln  auch  in  Reihen  entwickeln,  wie  in  unserer 
3.  Auflage  1890,  S.  349—351  geschehen  ist. 

Es  ist  aber  darauf  aufmerksam  zu  machen,  dass  die  vorstehenden  Formeln 
(2) — (6)  streng  giltig  sind  für  beliebig  weit  entfernte  Erdorte.  Auch  der  Depressions- 
winkel II  kann  nach  Fig.  5.  §  66.  streng  angegeben  werden  durch: 

tang  (900  —  ^)  =         '^      -—     oder     tang  fisina^^-^  —  cos  a  (7) 

i>2  —  O2  COS  u  Ö2 

Solche  strenge  Formeln  konnten  etwa  in  Frage  kommen  bei  Mondbeobachtungen. 
Vgl.  hiezu  auch:  ,Über  das  Gkoid,  von  J.  Bischof^  München  1889*'. 
Wir  haben  hiezu  ein  Zahlen-Beispiel  berechnet: 

qPi  =  49*»30'  <p2  =  50*^30'  \ 

Mittel    <jp  =50*>   0'    Differenz    Jqp  =    1<»  =  3600'  | 
Damit  wurde  sowohl  nach  den  geschlossenen  Formeln  als  nach  verschiedenen 
Beihen  berechnet: 

61  =  10,06  958"  dg  =  9,86  285" 

^  =  1,000  057  1638         -^  =  0,999  941  U««  . 

iVj  N^  )  (8) 

log  ff  =  0.000  0248-252  log  Ä  =  9.1 


:i  I       <») 
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Die  beiden  sphärischen  Dreiecke  haben  ergeben: 


KtABT 
q^2  =  SO«  scy  0"  ,  A  =  1«  0'  0" 
<jp,-+- ^1  =  49^30' 10,06958" 
a"  =  82*»  25' 21,4739" 
ß  =38^11' 19,4237" 
(72=    l*»ir  10.97855" 


(9> 


K^ABT 
<Pi  =  49<»30'0"  ,  X  =  1*>0'0" 
(jpg  —  02  =  50*  29*  50.13715" 
a  =32*  25' 21,5294" 
ß"  =  38*  ir  19,3674" 
(71=    l*ir  11,22445" 

Hieraus  riehen  wir  auch  die  Differenzen: 

«  -  «"  =  0,0555"  ß-ß"  =  0,0563"  (10) 

Der  im  vorigen  §  65.  mit  c^  bezeichnete  Winkel  ist  hier  gar  nicht  vorge- 
kommen; nm  auch  za  diesem  zn  gelangen,  haben  wir  in  nachstehender  Fig.  2.  im 
wesentlichen  die  Verhältnisse  der  froheren  Fig.  4.  §  65.  S.  362  wiederholt. 

Das  Azimnt  cd,  welches  der  Oegen-Normalschnitt  B  £^  ^1  in  il  hat  (vgl.  Fig.  2. 
8.  362)  ist  als  Winkel  zweier  Ebenen  zunächst  nicht  vertreten,  weil  die  Ebene  BK^A 

in  A  nicht  normal  ist.  Allerdings  bildet  diese 
Ebene  BK^A  mit  der  Meridian-Ebene  von  A 
einen  gewissen  Winkel  o",  welchen  wir  schon 
kennen  gelernt  haben,  und  von  dem  wir  auch 
schon  wissen,  dass  er  nahezu  gleich  dem  Azimute 
cd  ist;  und  jenen  Winkel  a"  finden  wir  in  Fig.  2. 
leicht  wieder,  nämlich  bei  Kt  zwischen  dem 
Meridianbogen  KtKmT  und  dem  Gkgen-Schnitt- 
bogen  KtB. 

Das  Gegen- Azimut  a'  selbst  muss  zunächst 
in  Fig.  3.  8.  362  dadurch  konstruiert  werden, 
dass  man  die  Tangente  ^£"  an  die  Gegen- 
Schnittkurve  B-4  in  ^  zieht;  und  wenn  man 
gleichzeitig  auch  die  Tangente  ilB'  an  den 
Schnittbogen  AB  m  A  zieht,  so  liegen  diese 
beiden  Tangenten  in  der  Berfihrungs-Ebene  des 
Punktes  Ay  und  fassen  den  kleinen  Winkel 
a  —  cd  zwischen  sich. 

Auf  diesem  Wege  ist  die  Differenz  a  —  cd 
auch  leicht  in  unsere  neue  Fig.  2.  hinflber  zu 
tragen;  man  macht  den  Bogen  B  B'  entsprechend 
dem  Depressions- Winkel  fi  der  Sehne  A  B  gegen 
die  Tangente  A  F,  dann  B'  B"  rechtwinklig  zu 
B  By  worauf  sich  B"  als  Schnitt  der  Horizon- 
talen B' B"  mit  der  Schiefen  K^BB*  ergiebt. 
Indessen  kann  man  nicht  nur  diese  kleine 
Differenz  a  —  cd  ^  sondern  auch  das  Azimut  c^ 
selbst  in  Fig.  2.  auffinden,  indem  man  den  Bogen 
B"  K^  zieht,  welcher  der  Ebene  B"  AK^  ent- 
'  spricht,  und  mit  dem  Meridian  Ä«  T  das  fragliche 

Azimut  cd  macht. 
Der  in  Fig.  2.  gezogene  Bogen  B"  Ä«  ist  =  90*,   weil  die  Strahlen  A  B" 
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and  A  K„  \t\  Fig.  8.  S.  362  als  Tangente  and  als  Normale  des  EUipsoids  aaf  einander 
rechtwinklig  sind,  nnd  ebenso  ist  aach  B'  Km  —  90°,  also  1^  iCi  =  90*^  —  iu. 

Nun  wollen  wir  noch  den  karzen  Bogen  K,  N  rechtwinklig  zxi  B'  Kt,  ziehen, 
wodurch  aach  B'  N  =  90°  and  folglich  der  Bogen  KaN  =  n,  gleich  dem  Winkel  n 
bei  F\wird. 

Dieses  n  ist  der  Neigungs- Winkel  der  Normalen  A  Ka  gegen  die  Gegenschnitt- 
Ebene  BAKbt  and  eine  entsprechende  Neigung  n'  kann  man  KbN'  =  n'  ebenfialls 
angeben,  d.  h.  den  Neigungs- Winkel  n',  welchen  die  jenseitige  Normale  B  Kb  mit  der 
diesseitigen  Normalschnitt-Ebene  ABKa  bildet. 

Unsere  Fig.  2.  zeigt  bei  B  den  Winkel  r,  welchen  die  beiden  Normalschnitt- 
Ebenen  unter  sich  bilden,  und  endlich  haben  wir  noch  die  kleine  Seite  lCKb=  Öi 
entsprechend  dem  kleinen  Winkel  Kx  A  Kt  =  öi  in  Fig.  1.,  den  wir  auch  schon  früher 
kennen  gelernt  haben. 

Nachdem  wir  so  alle  Winkel,  die  uns  hier  interessieren,  in  den  sphärischen 
Dreiecken  von  Fig.  2.  dargestellt  haben,  können  wir  alle  Beziehungen,  welche  zwischen 
diesen  Winkeln  bestehen,  durch  die  sphärische  Trigonometrie  aus  Fig.  2.  ableiten. 

Wir  gehen  zuerst  darauf  aus,  die  Differenz  a  —  a"  zu  bestimmen;  hiezu  giebt 
eine  Cotangenten- Gleichung  S.  164,  auf  das  Dreieck  BKaKb  angewendet,  genau 
wieder  wie  in  (6)  §  65.  S.  368: 

cotg  (90°  —  fi)  sin  öi  =  cos  öi  cos  (180°  —  «)-+-  sin  (180°  —  «)  cotg  «" 
t€mg  ß  sin  Öi  =  —  cos  öi  cos  a-h  sina  cotg  a" 

sin  a  cos  a" 


fang  /i  sin  Öi  =  [  2  sm*  -^  —  \\co8a- 


sin  a" 


tang  u  sm  öi  —  2cosa  sm«  - '  =  — -. — j-, — -  (11) 

*  ^  2  stn  a" 

Dadurch  ist  a  —  a"  bestimmt;  und  um  auch  die  Differenz  a"  —  «'  zu  finden, 
betrachten  wir  das  kleine  rechtwinklige  Dreieck  TCi  Ä*  N,  dessen  sphärischer  Excess 
gerade  zu  =  a"  —  er'  ist,  denn  der  Winkel  dieses  rechtwinkligen  Dreiecks  bei  Ka  ist 
=  90°  —  a',  weil  JC,  B"  rechtwinklig  auf  Ka  N  steht;  es  ist  also: 

a"  -H-  (90°  —  a!)  =  90°  -h  (ix"  —  «')  (12) 

Hiefür  giebt  die  Hypotenusen-Formel  S.  164: 

cotg  W  cotg  (90°  —  «')  =  cos  di 

cos  a"  sin  a'  =  sin  a"  cos  a'  ( 1  —  2  sm2  -^  J 

sin  («"  —  «')  =  2  «n2  ^-  sin  a"  cos  a'  (13) 

Nachdem  durch  (11)  und  (13)  auch  a  —  a'  bestimmt  ist,  erhält  man  aus  dem 
oberen  rechtwinkligen  Dreieck  B  B'  B"  in  Fig.  2. : 


tang  'P  =  — --. 

(14) 

,                                               ^               sin  (a  — «') 

und                                              tangn  =  — -^- - 

tang  fi 

oder  aus  dem  Dreieck  B  Ka  N: 

(15) 

sin  n  =  sin  v  cos  jU 

(16) 
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Dadurch  ist  n  zweifach  bestimmt,  wie  Oberhaupt  noch  manche  Eontrollgleichung 
aus  Fig.  2.  abgelesen  werden  kann  (wozu  noch  fi't  m  und  m'  eingeschrieben  sind), 
um  n  und  n'  auch  xmmittelbar  in  ^i  auszudrücken,  hat  man  aus  den  kleinen  recht- 
winkligen Dreiecken  K^K^N  und  K^K^N  in  Pig.  3.: 

sin  n  =  sin  öi  sin  a"  sin  n'  =  sin  disina  (17) 

Um  zur  Entwicklung  von  a  —  a"  zu  gelangen,  haben  wir  zuerst  aus  (11): 

a  —  a"  =  U  öl  —  -^  cos  aj  sin  a  (18) 

Der  von  der  Breiten- Verkürzung  herrührende  Winkel  ö^  muss  aus  der  geschlos- 
senen Formel  (5)  für  öi  auf  S.  367  entwickelt  werden,  was  hier  nicht  näher  im 
Einzelnen  dargelegt  wird;  das  Ergebnis  ist: 

Dabei  ist  gesetzt: 

-^l  =  J  qp'    ,    fang  gp  =  t 

Auch  der  Depressionswinkel  ß  wird  nach  (7)  genauer  gebraucht,  was  als  Reihen- 
Entwicklung  hier  nicht  nachgewiesen  wird  (3.  Auflage  1890,  S.  360^361).  Das 
Schlussergebnis  ist: 

«  — «"  =  i72jg)'^^«na«  (19) 

Dabei  bezieht  sich  t]^  auf  die  Mittelbreite,  wie  auch  a«  das  Mittel-Azimut  ist 
Weiter  wurde  gefunden: 

a  —  a'  =  1?^  ^ qp'  2^  Wn a«  (20) 

a^'^  a'  =  tj^Jq^'  ^-^  sin  a  cos^  a  (21) 

Der  Unterschied  von  a  —  «'  gegen  a  —  a"  nach  (20)  und  (19)  besteht  darin, 
dass  bei  (19)  der  Quer-Krfimmungs-Halbmesser  N  im  Nenner  steht,  dagegen  bei  (20) 
der  Erümmungs-Halbmesser  B  in  der  Richtung  des  Bogens  AB. 

Diese  Formeln  sind  genau  auf  Glieder  von  der  Ordnung  if  0*8  und  rj*  a*  ein- 
schliesslich. 

Die  letzte  Differenz  a"  —  a!  nach  (21)  hat  den  Faktor  17*,  ist  also  von  nächster 
Ordnung  im  Vergleich  zu  a  —  af  und  a  —  a". 

Die  Ausrechnung  nach  diesen  Formeln  hat  für  das  Zahlenbeispiel  (7)— (10) 
ergeben : 

a^a'  =  ß  —  ß'  =  0,0560"  (22) 

Um  dieses  mit  a  —  a"  =  0,0555"  und  mit  ß  —  ß"  =  0,0563  nach  (10)  S.  368 
zu  vergleichen,  sollte  man  noch  die  Reduktion  cd'  —  cd  nach  (21)  anbringen,  welche 
aber  nur  0,0001"  bringt,  und  neben  unserer  weniger  genauen  trigonometrischen  Rech- 
nung zu  vernachlässigen  ist.  Hiemach  stimmt  (22)  genügend  mit  dem  früheren  (10) 
S.  368. 

Elltpaenbogm  der  Nortnälschmtte, 
In  Fig.  3.  ist  nochmals  der  ebene  Schnitt  A  B  K„  von  Fig.   1.  dargestellt, 
und  wir  mochten  noch  die  elliptische  Bogenlänge  AB  =  8  kennen  lernen,  ohne  jedoch 
die  Einzelheiten  der  Reihen-Entwicklung  (von  3.  Auflage  1890,  S.  353—354)  herzu- 
setzen.   Aus  den  Gleichungen  (6)  muss  es  möglich  sein,  zu  entwickeln: 
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^  =  l-^a2cos2«  (23) 

Dadurch  ist  die  Kurve  A  B  (Fig.  3.)  in  Polar-Coordinaten 
bestimmt,  und  um  «  in  o*  auszudrücken,  hat  man  nur  die  Bogen- 
länge.«  durch  Integration  zu  finden.  Hiezu  giebt  Fig.  3.  die  Differen- 
tial-Gleichung : 

d8^  =  {Szda)^-^(dS2y^  (24) 

Hier  ist  S2  als  Funktion  der  Veränderlichen  a  nach  (24)  ein- 
zuführen; ^1  ist  konstant,  und  auch  a  und  rj^  gelten  hier  als 
konstant.    Man  hat  daher  aus  (23): 

-^^=:^Nirj^cos^aa    ,    (d  S^)^  =  r^^ , , ,  d  a^ 
Wenn  wir  Glieder  mit  t]^  vernachlässigen,  können  wir  (24)  kurz  so  schreiben: 

ds  =  S2d(T=Ni(l'-'^~a^co8^a\d(T 
Die  Integration  mit  den  Grenzen  (T  =  0  und  a  =  a  giebt : 
8  =  N^Ig  —  \(J^  «>»8  a  1 

oder  auch :  o"  =  ^  f  1  -h  ^^  (t2  cos^  a]  (26) 

ffi  f  s  \^ 
Das  Korrektionsglied  beträgt  ^  ( xr  )  cos^  a  q"  in  Sekunden.  Mit  (jp  =  a  =  45® 

und  8  =  100  000"*  giebt  dieses  nur  0,0002"  (man  kann  daher  bei  einzelnen  Dreiecks- 
seiten das  zweite  Glied  von  (26)  vernachlässigen). 

Nach  dem  Satz  von  der  verkürzten  Breitendifferenz  (8)  §  54.  S.  303  kann  man 

hier  setzen  (TC08a=.  ^^  =  /1  (fi\  also  wird  (26): 


a  =  ^,  (l-^^J(p'A    oder    8  =  N^a  (l-^  ^  J  (^'A 


(27) 


In  dieser  Form  haben  wir  das  Zahlen-Beispiel  (7) — (9)  S.  368  behandelt  und 
berechnet: 

5  =  A'i  (7i  (1  — . . .)  =  132  316,392«  —  0,019«  =  132  315,373«  (28) 

8  =  N2(T2(l  —  ...)  =  132  315,394«  —  0,019«  =  132  315,375«  (29) 

Das  Eorrektionsglied  von  (27)  macht  also  hier  nur  etwa  2  Centimeter  aus. 

Die  beiden  Werte  8  nach  (28)  und  (29)  sind  innerhalb  der  Rechenschärfe  als  gleich 

zu  betrachten,  und  wir   werden   später  in  §  71.  auch  finden,  dass  sie  innerhalb  der 

Kechenschärfe  auch  gleich  lang  sind,   wie  die  geodätische  Linie  zwischen  A  und  B. 

§  67.    Einfluss  yerschiedener  Hohen. 

Im  Bisherigen  haben  wir  immer  die  Voraussetzung  gemacht,  dass  die  in  Be- 
tracht kommenden  Punkte  A,  B  beide  auf  der  Oberfläche  des  ümdrehungs-EUipsoid 
liegen.  Für  Triangulierung,  Azimutmessung  u.  dgl.  zwischen  zwei  Punkten  ist  diese 
Annahme  physisch  nicht  möglich,  weil  die  Erde  nicht  durchsichtig  ist  In  Wirk- 
lichkeit befinden  sich  die  Punkte  auf  Berghöhen,  Türmen  u.  dgl.,  und  es  fragt  sich, 
ob  dadurch  eine  Änderung  gegen  die  frühere  Annahme  stattfindet. 
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Fig.  1. 


Wir  wollen  zunächst  annehmen,  der  Standpunkt  des  Beobachters  befinde  sich 
auf  der  EUipsoidfläche  selbst,  welche  unseren  Betrachtungen  zu  Grunde  gelegt  wird ; 
dagegen  sei  der  Zielpunkt  in  einer  Hohe  h  über  der  EUipsoidfläche  befindlich,  wie  in 
Fig.  1.  mit  dem  Standpunkt  A  und  dem  Zielpunkt  H  angedeutet  ist. 

Einen  solchen  Zielpunkt  denken  wir  uns  auf  das  Ellipsoid  projiziert  mittelst 
der  EUipsoidnormalen  (wobei  von  einer  Krümmung  der  Lotlinien  abgesehen  wird). 

In  Fig.  1.  sei  H  ein  hochgelegener  Punkt 
und  B'  dessen  Projektion,  wobei  H  Kb  die  Nor- 
male von  B  ist.  Wenn  nun  von  einem  entfernten 
Punkt  Ä,  der  in  der  EUipsoidfläche  selbst  liegt, 
mittelst  des  Theodolits  nach  B  gemessen  wird, 
so  geschieht  dieses  in  der  Ebene  A  H  Ka,  welche 
in  A  normal  ist,  und  der  Theodolit  projiziert 
den  Punkt  B  nicht  nach  B,  sondern  nach  B- 
Um  den  dadurch  entstehenden  Azimutal- 
Fehler  B  AB'=:y  zu  bestimmen,  brauchen  wir 
wieder  den  kleinen  Winkel  KaHKt=  Ö,  nämlich 
nach  (4)  §  65.  S.  363  in  erster  Näherung: 

wobei  s  die   lineare   Entfernung  A  B  und  N  der  Quer-Krümmungs-Halbmesser  ist. 
Damit  hat  man  den  Projektionsfehler  Bf  im  Meridian: 

BB'=hd=  ri^\tcosa 


Der  entsprechende  Azimutfehler  y  ist: 

BB'  sina        .  h    . 
^'  = =  ^2  ~    sm  a  cosa 

8  '   N 


^  8  '    JS 

Mit  cp  und  a  =  4b°  giebt  dieses: 

Also  för  h  =  lOOO*  giebt  dieses  bereits  0,054". 

Wenn  der  Punkt  A  selbst  nicht  in  der  EUipsoidfläche  Hegt,  sondern  darüber, 
so  ändert  das  an  der  bisherigen  Betrachtung  nichts,  weU  A  in  seiner  eigenen  Nor- 
malen KuA  gehoben  ist,  wobei  die  vertikale  Theodolit-Axe  von  A  mit  der  Normalen 
A  Ka  zusammenf&Ut 

Wirkung  der  Refraktion,  Infolge  der  Abplattung  der  Erde  und  der  Niveau- 
schichten der  Atmosphäre  findet  eine  Ablenkung  eines  Lichtstrahles  durch  Refraktion 
nicht  bloss  in  vertikalem  Sinne,  sondern  auch  in  horizontalem  Sinne  statt.  Je  zwei 
aufeinander  folgende  Elemente  eines  Lichtstrahls  Hegen  in  einer  Ebene,  welche  die 
LotHnie  der  Trennungsfläche  zwischen  zwei  verschieden  dichten  und  verschieden 
brechenden  Schichten  der  Atmosphäre  enthält.  Da  die  Trennungsfläche  zweier  solcher 
Schichten  rechtwinklig  zur  Lotrichtung  sein  muss,  finden  wir  für  den  Lauf  einer 
Lichtkurve  durch  die  Atmosphäre  ein  ähnliches  Gesetz  wie  für  die  geodätische  Linie 
(vgl.  Fig.  2.  in  §  68.),  dass  nämHch  die  Schmiegungs-Ebene  der  Lichtkurve  überall 
Normalebene  der  Hchtbrechenden  Fläche  sei  oder  die  Lotlinie  dieser  Fläche  ent- 
halten muss. 


Digitized  by 


Google 


68. 


Die  geodätische  Linie. 


873 


Auf  OniDd  dieses  Gesetzes  sind  Untersuchungen  über  die  azimutale  Ablenkung  des  Licht- 
strahles angestellt  worden  von  Andrae,  Sonderhof  und  Helmert  (s.  Helmert,  höhere  Oeod&sie  II. 
8.  565),  in  Ähnlicher  Weise,  wie  für  den  Lauf  der  geodätischen  Linie  auf  dem  Erdellipsoid  zwischen 
den  beiden  Normalschnitten.  Da  die  Lichtkurve  in  ihrer  Hauptkrümmung  viel  flacher  ist  als  die 
geod&tlsche  Linie  auf  der  Erde,  so  wird  auch  der  Querabstand  zwischen  den  Normalschnitten  in 
demselben  Verhältnisse  kleiner,  und  ebenso  auch  die  kleinen  Winkel  beider  Lichtkurven  kleiner  als 
für  die  geodätische  Linie  auf  der  Erde.  Das  Erümmungsverhältnis  zwischen  der  Lichtlinie  und 
einer  Erdlioie  ist  der  sogenannte  RefraktionsCoefflcient,  Im  Mittel  etwa  Ar  =  0,13,  und  hiemach  ver- 
hält sich  die  azimutale  Ablenkung  des  Lichtstrahls  zu  der  entsprechenden  geodätischen  Reduktion 
wie  0,1S  zu  1.  Da  nnn  diese  geodätische  Reduktion  selbst  sehr  gering  ist,  so  ist  nach  den  citlerten 
Untersuchungen  von  Andrae,  Sonderhof  und  Helmert  die  Lichtablenkung  zu  vemaohlässlgen. 


§  6S.    Die  geodätische  Linie. 

Nachdem  wir  in  §  65.  uns  überzeugt  haben,  dass  zwischen  zwei  Pankten  A 
und  B  der  ellipsoidiscben  Erdoberfläche  im  allgemeinen  zwei  yersohiedene  Normal- 
schnitte bestehen,  in  welchen  bei  Theodolit-Beobachtangen  von  Ä  nach  B  nnd  von 
B  nach  Ä  die  Sicht-Linien  sich  beflnden,  können  wir  auch  angeben,  was  fOr  ein 
Linienzng  erhalten  wird,  wenn  man  mehrere  aufeinanderfolgende  Punkte  Ay  B,  C 
(Fig.  1.)  durch  fortgesetztes  Theodolit-Einweisen,  wie  eine  Gerade  in  der  Ebene,  absteckt. 

In  Fig.  1.  stehe  in  A  ein 
Theodolit  mit  lotrechter  Axe,  mit 
welchem  ein  entfernter  Punkt  B 
angezielt  oder  eingewiesen  wird, 
wobei  die  Sicht  AaB  stattfindet. 
Hierauf  begiebt  man  sich  mit  dein 
Theodolit  nach  B,  stellt  denselben 
dort  ebenfalls  mit  lotrechter  Axe 
auf,  zielt  zurück  nach  A^  was  in 
der  Sicht  Bh A  geschieht,  dreht 
dann  um  180^  und  bekommt  die 
neue  Sicht  BhC,  Hierauf  geht 
man  nach  C,  nimmt  wieder  die 
Sicht  rückwärts  GcB,  und  um  180** 
gedreht  vorwärts  GcD,  und  so  fort. 

Die  Theorie  von  §  65.  hat 
uns  gezeigt,  dass  bei  diesem  Ver- 
fahren allerdings  im  allgemeinen 
zwei  Verbindungslinien  zwischen  je  zwei  Punkten  A  und  B,  B  und  C,  u.  s.  w.  in 
Betracht  kommen,  nämlich  AaB  ^fon  A  nach  B  und  Bh  A  von  B  nach  A  u.  s.  w., 
doch  sind  die  Abweichungen  zwischen  a  und  6,  c  und  d  u.  s.  w.  so  klein,  dass  sie 
selbst  bei  Dreiecksseiten  von  100  000  Meter  auf  unserer  Erdoberfläche  noch  vernach- 
lässigt werden  können. 

Wäre  unsere  Erde  stärker  abgeplattet,  so  würden  auch  diese  Abweichungen 
stärker  sein;  und  im  Sinne  der  Theorie  kommt  es  auf  den  Grössenbetrag  der  Ab- 
weichungen jetzt  nicht  an,  sondern  darauf,  dass  das  mathematische  Gesetz  des  Linien- 
«uges  A,  B,  Cy  D  erkannt  werde. 

Jedenfalls  werden  bei  der  Krümmung,  wie  sie  unser  Erdellipsoid  hat,  die  Ab- 
weichungen a b   immer  kleiner,  wenn   die   Zielweiten  AB,  BC  u.  s.  w.   fortgesetzt 
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verkürzt  werden.  Die  kleinen  Azimatverschiebangen  aAh  q.  s.  w.  wachsen  nach  (7) 
§  65.  S.  364  nur  mit  dem  Quadrate  der  Zielweiten;  and  lässt  man  die  Zielweiten 
AB,  BC  ,  ,  .  .  selbst  unendlich  klein  (im  Sinne  der  Differential-Rechnung)  werden, 
90  werden  die  Schleifen  ÄaBb  u.  s.  w*  sich  schliessen,  und  man  bekommt  statt  des 
Schleifen-Zuges  eine  stetige  Linie  ABODy  welche  geodätisthe  Linie  heisst,  und  im 
allgemeinen  eine  Euire  doppelter  Krümmung  ist. 

Als  Richtungswinkel,  bezw.  Azimute  der  geodätischen  Linie,  welche  nach  dem 
Zusammenfallen  der  Schleifen  in  Fig.  1.  entsteht,  sind  die  Winkel  a,  ßy  y,  ö  zu  be- 
trachten, oder  genauer  die  Grenzwerte,  gegen  welche  diese  Winkel  a,  ß,  /,  d  bei 
unbegrenzt  abnehmenden  Strecken  AB,  BC  n,  s.  w.  konvergieren. 

Mit  den  Begriffen  der  Feld-  und  Landmessung  in  der  Ebene  kann  man  die 
geodätische  Linie  kurz  so  erklären: 

Man  macht  auf  der  elllpsoidischen  Erdoberfläche  genau  dasselbe,  was  der  Land- 
messer thut,  wenn  er  eine  sehr  lange  Gerade  AD  in  der  Ebene  stückweise  abst^kt» 
indem  er  seinen  Theodolit  zuerst  in  A,  dann  in  B,  C,  2>  aufstellt,  und  jedesmal  einen 
Brechungswinkel  von  180*^  absetzt. 

Oder:  eine  geodätische  Linie  ist  in  Bezug  auf  fortgesetztes  Einweisen  mit 
kurzen  Zielweiten  auf  einer  krummen  Fläche  dasselbe,  was  in  der  Ebene  ein  gerade 
gestrecktes  Polygon  mit  lauter  Brechungswinkeln  von  180°  ist. 

Es  ist  deswegen  eine  vorzügliche  Benennung,  welche  Soldner  in  der  ^monat- 
lichen  Correspondenz  zur  Beförderung  der  Erd-  und  Himmelskunde'  1805  §  7.  an- 
wendet, in  der  er  sagt:  eine  „geodätisch  gerade  Linie**. 

Eine  geodätische  Linie  auf  irgend  einer  krummen  Fläche  ist  in  der  angegebenen 
Beziehung  auch  dasselbe,  was  auf  einer  Kugelfläche  ein  grOsster  Kreisbogen  ist. 

Wenn  hiemach  die  Absteckung  in  kleinen  Teilstrecken  in  der  Ebene  für  die 
Gerade,  auf  der  Kugel  für  den  Grosskreisbogen  und  auf  dem  Ellipsoid  oder  irgend 
einer  andern  krummen  Fläche  für  die  geodätische  Linie,  einander  analog  sind,  so  ist 
dagegen  für  die  Absteckung  oder  Sichtung  auf  die  Gesamtlänge  diese  Analogie  nicht 
mehr  vorhanden,  was  durch  Fig.  2.  näher  erläutert  werden  soll. 

In  Fig.  2.  sei  eine  geodätische 
Linie  A  abc  . , .  ghB  durch  schritt- 
weises Abstecken  mit  den  kleinen  Ziel- 
weiten Aa  =  ah  =  bc  u.  s.  w.  er- 
halten, wobei  der  Theodolit  in  a,  &,  c 
u.  s.  w.  immer  Brechungswinkel  von 
180°  zeigt. 

Stellt  man  aber  nach  Absteckung 
der  Einzelpunkte  den  Theodolit  wieder 
in  A  lotrecht  auf,  und  zielt  auf  einmal 
nach  dem  Endpunkte  B  (sofern  die  Erd- 
krümmung dieses  gestattet),  so  bekommt 
man  eine  ganz  andere  Sichtlinie  als  vorher,  nämlich  nun  AA'B  als  vertikalen  Schnitt 
von  A  nach  B,  und  ebenso  in  B  die  Sicht  B  B'A  als  vertikalen  Schnitt  von  B  nach  A. 
Um  dieses  noch  deutlicher  zu  zeigen,  haben  wir  in  Fig.  3.  die  beiden  Normal- 
schnitte (Vertikalschnitte)  zwischen  zwei  Punkten  A  und  B,  nebst  der  dazvrischen 
verlaufenden  geodätischen  Linie  auf  einem  Umdrehungs-Ellipsoid  mit  der  Abplattung 
1 : 3  dargestellt. 
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Diese  Fig.  8.  ist  nach  einem  Modell  gemacht,  dessen  grosse  Halbaxe  a  =  15«« 
und  dessen  kleine  Halbaxe  B  =  KK*  ist.    Es  ist  also  die  Abplattung  a  =  -^^^  =  q, 


die  Eicentricit&t  e  =  j/^^-^  =  0,745  und  e'=  jK  ^^  =  1.1 18.     Die  Normal- 
schnitte und  die   geodätische  Linie   sind  nach  mathematischen  Gesetzen  konstruiert. 

Flg.  8. 


SchmiegungS' Ebene  und  Scheitel' Azimute. 

Wenn  wir  die  im  Torstehenden,  aus  den  Begriffen  des  Feld-  und  Landmessens 
hergeleitete  Erklärung  der  geodätischen  Linie  in  abstraktere  Form  fassen,  so  brauchen 
wir  den  Begriff  der  Sehmiegungs-Ehene  (Osculations-Ebene),  d.  h.  einer  Ebene,  welche 
durch  zwei  aufeinander  folgende  Elemente  einer  Kurve,  in  unserem  Falle  zwei  auf- 
einander folgende  Elemente  der  geodätischen  Linie  geht. 

Nach  unserer  Feld-Absteckungs-Erklärung  ist  dieses  die  Ebene,  in  welcher  in 
jedem  Punkte  der  rückwärts  und  vorwärts  gerichtete  Strahl  eines  Brechungswinkels 
von  180^  liegt,  und  da  diese  Ebene  durch  die  Vertikalaxe  des  Theodolits  geht,  ist  sie 
Normal-Ebene  der  krummen  Fläche,  auf  welcher  die  geodätische  Linie  abgesteckt 
gedacht  wird;  und  deswegen  gilt  der  Satz: 

Die  Schmiegungs' Ebene  der  geodätischen  lÄnie  ist  überall  Nomuü'Ebene  der 
Irummen  Fläche,  auf  xoeldher  die  geodätische  Linie  verläuft. 

Wenn  in  irgend  einem  Punkte  der  geodätischen  Linie,  z.  B.  B  Fig.  1.  S.  373, 
irgend  eine  Flächen-Tangente  TT'  gezogen  wird,  so  sind  die  beiden  Scheitelwinkel 
bBT  =  ß  und  T'B b  =  ß,  welche  die  geodätische  Linie  mit  dieser  Tangente  bildet, 
einander  gleich. 

Es  konnte  auf  den  ersten  Blick  scheinen,  als  ob  das  selbstverständlich  und  bei 
aUen  Kurven  der  Fall  wäre;  allerdings  sind  Scheitelwinkel  zwischen  zweien  Geraden, 
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also  auch  zwischen  zwei  Enrven-Tangenten  in  einem  Punkte  einander  gleich,  und  es 
wäre  also  im  Punkte  B  fär  jede  Kurve  ß  =  ß'j  wenn  ABC  Fig.  1.  S.  373  als  ein 
Element  der  Kurve  gilt ;  wenn  dagegen  der  Kurventeil  ABC  aus  zwei  oder  mehr 
Elementen  bestehend  angenommen  wird,  oder  mit  anderen  Worten,  wenn  man  in  dem 
Punkte  B  die  Krümmung  der  Kurve  ABC  untersuchen  will,  dann  sind  die  beiden 
mit  ß  bezeichneten  Winkel  nur  fQr  den  Fall  gleich,  dass  die  beiden  in  dem  Punkte  B 
zusammentreffenden  Elemente  der  Kurve  gemeinsam  in  einer  Ebene  liegen,  welche 
auch  die  Flächen-Normale  des  Punktes  B  enthält,  d.  h.  Schmiegungs-Ebene  in  B  ist, 
so  dass  dann  auch  diese  Flächen-Normale  in  B  als  Schnitt  der  Schmiegungs-Ebene  und 
der  durch  TT'  gehenden  Flächen- Normalebene  erscheint. 

All  dieses  ist  nun  bei  der  geodätischen  Linie  erfüllt,  und  wenn  man  daher 
eine  geodätische  Linie  ABC D . , ,  (Fig.  1.  S.  373)  durch  eine  Schar  von  anderen 
geodätischen  Linien  MN,  M'N'  u.  s.  w.  schneidet,  so  sind  alle  dabei  auftretenden 
Schnitt  Winkel  j?  und  ^  in  B,  /  und  ^^  in  C  u.  s.  w.  einander  gleich. 

Wir  werden  als  geodätische  Linien  M.N,  M'N'  u.  s.  w.  von  Fig.  1.  S.  373, 
welche  sämtlich  von  einer  geodätischen  Linie  AB  CD  geschnitten  werden,  später 
namentlich  die  Meridiane  des  Umdrehungs-EUipsoids  finden,  wo  a,  ßy  y  die  Azimute 
sind,  und  deswegen  sprechen  wir  das,  was  über  die  Winkel  ßy  ß,  sowie  y,  y  u.  s.  w. 
erkannt  wurde,  sofort  aus  in  dem  Satze :  die  geodätische  Linie  schneidet  Jeden  Meri- 
dian unter  gleiehen  Scheitel' Azimuten. 

KrummungS'  Linien. 

Zur  allgemeinen  Klärung  der  Begriffe  empfiehlt  es  sicli,  neben  der  geoditiscben  Linie  tnch 
noch  die  Krümmungslinie  zu  erwähnen.  Eine  auf  einer  krummen  Fliehe  gezogene  Kr&mmmngs- 
llnie  hat  die  Eigenschaft,  dass  Je  zwei  aufeinander  folgende,  ihr  zugehörige  Flächen-Normalen  sich 
schneiden,  was  bei  der  geodätischen  Linie  nicht  der  Fall  ist,  wie  z.  B.  ans  den  zwei  Punkten  K^ 
nnd  K^  Fig.  1.  §  65.  S.  861  zu  ersehen  ist. 

Eine  Erümmungslinie  folgt  stets  der  grössten  oder  der  kleinsten  Krümmung,  deren  Richt- 
ungen nach  dem  Euler  sehen  Satze  (§  83.  8.  199)  zu  einander  rechtwinklig  sind;  und  daher  bilden 
die  sämtlichen  Krümmungslinien  einer  Fläche  zwei  Scharen  von  Kurven,  die  sich  überall  gegenseitig 
rechtwinklig  schneiden. 

Ein  Flächenpunkt,  in  welchem  die  beiden  Baupt-Krümmungs-Halbmesser  (und  damit  auch 
alle  Normalschnitts-Krümmungs-Halbmesser)  gleich  sind,  heisst  .Nabelpunkt"  der  Fläche.  Z.  B.  sind 
die  beiden  Pole  des  Umdrehungs-Kllipsoids  Nabelpunkte  in  diesem  Sinne;  die  Meridiane  sind 
Krümmungslinien  der  einen  Schar,  nnd  die  Parallelkreiso  sind  Krümmungsllnien  der  zweiten  Schar. 
Das  strahlenförmige  Ausgehen  der  Meridiane  als  erster  Schar  vom  Pol  als  Nabelpunkt  ist  Jedoch 
nur  besonderer  Fall  und  findet  z.  B.  bei  den  vier  Nabelp  unkten  des  drelaxigeu  Ellipsoids  nicht 
mehr  statt. 

Wenn  eine  Krümmuugsllnie  zugleich  geodätische  Linie  sein  soll,  so  muss  sie  ganz  in  einer 
Ebene  liegen,  weil  Jede  Fläohen-Normale  sowohl  von  den  beiden  benachbarten  Flächen-Normalen 
geschnitten  werden,  als  auch  in  der  Ebene  zweier  benachbarten  Kurven-Elemente  liegen  muss,  was 
bloss  bei  einer  ebenen  Kurve  möglich  ist;  dagegen  umgekehrt  eine  Krümmuugsllnie,  die  in  einer 
Ebene  liegt,  ist  deswegen  nicht  notwendig  geodätische  Linie. 

Auf  dem  Umdrehungs-EUipsoid  (sowie  auf  Jeder  anderen  ümdrehungsfläche)  ist  Jeder 
Meridian  geodätische  Linie  und  Krümmungelinie;  ein  Parallelkreis  ist  Krümmungslinie  aber  nickt 
geodätische  Linie. 


§  69.   Difrerential-Gleichnngen  der  geodätischen  Linie. 

Nachdem  wir  am  Schluss  des  vorigen  §  68.  den  Satz  von  den  gleichen  Scheitel- 
Azimuten  der  geodätischen  Linie  gefunden  hahen,  können  wir  die  Differential-Gleich- 
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ungen  dieser  Linie  anf  irgend  einer  Umdrehnngsfläche  aufstellen»  in  ähnlicher  Weise 
wie  wir  früher  bei  Fig.  L  §  61.  S.  347  die  Differential-Gleichungen  des  grOssten 
£reises  auf  der  Kugel  durch  geometrische  Betrachtungen  nachgewiesen  haben. 

Obgleich  die  nachfolgenden  Betrachtungen  auf  jede  beliebige  Umdrehungsfläche 
bezogen  werden  können,  legen  wir  doch  sofort  iu  Fig.  1.  unser  Ümdrehungs-Ellipsoid 
zu  Grunde,  weil  wir  ftlr  andere  Flächen  keine  Anwendung  haben. 

Im  Anschluss  an  Fig.  1.  und  Fig.  2.  stellen  wir  eine  geometrische  Differential- 
Betrachtung  an,  welche  ganz  analog  dem  früheren  Falle  auf  der  Kugel  (Fig.  1.  und 
Fig.  2.  §  61.  S.  347)  ist.  Wir  betrachten  dabei  Fig.  2.  als  poljedrisches  Analogen 
zu  der  wirklichen  krummen  Fläche,  und  haben  dabei  den  Grenzfall  für  unbegrenzt 
abnehmendes  ^/?  im  Auge. 


Flg.  2. 
Besonderer  Teil  von  Fig.  1. 


Eine  geodätische  Linie  PP"  P"  schneidet  schief  über  zwei  Meridiane  und  zwei 
Parallelkreise  des  Umdrehungs-Ellipsoids  hin,  wodurch  ein  Trapez  PP^P'  Q  für  uns 
von  Wichtigkeit  wird,  dessen  Diagonale  P  P'  ein  Stück  d  s  der  geodätischen  Linie  ist. 

Indem  wir  die  Breiten  gp  und  qp  +  c2  qp  und  den  Längenunterschied  J  X  sowie 
den  Meridian-Krümmungs-Halbmesser  M  und  den  Quer-Krümmungs-Halbmesser  N 
nach  alter  Bezeichnung  annehmen,  haben  wir  (nach  Andeutung  von  K^  und  Kn  in 
Fig.  1.  und  Fig.  2.)  die  Seiten  des  Trapezes: 

AB  oder  PP^  =  Mdqi  (1) 

PQ  oder  P^  P'  =  Neos apdX  (2) 

Wenn  nun  das  Azimut  der  geodätischen  Linie  bei  P  den  Wert  a  hat,  und  das 
Element  der  geodätischen  Linie  selbst  =  d  s  gesetzt  wird,   so  erhält  man  in  erster 
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Näherung,  da  der  Winkel  ß  bei   Pj   mit  unbegrenzt  abnehmendem  ds  gegen  90* 
konvergiert: 

aus  (1):  dscoaa^Mdq)  (3) 

aus  (2):  d8  8ina=:Neos(pdX^pdX  (4) 

Um  auch  ffSn  da  eine  Differential-Formel  zu  erbalten,  betrachten  wir  das  lang- 
gestreckte schmale  Dreieck  PP*  8,  welches  oben  bei  5 den  Winkel  da  enth&lt;  das- 
selbe giebt  genau  in  derselben  Weise,  wie  frfiher  bei  der  Kugel  in  (3  a)  §  61.  S.  348 
gezeigt  wurde,  die  Gleichung: 

da  =  dXnn(p  (5) 

Dabei  ist  aber  zu  beachten,  dass  dieses  d  a  zunächst  nur  gilt  fflr  die  Differenz : 

QP'P—PiPP'  =  da  (6) 

allein  wegen  des  Satzes  von  den  gleichen  Scheitel- Azimuten  der  geodätischen  Linie, 

den  wir  eingangs  citiert  haben,  sind  die  beiden  in  Fig.  2.  bei  P'  mit  a!  bezeichneten 

Azimute  einander  gleich,  oder  noch  ausf&hrlicher  geschrieben: 

r  PP"  =  Q P  P,    also  nach  (6):  T  P'  P'  —  P^  PP  =  da  (7) 

Nun  haben  wir  in  (3),  (4)  und  (5)  bereits  die  gesuchten  Differential-Gleichungen 

der  geodätischen  Linie  auf  dem  Ümdrehungs-Ellipsoid,  und  überzeugen  uns  auch,  dass 

dieselben  ähnliche  Form  haben   wie  die  früheren  Gleichungen  (1),  (2),  (3)  S.  347, 

welche  ftlr  den  Groeskreisbogen  auf  der  Kugel  gelten. 

Die  Meridian-Konvergenz  da  kann  man  auch  dadurch  darstellen,  dass  man  in 
Fig.  2.  eine  Parallele  P'  Q'  zu  Pj  P  zieht,  dann  wird  der  kleine  Winkel  Q'  P  Q  =  da 
derselbe  Wert  wie  da  an  der  Spitze  8  von  Fig.  1.  Dieses  fdhrt  auch  auf  eine  neue 
Formel  für  da,  denn  es  ist  nach  Fig.  2.: 

"«  =  #1  =  .^'^-  («) 

P'  Qf      dscosa 
Nun  ist  QQ'  das  Differential  von  PQ  oder  von  Pi  P',  wofür  wir  dieseemal 
den  Parallelkreis-Halbmesser  Nco8(p  =  p  einführen  wollen ,  indem  PQ  =  pdX  ist. 
Damit  wird: 

Qq  =  ^d{pdk)  =  -dpdX  (9) 

Wir  haben  dieses  negativ  genommen,  weil  der  Parallelkreisbogen  bei  wachsen- 
der Breite  (d(f  positiv)  abnimmt.    Wir  haben  also  nun  aus  (8)  und  (9): 

dpdX 
da  =  —  ^-     — 

Wenn  man  hiezu  wieder  (4)  nimmt,  und  dX  eliminiert,  so  hat  man: 

pcosada  =  —  dpsina  (10) 

Dieses  ist  das  Differential  von: 

p8ina  =  k  (konstant)  (11) 

und  damit  haben  wir  ab   erste  Integration  der  Differential-Gleichungen   der  geo- 
dätischen Linie  einen  wichtigen  Satz  (11),  welcher  in  Worten  lautet: 

Das  I^odukt  aus  dem  Par ällelkr eis- Halbf nesser  p  in  den  Sinus  des  Azi- 
muts a  ist  ßr  den  ganzen  Lauf  der  geodätischen  Linie  konstant. 
Dieser  Satz,  welchem  auf  der  Kugel  der  Sinussatz  der  sphärischen  Trigono- 
metrie entspricht,  giebt  sofort  Aufschluss  über  den  Gesamtverlauf  einer  geodätischen 
Linie  auf  dem  Umdrehungs-ElUpsoid. 
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Die  beiden  Faktoren  j[)  and  stna^  deren  Produkt  nach  (11)  konstant  =  k  bleiben 
mnss,  schwanken  selbst  zwischen  leicht  angebbaren  Grenzen.  Das  Azimut  a  kann 
im  allgemeinen  nicht  =  Null  werden  (was  dem  besonderen  Fall  des  Meridians  ent- 
spricht), sondern  hat  seinen  kleinsten  Wert  dann,  wenn  p  seinen  grössten  Wert  hat, 
d.  h.  im  Äquator,  wo  p  =  a  ist;  also: 

k 
8tn  amiM  =  —  (12) 

Der  grösste  Wert  von  «,  d.  h.  90*^,  entspricht  dem  kleinsten  Wert  von  p, 
d.  h.  mit  sin  a  =  1  hat  man :  p^t»  =  k  (13) 

Die  Eonstante  k  der  Formel  (11)  ist  also  der  Halbmesser  des  nördlichsten  oder 
südlichsten  Parallelkreises,  den  die  geodätische  Linie  erreichen  kann;  und  dadurch  ist 
auch  eine  gewisse  äusserste  geographische  Breite  bestimmt,  über  welche  eine  geo- 
dätische Linie  nicht  hinaus  kommen  kann. 

In  Fig.  3.  §  69.  S.  375  ist  diese  äusserste  Breite  =  60*».  Die  geodätische  Linie 
berührt  abwechselnd  den  nördlichen  und  den  südlichen  äussersten  Parallelkreis,  und  da 
sie  im  allgemeinen  nicht  in  sich  selbst  zurückkehrt,  umläuft  sie  zwischen  den  genannten 
äussersten  Parallelen  das  Sphäroid  in  unendlich  vielen  spiralförmigen  Windungen. 

Übersteht  der  Maupt-Formeln. 
Wir  wollen  unsere  gefundenen  Formeln,  die  zu  weiterem  gebraucht  werden, 
nochmals  zusammenstellen: 

(3)  dscosa^:  Hd(p  (qi) 

(4)  d 8 sin a  ^  N 008 (f) dX  (X} 

d  8 

(5)  und  (4)    da  =  dX sin g)     oder     «i a  =  -^ sin a tang qp  (a) 

(11)  psina  —  k  {p  =  N  cos  qp)  (\p) 

Dabei  ist  M  der  Meridian-Krümmungs-Halbmesser,   N  der  Quer-Krümmungs- 

Halbmesser  und  p  der  Parallelkreis-Halbmesser  für  die  Breite  cp. 

Die  letzte  der  vorstehenden  Gleichungen,  welche  wir  mit  (\p)  bezeichnet  haben, 

weil  sie  später  auf  die   .reduzierte  Breite^   \p  angewendet  wird,   kann   man   auch 

unmittelbar  aus  Fig.  2.  herleiten,  indem  man  in  erster  Näherung  setzt: 

PiF'  =  ds  sin  a    und    PQ  =  ds  sin  a'  (14) 

also  PiP'  sina^  =  PQsina,  wobei  PiP'  =p'dX  und  PQ  =  pdX  (15) 


Daraus  folgt 


j/  sinc^  z=z psina  =  Konstant. 


(16) 


§  70.    Die  geodätische  Linie  als  kürzeste  Linie; 

Im  Anschluss  an  Fig.  1.  nehmen  wir  Fig.  i. 

zuerst  folgendeAufgabe:  Man  habe  ein  Prisma  ^^  ^"'Th^r  d^r^.öÄi^^^^^^^  '" 


mit  den  drei  Kanten  AA'j  B'  B,  PQ,  die 
wir  (zur  Vereinfachung  der  Anschauung)  so 
gelegt  denken,  dass  AÄ'  und  B'B  in  einer 
horizontalen  Ebene  und  PQ  im  Abstand  h 
darüber  sich  befindet.  Es  soll  auf  der  oberen 
Kante  ein  Punkt  8  so  bestimmt  werden, 
dass  die  Summe  der  schiefen  Verbindungen 
A  S  -h  S  B  =:  (s)  4-  (»')  nach  zwei  festen 
Punkten  A  und  B  möglichst  klein  werde. 


B' 


B 


p 

^■<'x 

X' 

3^ 

r 

q 

Ls^ 

if) 
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Wenn  die  in  Fig.  L  eingeschriebenen  Masse  o,  5,  c,  d,  x  nebst  dem  Winkel  « 
fQr  die  Grnndriss-Ebene  gelten,  so  hat  man: 

c^  =  a^-haß-h2axcosa    ,    c'^  =  h'^ -t  x^ —  2b  xcosa  (l) 

Wenn   weiter  (s)  und  («')  die  schiefen  Entfernungen  A  S  und  S  B  bedeuten, 
und  h  die  Höhe  von  S  über  A  und  B,  so  ist: 

(ä)2  =  c2  -h  ;i2  (s')2  =  c'*  -h  7i2  (2) 

Nun  soll  («)-!-(»')  ein  Minimum  werden,  d.  h.: 


|/rt2  -h  a;2  -f.  2  rt a; C05  a  -r  Ä2  _}_  y'iß  -\-  x^  —2b x  cos a  -^  h!^  =  Minimum       (3) 

Wenn  man  dieses  (3)  nach  der  unabhängigen   Veränderlichen  x  differentiiert, 
60  findet  man: 

(4) 


X  -^  a  oosa      x 

—  b  cos  a 

:0 

Es  ist  aber  nach 

Fig. 

1.  im 

Grundriss  gemessen: 

X  -^acosa  = 

PS      , 

bcosa  —  i 

r=Q 

S 

Damit  wird 

(4): 

PS 

_QS 

oder 

cos  (qp)  =  cos 

^(^) 

also:  (g))  =  (t|;)  (5) 

Diese  Gleichung  (5)  sagt:  der  kürzeste  Weg  auf  zweien  sich  schneidenden 
Ebenen,  über  die  Kante  PQ  hinweg,  liegt  so,  dass  auf  der  Scheitel-Kante  PQ  die 
beiden  Winkel  (<p)  und  (\p)  einander  gleich  sind. 

Wenn  wir  diese  einfache  Betrachtung  dazu  anwenden,  um  die  Differential- 
Eigenschaft  der  kürzesten  Linie  auf  irgend  einer  krummen  Fläche,  insbesondere  auf 
dem  Umdrehungs-Ellipsoid,  zu  bestimmen,  so  können  wir  an  Stelle  der  Kanten  AA\BB' 
u.  s.  w.  die  aufeinander  folgenden  Meridiane  treten  lassen,  und  wir  wissen  nun,  dass 
eine  Kurve  alle  diese  Meridiane  auf  kürzestem  Wege  überschreitet,  wenn  die  dabei 
vorkommenden  Scheitel-Azimute  gleich  sind,  d.  h.  die  kürzeste  Linie  hat,  in  Hinsicht 
auf  die  Azimute,  dieselbe  Eigenschaft  wie  die  geodätische  Linie,  wie  wir  am  Schluss 
von  §  68.  S.  376  gesehen  haben. 

Wir  schliessen  hieraus,  dass  die  geodätische  Linie  und  die  kürzeste  Linie 
zwischen  zwei  Punkten  identisch  sind. 

Dabei  und  bei  allen  ähnlichen  Betrachtungen  nehmen  wir  stillschweigend  an, 
dass  zwischen  zwei  Punkten  nur  eine  geodätische  Linie  und  nur  eine  kürzeste  Linie 
bestehe,  wir  schliessen  also  Fälle,  welche  z.  B.  einem  Centriwinkel  über  180°  auf  der 
Kugel  entsprechen,  und  ähnliche  aus. 

Geodätischer  Kreis  und  geodätische  Parallele. 

Aus  dem  Begriffe  der  kürzesten  Linie  lassen  sich  durch  einfache  geometrische 
Betrachtung  zwei  Sätze  herleiten,  betreffend  den  ^geodätischen'*  Kreis  und  die  ^geo- 
dätische  Parallele*.  Gauss  hat  in  der  Abhandlung  «Disquisitiones  generales  circa 
superficies  curvas^,  Art.  15.  und  16.  dieses  so  dargestellt: 

Geodätischer  Kreis.  Wenn  auf  einer  krummen  Fläche  von  einem  Anfangs- 
punkte unendlich  viele  kürzeste  Linien,  alle  von  gleicher  Länge  ausgehen,  so  ist  die 
ihre  Enden  verbindende  Linie  zu  allen  einzelnen  normal. 
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Es  seien  in  Fig.  2,  AB  und  A  B'  zwei  gleich  lange  kürzeste  f*«-  2. 

Linien,  welche  den  unendlich  kleinen  Winkel  bei  A  zwischen  sich  ^ 

fassen;  und  wir  wollen  zunächst  annehmen,  die  beiden  Winkel  bei 
B  und  B'  seien  nicht  beide  =  90®,  sondern  weichen  um  eine  end- 
liche Grosse  von  90®  ab,  so  dass  nach  dem  Gesetz  der  Stetigkeit 
der  eine  grösser,  der  andere  kleiner  als  90®  wäre,  z.  B.  B  =  90®— ca. 
Dann  nehmen   wir  auf  der  Linie  B  A   einen  Punkt  C  so  an,  dass  i 

BC  =  BB'  eosecoD  wird;  und  insofern  das  unendlich  kleine  Dreieck  j 

B  f  C  als  eben  angesehen  werden  kann,  folgt  hieraus  CB'=^BCcos  o)  h 

und  femer:  /' 

AC^  CB'=  AG-h  BCcos<Dz=AB  —  BG(l^cos(D).  t 

Es  ist  aber  Ton   vornherein   angenommen,  dass  AB=  AB'       ^-^5^ 

sei,  also:  -T-ITrr: 

AG-^CB'=:AB'—BG(l^cos(D),  "'  B 

Hiemach   würde  man   von  A   nach  B'  einen  kürzeren  Weg 
über  C  haben  als  unmittelbar  AB\  was  der  Annahme,  dass  A  B'  selbst  eine  KQrzeste 
sei,  widerspricht.    Es   kann  also  ca  keine  endliche   Grösse  sein,  sondern  die  Winkel 
bei  B  und  bei  B'  sind  beide  =  90®. 

Geodätische  Farallele.  Wenn  auf  einer  krommen  Fläche  eine  beliebige  Linie 
gezogen  wird,  von  deren  einzelnen  Punkten  rechtwinklig  zu  der  Linie  und  nach  der- 
selben Seite  hin  unendlich  viele  kürzeste  Linien  von  gleicher  Länge  ausgehen,  so 
schneidet  die  Kurve,  welche  die  anderen  Endpunkte  derselben  verbindet,  sie  alle 
rechtwinklig. 

Man  kann  dieses  ähnlich  beweisen  wie  bei  Fig.  2.,  indem  man  wieder  einen 
kleinen  Winkel  a>  einführt  und  zwei  unendlich  nahe  benachbarte  geodätische  Linien 
wie  zwei  Gerade  in  der  Ebene  behandelt. 

Dieser  zweite  Satz  über  die  geodätische  Parallele  ist  allgemeiner  als  der  erste 
Satz  vom  geodätischen  Kreis,  welcher  in  dem  zweiten  Satze  mit  enthalten  ist,  wenn 
man  nur  als  gegebene  Linie  einen  unendlich  kleinen  um  A  beschriebenen  Kreis  annimmt. 

Ein  naheliegendes  Beispiel  für  geodätische  Kreise  und  für  Parallelen  bietet 
das  System  der  Meridiane  und  der  Parallelkreise  auf  der  Kugel  oder  auf  dem  Um- 
drehungs-Ellipsoid  (und  auf  anderen  Ümdrehungs-Flächen).  Die  Parallelkreise  sind 
geodätische  Kreise  in  Bezug  auf  den  Pol  als  Zentralpunkt  der  Meridiane  und  geo- 
dätische Parallelen  in  Bezng  auf  irgend  einen  Parallelkreis. 

Ebenso  wie  diese  Parallelkreise  selbst  nicht  geodätische  Linien  sind,  sind  auch 
die  geodätischen  Kreise  und  geodätischen  Parallelen  im  allgemeinen  selbst  nicht  geo- 
dätische Linien. 

Kürzeste  Linie  auf  einer  abwickelbaren  Fläche. 

Bei  der  geometrischen  Betrachtung  von  Fig.  1.  S.  379  sind  die  Kanten  B  B' 
und  A  A*  selbst  unwesentlich,  es  handelt  sich  nur  um  iwei  Parkte  A  und  B,  welche 
über  die  dritte  Kante  P(^  hinweg  verbunden  werden  sollen.  Durch  A  und  B  selbst 
können  beliebige  andere  Gerade  gehen.  Man  kann  deswegen  aus  Fig.  1.  auch  schliessen, 
dass  eine  kürzeste  Linie  auf  einer  abwickelbaren  Fläche  nach  Abwicklung  in  die  Ebene 
eine  Gerade  sein  muss  (Gleichheit  der  Winkel  (qp)  und  (tj;)).  Die  Kanten  AA,  BB' 
und  JPQ,  welche   in   unserer  Fig.  1.  parallel  angenommen  wurden,  können  auch  auf 
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einer  ahwickelbaren  Fläche  parallel  sein  (Cylinder),  im  allgemeinen  aber  mflssen« 
wenn  die  Fläche  abwickelbar  sein  soll,  je  zwei  aufeinander  folgende  solcher  Geraden 
sich  schneiden. 


Flg    1. 


§  71.    Tergleiehnug  der  geodätischen  Lfuie  mit  den 
Normal-Schnitten. 

Die  geodätische  Linie  erscheint  auf  kurze  Erstreckung  im  Sinne  des  Feld- 
messens in  allen  ihren  Teilen  wie  eine  Gerade?  würde  man  dieselbe  in  kurzen  Strecken 
landmesserisch  als  polygonalen  Zug  aufnehmen,  so  würde  man  lauter  Brechungswinkel 
von  180**  finden,  wie  bei  einer  Geraden  in  der  Ebene. 

In  Fig.  1.  und  Fig.  2.  betrachten  wir  zwei 
Punkte  A  und  B  unter  den  Breiten  gp  und  cp'  mit 
dem  Längenunterschied  "L 

AaB  ist  der  Normalschnitt  von  A  nach  B 
und  Bb  A  ist  der  Normalschnitt  von  B  nach  Af 
und  dazwischen  verläuft  die  geodätische  Linie  As  B, 
was  im  voraus  gesagt  sein  soll 

Zur  Veranschaulichung  der  Erümmungsver- 
hältnisse  denken  wir  uns  in  A  einen  Feldmesser 
mit  einem  richtig  aufgestellten  Theodolit  als  Beob- 
achter, welcher  die  Azimute  «*,  a,  «^  der  drei  Kurven 
von  dem  als  Gerade  erscheinenden  Meridian  AN 
messen  oder  einstellen  kann. 

Der  Normalschnitt  AaB  mit  dem  Azimut  aj 
erscheint  diesem  in  A  mit  einem  Theodolit  ausge- 
rüsteten Feldmesser  als  eine  Gerade,  denn  er  hat 
die  ganze  Linie  AaB  beim  Auf-  und  Niederkippen 
seines  Femrohrs  in  einer  Sicht  am  Fadenkreuz,  wie 
es  das  Wesen  des  Normalschnittes  von  A  nach  B 
verlangt. 
Die  geodätische  Linie  As  B  mit  dem  Azimute  a  macht  dem  Feldmesser,  der 
in  A  mit  seinem  Theodolit  steht,  in  ihren  ersten  Teilen  ebenfalls  den  Eindruck  der 
Geraden,  wie  in  Fig.  2.  §  68.  S.  374  angedeutet  ist,  dass  streckenweise  Aab,  dann 
a&c  u.  8.  w.  ohne  Brechung  erscheinen.    Aber  die  Gegenschnittlinie  Ah B  mit  dem 

Azimute  a'  macht  dem  Feldmesser  in  A  den 
Eindruck  einer  Kurven  denn  nur  von  B  aus 
erscheint  ^  5  B  als  Gerade  ebenso  wie  um- 
gekehrt AaB  zwar  in  X  als  Gerade  erscheint, 
aber  in  B  als  Kurve. 

Wir  wollen  darauf  ausgehen,  den  Krüm- 
mungs-Halbmesser jß'  zu  bestimmen,  unter 
welchem  die  Kurve  BbA  dem  Beobachter 
in  A  erscheint,  oder  den  Krümmung^-Halb- 
messer,  unter  welchem  die  Kurve  AaB 
einem  Feldmesser  in  B  erscheint;  beide  werden 
nahezu  gleich  sein. 


Flg.  1. 
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Dazu  haben  wir  die  weiteren  Fig.  3.  und  4.  gezeichnet,  von  denen  Fig.  4. 
ein  Lagepbin  wie  Fig.  2.  nnd  Fig.  8.  der  zugehörige  Yertikalschnitt  rechtwinklig  zu 
Ah  ist. 


Flg.  8. 


Wenn  R  der  Krünminngs- 
Halbmesser  des  ebenen  Gegen- 
Schnittes  AhB  in  A  ist,  d.  h.  R 
in  erster  Näherang  auch  gleich  dem 
Erflmmnngs  -  Halbmesser  B  nach 
dem  Enler  sehen  Satze  (1)  §  32. 
8.  199,  oder  anch  nnr  in  erster 
Nähemng  gleich  dem  mittleren  Erd- 
krümmnngs-Halbmesser ,  was  zu- 
nächst auch  schon  genügt,  und 
wenn  n  der  kleine  Neigungswinkel 
der  Schnittebene  AbA  gegen  die  Flächen-Normale  ^ üC.  im  .Punkte  A  ist,  so  wird 
die  Kurve  -4  6  in  dem  Horizont  von  A  betrachtet  (Fig.  4.)  einen  sehr  viel  grösseren 
Krünunungs-Halbmesser  R'  geben,  welcher  ist: 


Ä'  =  -  —    oder    -— - 
8tnn  R 


Man  nennt  diese  Be- 
ziehung in  der  analytischen 
Geometrie  den  »Satz  von 
Meunier";  man  kann  ihn 
fast  unmittelbar  einsehen, 
wenn  man  nur  bedenkt,  dass 
die  Ordinaten  y  der  Kurve 
A  C  von  Fig.  3.  sich  im 
Verhältnis  sinnil  verkürzt 
in    Fig.   4.    wieder    finden, 

dass  also  auch  — -  und  -r-^ 
dx  dx^ 

in  der  Nähe  des  Punktes  A 
ebenso  verkürzt  werden  und 
die  Kurve  ^  5  in  Fig.  4. 
entsprechend  flacher  wird. 

Innerhalb  der  nur 
einzuhaltenden  ersten  Näher- 
ung kann  man  (1)  auch  so 
schreiben : 


stnn 
RT 

Flg.  4. 


(1) 


1     _    W 

R  "  R~ 


(2) 


Wir  müssen  nun  darauf  ausgehen,  die  oben  eingeführte  Neigung  n  zwischen 
der  Schnittebene  AhB  und  der  Flächennormalen  AJd  zn  bestimmen ,  und  wir  be- 
trachten dazu  die  früheren  Fig.  1.  §  65.  S.  361  und  Fig.  1.  §  66.  S.  866. 

Dort   wird  sich  der  fragliche  Neigungswinkel  n  finden,   und  man  wird  auch 
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sehen,  dass  er  in  erster  Näherung  auch  gleich  dem  Neigungswinkel  v  der  beiden 
Schnittebenen  ist,  d.  h.  nach  (14)  §  65.  S.  365  nehmen  wir: 

w  =  f  =  1^2  (j  5Jn  a  CO«  a  =  j;2  -     sin  acosa  (3) 

Dieses  ist  für  unseren  nächsten  Zweck  genügend.  Wollte  man  genauer  ver- 
fahren, so  müsste  man  die  beiden  Qleichungen  (17)  §  66.  S.  370  zu  Rate  ziehen,  aus 
welchen  zu  ersehen  ist,  dass  die  3  Neigungswinkel  n,  n'  und  r  alle  zusammen  in 
erster  Näherung  den  Wert  ösina  oder  rj^  a  sin  a  cos  n  haben,  wie  in  vorstehender 
Gleichung  (3)  geschrieben  ist 

Aus  (2)  und  (3)  zusammen  folgt: 

1  s 

K'^^^  Ä^****  ^^^*^  W 

Dabei  ist  R  der  Erdkrümmungs-Halbmesser  im  Azimut  a  und  N  der  QaerkrClmmungs- 
Halbmesser;  indessen  fllr  den  Zweck  erster  Näherungsbestimmungen  brauchen  wir 
das  nicht  zu  unterscheiden ;  wir  wollen  schlechthin  R  =  N  =  r  gleich  dem  mittleren 
Erdkrümmungs-Halbmesser  für  eine  Mittelbreite  zwischen  qp  und  qf  setzen,  wie  man 
es  für  Triangulierungen  thut,  also  wird  (4): 

1  8 

--  =  jy2  __  sin  a  cos  «  (5) 

Nun  haben  wir  unsere  3  Linien 
nochmals  dargestellt  in  Fig.  5.  mit  An- 
^6    nähme  eines  Coordinatensystems  xy^  das 
einer  Abbildung  in  der  Ebene  entspricht, 
so  dass  nun  die  geodätische  Linie  As B 
als  Gerade  erscheint,  und  die  beiden  an- 
deren Kurven  mit  ihren  relativen  geodä- 
tischen   Krümmungen    sich    als    Kurven 
As^B  und  Bs^A  darstellen. 
Die  geodätische  Linie  A  B  kann  zunächst  selbst  als  Abscissenaxe  betrachtet 
werden,  und  durch  kurze  geodätische  Ordinaten-Linien  rechtwinklig  hiezu,   können 
benachbarte  Punkte  hierauf  bezogen  werden,   ähnlich  wie   auf  der  Kugel  bei  den 
Soldner  sehen  Coordinaten. 

Was  die  dabei  nötigen  Vernachlässigungen  betrifH,  so  wissen  wir  von  (1 5)  §  65. 
S.  365,  dass  die  Ordinaten  eines  solchen  Systems  nur  von  der  Ordnung  r^(fi  sind. 
Die  Ordinaten-Konvergenz  (in  erster  Näherung  sphärisch  nach  Fig.  3.  S.  262  berech- 
net), wird  dann  nur  von  der  Ordnung  iy2(74,  woraus  man  weiter  schliesst,  dass  es 
für  unsere  Zwecke  genügt,  die  fraglichen  Coordinaten  wie  ebene  rechtwinklige  Coor- 
dinaten zu  behandeln,  indem  die  kleinen  Winkel  ju  und  f  u.  s.  w.  nur  von  der  Ord- 
nung 1/2(72  erscheinen  werden. 

Diesen  Bedingungen  entsprechend  ist  das  Coordinaten- System  in  Fig.  5.  ge- 
zeichnet. ^  B  ist  das  geradlinig  erscheinende  Abbild  der  geodätischen  Linie  AB\ 
jedoch  als  Abscissenaxe  des  Coordinaten-Systems  wird  nicht  A  B,  sondern  die  Tangente 
A  C  des  Normalschnittes  von  AsiB  genommen,  was  mit  gleicher  Näherung  zulässig  ist. 
Die  Kurve  AsiB  denken  wir  uns  dargestellt  durch  eine  Gleichung  y  =  fix), 
und  die  Reciproke  des  Krflmmungs-Halbmessers  R'  dieser  Kurve  ist  hinreichend  aus- 
gedrückt durch  1   _d^y 


.—  x  — 
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Da  auch  Abscisse  x  und  Kurvenlänge  Ydx'^-hd  y2  verwechselt  werden  dürfen, 
können  wir  mit  Zuziehung  von  (5)  auch  schreiben: 

cßy       ^  X    .  X 

9 


da;2'"^*7^^"'*^*^''  =  ~  (^) 


wobei  J- -2 =  -  (7) 

Die  Eurvengleichung  (6)  zweimal  integriert  giebt: 

dy      x^ 

aß 

Integrations-Konstanten  kommen  nicht  hinzu,  weil  für  o;  =  0  auch  y  =  0  und 

,  ^  =  0  werden  soll. 
dx 

Eine  nicht  zur  Baobe  gehörige,  aber  den  praktischen  Landmesser  rasch  orientierende 
Zwischenbemerlning  möchten  wir  nicht  nnterdrücken,  nämlich  dass  die  Kurve  (9)  nichts  anderes 
ist,  als  die  beim  Eisenbahn -Kurven- Abstecken  übliche  cnbische  Parabel,  welche  als  Übergangskurve 
zwischen  Geraden  und  Kreisbögen  dient 


Nun  hat  man  nach  dem  Anblicke  von  Fig.  5. 
dyr\        __  «2 


fll=s  =  2V^  =  '^'^^  ^''^ 

XJm  =  m       6  g  ^     ^ 

Auch  die  Kurvenlänge  A  sx  B,  kurz  =  si  bezeichnet,  lässt  sich  angeben,  indem 
in  Fig.  5.  die  Grenzabsdsse  ÄC  =  c  gesetzt  wird, 


•.=//^^'- =/('-($)- 


^l=<'  +  ln^  (12) 


40  3? 
dazu  die  Länge  der  geodätischen  Linie  selbst 


8    = 

=  j/a^-hy^' 

L=.  =  /'^-^36T.= 

..(.*, 

8    = 

=  ^^+72  28 

Die  Differenz 

von  (12)  und 

(13)  giebt,  indem  nun 

wieder  c 

72  2*) 

(13) 
:  s  gesetzt  wird : 

•>-'  =  i2i4Ö-72J=9Öli  <"^ 

Damit  ist  alles  gefunden,  was  in  Fig.  5.  sich  auf  die  untere  Kurve  AsiB 
bezieht ;  und  um  die  entsprechende  Untersuchung  auch  für  die  obere  Kurve  A82B 
zu  führen,  konnte  man  auch  die  Gleichung  dieser  Kur?e  aufsuchen  nach  den  Be- 
dingungen, dass  die  Kurve  durch  die  beiden  Punkte  A  und  B  gehen  und  in  A  den- 
selben Krümmungs-Halbmesser  R'a  haben  soll,  welcher  die  erste  Kurve  im  Punkte 
B  hat  =  22 'fr,  denn  wir  haben  ja  schon  in  (4)  eingesehen,  dass  innerhalb  der  ersten 
Näherung  B'a  =  R\  ist.  Dann  ist  aber  auch  die  zweite  Kurve  82  überhaupt  keine 
Jordan,  Handb.  d.  Yermeasungsknnda    4.  Aufl.    III.  Bd.  25 
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andere,  als  die  erste  Kurve  «],   nur  liegt  sie  umgekehrt,   und  in  Fig.  5.  sind  die 
Winkel  /i  =  M'  ^^^  ^  =  *'• 

Wir  wollen  anch  noch  den  Qnerabstand  v  zwischen  der  geodätischen  Linie 
nnd  jeder  ihrer  Begleitknrven  hestimmen  (vgl.  Fig.  5.).  Dieser  Qnerahstand  ist  nach  (9): 


"Hii) 


M. 


— 

oder    2©  =  !-  (15) 

Nun  ist  in  allen  unseren  Formeln  noch  die  eine  Konstante  q  nach  (7)  ent- 
halten, welche  wir  aber  nicht  unmittelbar  einsetzen  wollen,  denn  es  lässt  sich  besser 
alles  in  dem  Excess  s  nach  Fig.  6.  §  65.  S.  364  ausdrücken,  nämlich: 

_  a'^sina  cos  a 
*~         2rä 
also  wegen  (7): 

—  =  2rßt 

und  damit  geben  die  verschiedenen  vorstehenden  Formeln : 

2  1 

Winkel:        /4  =  y  i^e  f'  =  --fjie 

1  2 


(16) 


(17) 


Kurvenlängen         «j  —  8  =  82  —  s  =  ykV^^{  — ) 

Querabweichung  2  v  =  -t-  j^ « —  (18) 

Der  letzte  Ausdruck  stimmt  überein  mit  dem  Mheren  (15)  §  65.  S.  365. 
Zu  einem  ersten  Zahlenbeispiele  wollen  wir  nehmen  s  =  100  000*  und  (p  =  45^, 
sowie  a  =  45'';  damit  wird  logr  =  6.8046, 172  =  0,00336,  und  damit  zunächst  e  =  12,66" 
fi  =  fA*  =  0,028"  t  =  y'  =  0,014" 

2  ©  =  0,005*  81—8  =  82  —  8  =  0,00000  00002- 

Der  Wert  2  v  =  5**  stimmt  mit  dem  früheren  (16)  §  65.  S.  365.    Ein  zweites 
mehrfach  von  uns  benutztes  Beispiel  mit  der  Mittelbreite  9  =  50^,  den  beiden  End- 
breiten  49<»  30'  und  60<»  30'  und  ;i  =  1<»  giebt:  s  =  132  316«        a  =  32<>  48' 
log  r  =  6.80489  log  rj^  =  7.44345 

ln  =  fA'  =  0,0378"  f  =  y  =  0,0187" 

2 1?  =  0,009-  81—8  =  82  —  8  =  0,00000  00004- 

Diese  Zahlenbeispiele  zeigen,  dass  ffir  die  gewöhnlichen  Dreiecksseiten  bei  dem 
heutigen  Stande  der  Messkunde  die  kleinen  Winkel  ju  und  f  vernachlässigt  werden 
können.    Die  Differenz  si  —  8  wäre  nicht  einmal  mikroskopisch  messbar. 

Höhere  Glieder  der  vorstehenden  Formeln. 

Man  kann  die  Entwicklungen,  welche  im  vorstehenden  immer  nur  die  ersten 
Näherungen  berücksichtigt  haben,  auch  auf  diesem  Wege  noch  weiter  treiben,  wie  in 
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unserer  3.  Anflüge  1890,  §  75.  gezeigt  worden  ist;  es  hat  aher  keinen  praktischen 
Zweck,  und  ist  deswegen  im  vorstehenden  nicht  mehr  berflcksichtigt.  Nar  eine  Sache 
davon  wollen  wir  wenigstens  mit  Worten  behandeln. 

In  Fig.  6.  ist  der  besondere  Fall  behandelt,  dass  die  Punkte  A  und  B,  zwischen 
welchen  die  geodätische  Linie  und  die  beiden 
Normalschnitte   gezogen   sind,    auf  gleicher  ^**'  ^ 

Breite  liegen.  CLe^?l^i^-"J5>^_ 

In  diesem  Falle  fallen  die  beiden  Nor- 
malschnitte (vertikale  Schnitte)  in  einen  zu- 
sammen, und  die  geodätische  Linie  kann  daher 
nicht  mehr  ztoisehen  den  beiden  liegen.  A 

Dass  die  geodätische  Linie  nicht  selbst 
mit  diesen  beiden  ebenen  Schnitten  zusammenfallen  kann,  ist  unmittelbar  einzusehen, 
insofern  die  geodätische  Linie  in  diesem  Fall  nicht  selbst  eine  ebene  Kurve  sein  kann. 

Die  geodätische  Linie  verläuft  dann  Aber  dem  vertikalen  Schnitte,  aber  mit  so 
kleinen  Winkeln  ^,  dass  dieselben  innerhalb  der  Näherungen  unserer  fi  und  -p  von  (16) 
gar  nicht  mehr  zum  Ausdruck  kommen,  die  genauere  Entwicklung  giebt  nämlich: 

Denkt  man  sich  eine  Dreiecksseite  «  =  100  000"  in  der  Breite  cp  =  45**,  so 
giebt  dieses  nur  f  =  0,0001". 

§  72.    Bedentiing  der  geodätischen  Linie  fQr  die  praktisehen 

Termessnngen. 

Die  geodätische  Linie  ist  niemals  Gegenstand  der  unmittelbaren  Messung, 
sondern  nur  der  Berechnung,  und  dadurch  mittelbar  ein  Hilfsmittel  für  ausgedehnte 
geodätische  Messungen. 

Bei  der  Messung  der  einzelnen  Dreiecke  ist  von  geodätischen  Linien  nicht  die 
Bede,  denn  die  Sichten  der  Theodolit-Messung  erfolgen  zweifellos  in  vertikalen  Schnitten, 
und  nicht  in  geodätischen  Linien;  und  auch  die  astronomischen  Azimut-Messungen 
beziehen  sich  nicht  auf  die  geodätische  Linie,  sondern  ebenfalls  auf  vertikale  Schnitte. 

Man  kann  die  gemessenen  Azimute  und  die  gemessenen  Horizontal- Winkel 
von  den  vertikalen  Schnitten  auf  die  geodätischen  Linien  reduzieren,  wie  im  vorigen 
§  71.  gezeigt  worden  ist;  die  Reduktion  beträgt  sehr  wenig,  nämlich  für  45^  Breite 
und  Azimut  45®  bei  einer  Entfernung  von  100  000"*  nur  0,04"  im  Azimut,  so  dass 
diese  Reduktion  meist  vernachlässigt  wird. 

Sei  es  nun,  dass  man  diese  kleinen  Redaktionen  (nebst  anderen,  z.  B.  Hohen- 
reduktion  von  §  67)  vernachlässigt,  oder  sie  in  Rechnung  bringt;  jedenfalls  kann  man 
letzteres  thun,  und  an  Stelle  eines  in  Normalschnitten  gemessenen  Dreiecks-Netzes 
kann  man  also  nun  ein  Dreiecks-Netz  setzen,  dessen  Seiten  geodätische  Linien  sind, 
und  dessen  Winkel  von  den  horizontalen  Tangenten  der  geodätischen  Linien  in  den 
Eckpunkten  eingeschlossen  werden. 

Wie  man  ein  solches  sphäroidisches  Dreiecks-Netz  geodätischer  Linien  in  theo- 
retischer Strenge  berechnen  kann,  werden  wir  erst  in  einem  späteren  Kapitel  kennen 
lernen;  in  der  Praxis  genügt  fast  immer  die  sphärische  Dreiecks-Berechnung. 
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Um  nnn  weiter  zu  langen  geodfttiBcben  Linien  überzugehen,  welche  die  Ans- 
dehnnng  nicht  bloss  einzelner  Dreiecks-Seiten,  sondern  ganzer  Dreiecks-Ketten  haben» 
wollen  wir  nach  Fig.  1,  die J Annahme  machen,  eine  Dreiecks-Kette  zwischen  den 

Punkten  A  und  B  enthalte  einen  Zug 
ÄCDEB,  welcher  in  C,  D  und  E  bei 
der  Messung  zuAllig  lauter  Winkel  yon  180^ 
geliefert  habe. 

Dann  kann  die  Linie  ÄG-^CD-hDE 
+  EB  =  AB,  mit  den  Azimuten  a  und  a' 
an  ihren  Endpunkten  geradezu  als  eine  lange 
geod&tische  Linie  weiter  behandelt  werden, 
indem  man  in  den  einzelnen  Strecken  AG, 
C  D  u.  s.  w.  die  Azimut-Beduktionen  zwischen 
M  der  geodAtischen  Linie  und  den  Normal- 
schnitten entweder  yemachl&ssigt,  oder  in 
Rechnung  gebracht  denkt. 

Ohne  diese  kleinen  Reduktionen  erscheinen 
die  Strecken  AG,  GD,  D  E  vl.  s.  w.  mit  Brechungs- Winkeln  Ton  180^,  als  Elemente 
der  geod&tischen  Linie  ^  2>  in  dem  difterentialen  Sinne  der  früheren  Fig.  2.  §  68.  S.  374. 
Die  in  Fig.  1.  gemachte  Annahme,  dass  bei  der  Triangulierung  zwischen  A 
und  B  in  den  Punkten  C,  D  und  ß  Brechungs- Winkel  yon  180^  erhalten  werden, 
kann  als  Vorbereitung  des^ allgemeineren  Falles  von  Fig.  2.  dienen,  wobei  die  geo- 
dätische Linie  zwischen  A 
*^  ^  und  B  nicht  mit  Dreiecks- 

seiten selbst  zusammenfällt, 
sondern  yerschiedene  Drei- 
ecks-Seiten in  den  Punkten 
ahcde  schneidet,  und  am 
Anfong  und  am  Ende  ge- 
wisse Winkel  d  und  /  mit 
Dreiecks-Seiten  bildet. 

Sobald  man  einen  die- 
ser Winkel  d  und  y  wflsste, 
konnte  man  die  ganze  geo- 
dätische Linie  A  ahcde B 
sphärisch  berechnen,  indem 
man  die  einzelnen  Strecken 
als  Seiten  sphärischer  Drei- 
ecke behandelte,  z.  B.  ^1  a  als 
Seite  des  Dreiecks  AGa  oder 
AFa,  dann  ah  als  Seite 
des  Dreiecks  aF6  u.  s.  w. 
Die  Azimut  übertragung  in  a,  h  u.  s.  w.  müsste  stets  nach  dem  Gesetz  der  gleichen 
Scheitel- Winkel  geschehen,  also  so,  dass  Winkel  AaG  =  Winkel  5  a  F  u.  s.  w. 

All  dieses  setzt,  wie  schon  erwähnt,  voraus,  dass  man  den  einen  Winkel  ö 
oder  y  kenne,  und  da  das  in  Wirklichkeit  nicht  genau  der  Fall  ist,  kann  das  ganze 
Verfahren  nur  nutteWar  angewendet  werden.    Man  rechnet  nämlich  die  ganze  Dreiecks- 
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Kette,  mit  Annahme  eines  mittleren  Krflmmnngs-Halbmessers  znerst  sphärisch  dnrch, 
nnd  dadurch  sind  auch  die  beiden  Winkel  6  und  /  sph&risch  bestimmt.  Man  kann 
zu  ihrer  Ausmittlung  z.  B.  Soldner  sehe  oder  konforme  Coordinaten  opler  sphärische 
geographische  Coordinaten,  oder  irgend  welche  andere  geschlossene  oder  entwickelte 
Formeln  der  sphärischen  Trigonometrie  anwenden;  erste  Näherungen  der  Winkel  d 
und  y  werden  sich  jedenflBtlls  finden  lassen. 

Mit  einer  solchen  Näherung,  z.  B.  fär  ö,  beginnt  man  nun  eine  zweite  schärfere 
Rechnung,  formell  auch  sphärisch,  aber  so,  dass  in  jedem  der  Dreiecke  AaF,  haF, 
u.  s.  w.  ein  besonderer,  der  mittleren  geographischen  Breite  des  Dreiecks  entsprechender 
Erflmmungs-Halbmesser  angewendet  wird.  Wenn  dann  am  Ende  das  letzte  Dreieck 
EeB  oder  eHB  nicht  schliesst,  d.  h.  wenn  man  den  Endpunkt  B  verfehlt  hat,  so 
kann  man  aus  der  Querabweichung  und  der  Gesamtlänge  A  B  leicht  eine  Verbesserung 
berechnen,  mit  welcher  die  ganze  Rechnung  wiederholt  und  dann  wohl  zum  Schluss 
gebracht  werden  kann. 

Stimmt  diese  ganze  Rechnung  von  ^  bis  JB  in  sich,  sind  also  auch  die  Winkel 
d  und  y  bekannt,  so  kann  man  auch  die  in  A  und  B  etwa  gemessenen  Azimute 
ß  und  ß\  welche  sich  als  astronomische  Messungen  auf  die  Dreiecks-Seiten  A  C  und 
B  E  beziehen,  nun  auf  die  Azimute  a  und  a'  der  geodätischen  Linie  A  B,  bzw.  B  A 
reduzieren,  denn  es  ist: 

a  =  j5H-d    ,    «'  =  |5'4-y  (1) 

Sphärische  Fölar-CoordinaUn. 

Von  den  verschiedenen  mGgUchen  Formen  der  sphärischen  Coordinaten,  die  wir 
erwähnt  haben,  wollen  wir  eine  Form,  nämlich  sphärische  Polar-Coordinaten  noch 
besonders  betrachten,  weil  diese  Form  bei  Bessels  «Oradmessung  in  Ostpreussen' 
zur  Anwendung  kam  und  zu  manchen  Erörterungen  Veranlassung  gegeben  hat. 

Denken  wir  uns  in  Fig.  3.,  welche  im  wesentlichen  dieselbe  Bedeutung  hat, 
wie  Fig.  2.,  ausser  A  B  auch  noch  die  Linien  A  D  und  A  E  gezogen,  so  ist  klar, 
dass  man  das  Dreieck  ACD  berechnen  kann  aus  den  zwei  Seiten  AC,  C D  und 
dem  von  ihnen  eingeschlossenen  Winkel  bei  C.  Damit  hat  man  die  Entfernung 
AD  =  8i  und  auch  den  Winkel  ß  hei  A,  und  alle  Winkel  bei  D. 

Man  kann  daher  nun  ein  zweites  langgestrecktes  Dreieck  ADE  berechnen, 
welches  die  neue  Entfernung  AE^sz^ 

den  kleinen  Winkel  y  —  ß  hei  A  und  alle  Fig.  3. 

Winkel  bei  E  liefert.  Ein  letztes  lang- 
gestrecktes Dreieck  endlich  liefert  die  Ent- 
fernung AB  =  89  den  kleinen  Winkel 
d  —  /  bei  Af  also  auch  ö  selbst,  und  alle 
Winkel  bei  B.  Hiebei  kann  man  die 
einzelnen  Dreiecke  nicht  bloss  sphärisch, 
sondern  auch  sphäroidisch  berechnen.  Ein 
Zahlenbeispiel  zu  dem  Bessel  sehen  Ver- 
fahren gab  unsere  2.  Auflage  1878,  S.  340 
bis  342,  und  verschiedene  Citate  hiezu 
gab  3.  Auflage  1890,  S.  385. 
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Sphäraidisdie  Coardinaten. 

Ein  letztes,  und  wohl  das  beste  Yerüahren,  lange  geodätische  Linien  ans  Drei- 
ecksketten  zn  berechnen,  können  wir  durch  vorgreifendes  Citieren  der  Theorieen  unserer 
nächsten  Kapitel  angeben:  Man  rechnet  die  geodätische  Übertragung  yon  Länge, 
Breite  und  Azimut  schritt  webe  Yon  Dreiecksseite  zu  Dreiecksseite  durch  die  ganze 
Kette  hindurch  nach  §  77.  (oder  auch  nach  §  74.)  und  dann  kann  man  die  ganze 
Linie  vom  Anfangspunkt  bis  zxmi  Endpunkt  nach  Kap.  VII.  berechnen. 

Bei  diesem  Verfahren  braucht  man,  ohne  indirekt  rechnen  zu  müssen,  nicht 
mehr  Voraussetzungen  zu  machen,  in  Bezug  auf  die  Erddimensionen  und  auf  die 
Breiten  des  Anfangspunktes  und  das  Azimut  der  Anfieings-Richtung,  als  unbedingt 
nötig  ist.   Eine  völlig  yoraussetzungslose  Berechnung  geodätischer  Linien  giebt  es  nicht. 

Über  die  Bedeutung  der  geodätischen  Linie  für  die  praktische  Geodäsie  im 
allgemeinen  lässt  sich  so  viel  sagen:  Die  Einführung  der  Theorie  der  geodätischen 
Linie  in  der  Geodäsie  ist  keine  Notwendigkeit,  wie  z.  B.  die  Theorie  der  geradlinigen 
ebenen  Dreiecke  es  fflr  die  ebene  Triangulierung  ist;  man  könnte  die  Aufgaben  der 
höheren  Geodäsie  auch  z.  B.  durch  Sehnen-Dreiecke  und  polyedrisch -räumliche  Punkt- 
Bestimmungen  und  in  noch  manch  anderer  Weise  behandeln;  allein  die  geodätische 
Linie  hat  sich  bis  jetzt  als  bestes  Mittel  bewährt,  zwischen  den  unmittelbaren  geo- 
dätischen und  astronomischen  Messungen  einerseits  und  den  Annahmen  über  die  Erd- 
oberfläche andererseits,  die  nötigen  mathematischen  Beziehungen  herzustellen.        v 


Kapitel  VII. 
Geodätische  Coordinaten. 

VorlmHerkutig.  Wir  werden  in  diesem  Kapitel  im  wesentlichen  dM  mit  der  geoditiscben 
Linie  auf  dem  Elllpsoid  behandeln,  waa  schon  In  Kapitel  V.  mit  dem  Normalschnitt  anf  der  Kngel 
gemacht  worden  ist. 

Der  Übergang  von  der  Kngel   znm  Ellipsoid  von  §  54.  mit  Hilfe  des  elliptischen  Meridian- 

bogens  nnd  des  «verkürzten"  Breitennnterschiedes  -    -  war  ein  erster  Notbehelf,  welcher  genügte, 

nm  die  sphärischen  Coordinaten-Formeln  dem  Ellipsoid  anaupassen  nnd  in  übertragener  Form  für 
erstes  Verständnis  nnserer  Landesvermessungen  plausibel  zu  machen.  Mit  der  Theorie  der  geodä- 
tischen Linie  wird  all  das  in  neuer  und  heller  Beleuchtung  erscheinen. 

§  73.    Sphäroidisehes  Polar-Dreieck. 

In  Fig.  1.  S.  891  hezeichnet  A  einen  Punkt  des  Umdrehungs-Ellipsoids  (Sphäroids) 
mit  der  Breite  (p,  entsprechend  B  einen  Punkt  mit  der  Breite  gp';  der  L&ngen-Ünter- 
schied  dieser  heiden  Punkte,  d.  h.  der  Winkel,  welchen  ihre  Meridian-Ehenen  NA  und  NB 
einschliessen,  sei  l  (yon  West  nach  Ost  positiv  gezählt).  Die  beiden  Punkte  sind  durch 
eine  geod&tische  Linie  A  B  verbunden,  deren  lineare  Grosse  =  a  sei  und  welche  bei 
A  und  B  die  Azimute  a  und  a!  hat. 

Wir  zählen  im  allgemeinen  die  Azimute  von  Nord  über  Ost,  wie  a  im  Punkt  A ; 
und  das  gleichfalls  nordOstUch  gezählte  Azimut  im  Punkte  B  wäre  also  =  a'  ±  180^, 
wenn  a'  der  in  Fig.  1.  eingeschriebene  Winkel  ist. 
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Indem  man  in  solchen  Fällen  unterscheidet  diesseitiger 
Pnnkt  A  nnd  jenseitiger  Punkt  B,  kann  man  auch  festsetzen, 
dass  im  diesseitigen  Punkt  a  yon  Nord  über  Ost  gezählt  und  im 
jenseitigen  Punkt  stets  +  180^  zu  dem  Wert  a'  zuzufügen  ist, 
den  die  Formeln  geben.  (Mit  anderen  Worten:  Wir  wollen  die 
Azimute  nordostlich  zählen,  aber  das  dabei  fQr  den  jenseitigen 
Pnnkt  nötige   Zusetzen  yon  +  180^  in  den  Formeln  weglassen.) 

Zwischen  diesen  6  OrOssen,  (p,  9',  2,  s,  ce,  ce',  bestehen 
Beziehungen  von  ähnlicher  Art  wie  fflr  das  sphärische  Dreieck 
Fig.  1.  §  60.  8.  838,  welche  hauptsächlich  in  zwei  Aufgaben- 
formen sich  ausdrücken,  nämlich  erstens;  gegeben  cp,  qo'  und  Z, 
gesucht  St  a  und  ce'  oder  ztoeitens:  gegeben  <p,  s  und  a;  gesucht 
qp',  {  und  ce'. 

Die  Losungen  dieser  beiden  Aufgaben  gehen  mehrfach 
ineinander  über. 

Ehe  wir  an  die  yersohiedenen  Auflosungen  der  Aufgabe 
selbst  gehen,  schicken  wir  einige  Beispiele  hiefür  yoraus  (ähnlich 
wie  wir  dieses  auch  fdr  die  sphärische  Aufgabe  S.  338  gethan 
haben).  Dass  diese  Beispiele  in  sich  richtig  sind,  können  wir 
jetzt  noch  nicht  beweisen ;  dieses  wird  sich  aus  der  überein- 
stimmenden Berechnung  nach  den  yersohiedenen  später  zu  ent- 
wickelnden Methoden  ergeben. 


L  Kleines  sphäratdisches  Normai-Beispiel, 


<p  =  49<»80'0" 

<P'- 

=  50<^80'0"         /=  l«0'0" 
=    !<>   O'O" 

^^—  =  320  48' 20,4580" 

«'-«  =  0045' 57,8942" 

^~— =    0^22' 58,9471" 

%«  =  5.121  6103-131 

«'=33*^11' 19,4051" 
a  =  82*^  25' 21,5109" 

«  =  132  315,875« 

JI,  Grosses  sphäroidisches  Normäl-BeispieL 

(p  =  45*'   O'O" 

¥ 

=  55*'0'0"         Z=10«0'0" 

<PL+<P  =  50o   O'O" 

g)'- 

-cp 

=  10*>0'0" 

^"^—  =  32«^  54'  11,4302" 

«'—«  =  7*^  41' 51,9408" 

^~— =    3*^50' 55,9704" 

7o^«  =  6.120  6674-805 
«  =  1  320  284,366- 

o' =360  45'    7,4006" 
a  =  29o   3' 15,4598" 

(1) 


(2) 
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Ein  Beispiel«  das  zwischen  den  heiden  vorhergehenden  liegt,  ist  Ton  den  Meck- 
lenhorgischcn  Geodäten  als  Eontroll-Diagonale  flher  das  ganze  Land  gerechnet  worden. 
(«Zeitschr.  f.  Verm.''  1896,  S.  240—242).  Dasselbe  giebt  mit  den  Bezeichnungen 
von  Fig.  1.  folgendes: 


IIL  Meeklenburgisehe  Diagonale. 
<p  =  53*»  0'  (p'=54*»S0'  Z  =  3*^30' 


2 
2 


=  53*^45'  (f^—<P=    1**30'  1=12600" 

=  54*»   8'  20,77402"  a'-  a  =  2<>  48'  23,18112" 

=    1«> 24' 41,59056"  top s  =  5.4545946712 

«  =  284835,8642« 


a'=  55038'   2,36458" 
a  =  52<»  43  39,18346" 


(3) 


Ein  kleines  Beispiel,  mit  nicht  runden  Zahlen,  nehmen  wir  aus  Bohnenbergers 
Triangulierung  von  Württemberg: 


IV.  jP=  Hamisgrinde.  P=  Tühi9tgen. 

<p  =  48«  36'  21,8966"  <p'=  48«  31'  12,4000" 

l  =  0«  50'  55,5587"  =  3055,5687" 

a  =  98«  21'  29,9583"  a'=  98«  59'  40,6800" 

log  8  =  4.801  84480  «  =  63  364,218« 


(4) 


Endlich   nehmen  wir  noch   ein   grosseres  Beispiel   mit  nicht  runden   Zahlen, 
welches  auch  schon  anderwärts  mehrfach  benfltzt  worden  ist. 


V.  P=  Berlin.  P'=  Königsberg. 

(p  =  52«  30'  16,7"  g/  =  54«  42'  50,6" 

Z  =  7«6'0"=25  560" 
a  =  59«  33'  0,6892"  «'=  66«  16'  9,8650" 

log8=z  5.724  2591-353  s  =  529  979,578« 


(5) 


§  74.    Refhen-Entwleklaiigen  nach  Potenzen  yon  s. 

(Bezeichnungen  nach  Fig.  1.  S.  391.) 

Die  drei  Differential- Gleichungen,  welche  wir  in  §  69.  S.  379  entwickelt  haben, 
sind,  wenn  wir  nun  den  Längenunterschied  mit  l  bezeichnen,  folgende: 

dseosa^:  Mdqi  (1) 

d8sina  =  Nco8q>dl  (2) 

(2  a  =  d  Z  stn  (p  (3) 

Dabei  ist  M  der  Meridian-Erfimmungs  Halbmesser  und  N  der  Quer-Erfimmungs- 

Halbmesser  fQr  die  Breite  qp,  d.  h.  wie  immer  nach  §  32.  S.  197: 


M  = 


K3 


2V=—    ,    wobei  F  =  ^1  +  e'2  co««  cp 
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Wenn  man  diese  Bezeichnung  V  einführt,  und  zugleich  d  /  ans  (8)  mittelst  (2) 
eliminiert,  so  erhält  man  ans  (1),  (2)  nnd  (8): 

^  =  lr8«««  (5) 

da       c  ^  ' 

da       c       eosq)  ^  ' 

-^  =  -^-V8inatang(p  (7) 

Hierauf  kann  man  eine  Entwicklang  nach  dem  Maclanrin  sehen  Satze  grflnden, 
ganz  entsprechend  der  früheren  sphärischen  Entwicklung  von  §  65.  Wir  hahen  his 
zur  fünften  Potenz: 

,  dqtl  d2g)-lg2         d8(p-|«3         d4g)-|s4         d^Oflifi 

,_  dl-l        ^Hf!      <*'n^      dtl-\s*       dsz-l  «5 

'-  dsV^dsiJ  2  '^dsSJ  6  '^dJijÜ'^'d^jm'^'--        ^^^ 

Da  wir  hei  den  fortgesetzten  Differentiierungen  stets  auch  die  Ableitung  ?on  V 
brauchen  (vgl.  hiezu  auch  das  frühere  §  84.  S.  208),  schicken  wir  diese  voran: 

F=Vl-h«'acos2(p     ,     -— = y^ ^  (11) 

Zur  Abkürzung  werden  wir  immer  schreiben: 

e'2co«2(p  =  j^      und      tangq)  =  t  (12) 

und  damit  wird  (11):     F«  =  1  -h  i?»  ^  =  —  ^  t  (13) 

-=-  =  :j—  — ^  =  —  J78  —  CO«  a  e  (14) 

ds      d(f)  da  *     c 

Nun  leiten  wir  (5)  weiter  ab: 

d<p       F8  d^m      8F2dF  F3    .       da 

j  -  =  —  C05  a    ,    -j-^  =  -        -  -  CO«  a «m  a  ^  - 

da        e  d«2  cd«  c  d« 

also  wegen  (14)  und  (7): 

cficn  F4  F* 

Wenn  wir  dieses  weiter  ableiten,  so  ist  es  nützlich,  die  Funktion  172,  welche 
nach.  (12)  Funktion  yon  <p  ist,  stets  so  zu  behandeln  (ebenso  wie  früher  S.  208): 

^  =  — 2i72t     allgemeinert^  =  — ni7-t  (16) 

acp  dqf 

In  dieser  Weise  leiten  wir  (15)  nochmals  ab  (mit  Beachtung,  dass  F3  =  F  ( 4-  if)): 
dßcD  4  F8  /  F2  \  i  I 

-^ r(""^  —  co«atl  j«tn2  a  1 4-  3  co«2  a  1/2  t| 


d«s 

-^1 


F  F 

2  «in  a  cos  a  —  ain  a  (2  4.  gitfi  «  (1  4-  (2)  _  -  co«  « (1  h-  1^) 

c  c 

F     .       .«..„.     ^   «..        _.       _    F 


F  F  I 

—  6co«a«tna  —  «t» ce  1 1^ «  h- 3 co«2  a (— 2 172  ^2 -|- ^  (1  _l- f2))  —  cosa(l  -f-!72)> 
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dieses  ordnet,  so  findet  man : 
-Ln2a(l-K8<2-hj?2-9j?2t8)H-«)««a(3i7«-3iy2ta  4-3^-15174  t2)l(17) 


Wenn  man  dieses  ordnet,  so  findet  man : 
^  ^  _      V^cos  a  { 

In  gleicher  Weise  werden  anch  die  anderen  Ableitungen  behandelt,  so  dass  wir 
bis  znr  dritten  Ordnung  einschliesslich  erhalten: 
€ßl        2F2 


da^      (ß  cos  qp 


sinaeosat  (18) 


^  =  -f— -  Iginacos^  a (1  -h  3 1«  H-1/a)  —  sitßai^)  (19) 

^  = —«inacM«  (1  + 2  e2-hi?2)  (20) 

^==^|«nacM8at(5  +  6t2-hi^  — 4i/4)--s»n8a«(l-h2e2-hi?2)|    (21) 

Ehe  wir  weiter  entwickeln,  wollen  wir  abkürzende  Bezeichnungen  einfahren, 

wobei  wir  uns  zu  merken  haben,  dass  -^  —  N  der  Quer-Erfimmnngs-Halbmesser  für 

die  Breite  cp  ist.    Wir  setzen  dann: 

~f  8sina  =  '-  Fä  sin a  =  t?  (22) 

N  t 

^^aeoaa  =  -     Vs  co8a  =  u  (23) 

Dabei  ist  s  die  geodätische  Linie  linear  (in  Metern)  gemessen  und  nach  S.  193: 

log  ^  =  8.508  3274-897     ,     log  --  =  1.491  6725*103  (24) 

C  ^    Q 

Weitere  Entwiekltingen  bis  zur  fiinften  Ordnung. 

Ohne  die  Einzelheiten  der  Differentiierungen  anzugeben,  stellen  wir  im  folgenden 
die  weiteren  Diflferential-Quotienten  zusammen  und  zwar  bis  zur  4*©«  Ordnung  mit 
allen  Gliedern  die  überhaupt  auftreten,  bei  der  5ten  Ordnung  nur  noch  mit  den  Gliedern 
ohne  1/2,  d.  h.  mit  den  sphärischen  Gliedern.  Um  die  Abkürzungen  v  und  u  nach 
(22)  und  (23)  anwenden  zu  können,  setzen  wir  links  immer  s,  s2,  s^  u.  s.  w.  als 
Faktor  zu,  und  nehmen  auch  den  konstanten  Faktor  F2  bei  gp,  und  cos  q>  bei  l  auf 
die  linke  Seite  herüber. 
dcp  s 
ds  V^       ^ 

^yz  =— t?2tt(l -h3«2  4-1^-9  1?2e2)  —  3u8,^(l- «24-172  —  5  172*2) 

^^  =  4- r4  t  (1 -h  3^  4-1?2  -  9l/2t2)-2t?2  w2e(44- 6«2--13^-9l72  t2-17i;4 

^*    ^  -h45i74t4)4-M4ei72(124-69i72  — 45i72t24_67,y4  — I05iy4^) 

^1  *y  =  4-  t?4  u  (1  4-  30  «2  4-  45  H)  4-  2  v2  mS  (4  4-  40  <«  4-  30  t^) 
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dl 
ds 

^L 
ds^ 

/?8  7 
-^-^  «8  CO«  <JP  =  -h  2  ü  l|2  (1  -f-  3  «2  -f-  1^)  —  2  r3  «2 

-^  «4  CO«  <jp  =  8 1?  m8  t  (2 -H  3  ^2  ^- ,ya  —  ^)  _  8  t?s  M  ( 1 -H  3  «2  H- ;^) 

^*J^«5cüi«qp  =  8r  m4(2 -h  15  «2  H- 15  (4) -_  8  v3  u2(l -h20<2  ^30<4)-|- 8«ße2(i -^3t2) 

da 


d« 

(i2a 
<J«2^ 

(i««r 

(i«4 


8    =  Vt 

«2  =  t?  tl  (1  -+-  2  «2  H-  ^2) 

«8  =  vm2  « (5 -+- 6  t2 -h  iy2  _  4 1;4) —  ^  t  (1  4- 2  t2-h  1^) 

/f4  =  t?M8(5H-28«2-+-24t4H-6i^-h8i?8f2  —  3i;4-|-4i;4e2_4i;6H-24i;6<2) 
—  V8  «  ( 1 -h  20  e2 -h  24  «4  H- 2  1/2  H- 8  1^  «2  H- ^  H- 1 2 1;4  e2) 


^«5=  t?  ii4«(61 -H 180 12 -f- 120 14)— «8  m2^(58-|- 280(2+240  e4)-|-t?5t(l-h  20  «2  4-24*4) 

Mehr  als  diese  Glieder  wird  man  fast  nie  hranchen.  Übrigens  haben  wir  in 
der  vorigen  3.  Anfbige  1890  8.  392  die  Glieder  bis  znr  Sten  Ordnnng  mit  allen  Zu- 
sätzen 1/2  n.  8.  w.  und  dann  noch  6te  Ordnung  wenigstens  sphärisch,  d.  h.  ohne  1^2 
gegeben. 

Zur  Abkürzung  kann  man  etwa  bis  zur  4ten  Ordnung  sphärisch  gehen,  und  dann 
auch  schon  in  dritter  Ordnung  nur  noch  172  mitnehmen  und  alle  tj*  weglassen. 

Damit  bekommen  wir  folgende  zur  praktischen  Anwendung  zugerichtete  Formeln, 
in  welchen  u  und  v  die  Bedeutungen  von  (22)  und  (23)  haben: 


"^'Z^^u   ^l-v^t-^u^r^^t 


V2 


2q 


2q 


«8 


JC08  CD  =  V    H VUt 


^^,(1  +  8(2  +  1^-9172*2)^.^^^,^ 

1 


5(«2  — 1—1^2-1-5172*2) 


1(25) 


«m2 


-3^''+yo«(i  +  ^''  +  ''') 


3p2 


Sgt 


0e(l  +  3*2)-H-|-^e(2  +  8te) 


(26) 
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vu 


«  =  « « -h  ^-  (1 H-  2  e«  -h  IT«) 

60 


V8 


-2*2- 

20  e« 


6^ 


'7')-^-i^«(5' 


^^)-l$(^ 


-^  28  <«  +  24 1^) 


(27) 


Die  hiebe!  nötigen  konstanten  Logarithmen  sind: 


log  -    =4.685  5750 
Q 

^9  ^^  =  9.070  m 
7o^  2^  =  3.57960 


/o^ -5?- =  4.384  5449 

d  Q 

%^  =  8.894  028 
^^6^  =  ^-27857 


2^ 


=  4.8616661 


log   — 2=8.592998 
^^24^=2.67651 


(28) 


Wenn  man  in  (25),  (26),  (27)  alle  tj^  weglässt,  so   bekommt   man  wieder  die 
sphärischen  FormeUi  (27)— (29)  §  64.  S.  359,  wie  es  sein  moss. 

Mit  diesen  konstanten  Co^fficienten   kann  man  anch  unsere  HilCstafeln  Seite 
[47]— [51]  des  Anhangs  benfttzen. 

Wir  wollen  nnser  kleines  sphiroidisches  Normal-Beispiel  (1)  §  78.  S.  391  in 
dieser  Weise  berechnen: 

Gegeben    <p  =  49«30'0"    a  =  32«  25' 21,5909"    fop  «  =  5,121  6103.1 
hiezn  Ton  Seite  [21]  des  Anhangs  log  [2]  =  8.508  9420*3  und  log  FS  =  0.0012290*7 

Im  übrigen  giebt  die  Ansrechnang  nach  dem  angegebenen  Verfahren,  in  ähn- 
licher Weise  wie  bei  dem  sphärischen  Beispiel  §  64.  S.  360: 


log  [2] 

w     9 

n   9ma 
logv 


8.508  9420-3 
5.121 61031 
9.729  2947-4 

3.859  8470^ 


log  [2] 
1,   cosa 


logu 


8.508  9420-8 
5.121  6103-1 
9.9264021-9 


3.556  9545-3 


Die  weitere  Ausrechnung  hat  folgendes  gegeben: 


Breite, 


Länge. 


Aeimut 


-h  F8u  = 

-♦-  3615,6269" 

V  = 

-h  3526,1653" 

vt=          -^  2681,3172" 

-  «2  .  .  . 

— 14,9269 

-^vu.,. 

-h  72,1660 

H-t?u...            H- 74,9467 

—  U2l?«... 

-  0,3146 

—  «8... 

—  0,1986 

—  «8...               —0.2063 

-U««... 

—  0,3774 

-h  «  U2  .  .  . 

-f-  1,8371 

-h«w2...             +1,8061 

-hu8l72... 

-f.  0,0006 

—  «3u... 

—  0,0152 

-«8u...            —0,0152 

-h1^... 

-h  0,0008 

-hvvß.,. 

H-  0.0452 

-hvu^...            -1-0,0455 

-««•!«... 

—  0,0093 

<P-<P  = 

3600,0001" 

X  = 

4-    3599,9998" 

«'-  a  =      2757,8940" 

PO'    0,0001 

= 

0«  59'     59,9998 

=  45'    57,8940 

soll    0,0000 

soU    60,0000 

soll    57,8942 
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§  75.  NäheroDgs-Fonneln  bis  tß.  897 

Meridianhogenlänge, 
Unsere  Formeln  enthalten  anch  den  besonderen  Fall  der  Meridianbogen-Rekti- 
fisiemng,  wenn  das  Asimut  a  =  Null  wird.    Setzen  wir  dann  anch  den  zogehorigen 
Wert  s  =  m,  so  werden  wir  ans  (25)  folgendes  erhalten  bis  zor  dritten  Ordnung : 

Dieses  ist  die  Umkehning  der  früheren  Formel  (37)  in  §  35.  S.  218,  wie  sich 
deutlicher  zeigt,  wenn  man  jene  Formel  so  schreibt: 

„  ^^_,^  (?^7/)*|,..-(fcs)'|(»- 1-./.^^^..)    m 

Das8  diese  beiden  Formeln  (29)  und  (30)  unter  sich  übereinstimmen»  kann  man 
leicht  durch  gen&herte  Auflösung  nachweisen. 

Die  erste  Bntwioklang  nach  Potenzen  der  geod&tischen  Linie  (t>la  ••  elnschlieeelicta)  zar 
Übertragung  von  Breiten.  Längen  und  Azimuten,  let  gegeben  von  Legendre  in  den  Memoiren  der 
Pariser  Akademie  von  1806L  Dleee  Legendreaoben  Formeln  sind  bei  der  badieohen  Landeevermeaaung 
benätzt  worden.  Helmert,  höhere  Geodiaie  I.  1880.  S.  296—800  giebt  die  Entwicklungen  bla  zur 
dritten  Ordnung  mit  ««  und  dann  noch  4.-5.  Ordnung  sphiriaeh,  mit  Litteraturangaben  8.  900.  Uro 
die  in  vorstehendem  §  74.  behandelten  Reihenentwicklungen  praktisch  im  Grossen  anzuwenden, 
mnsste  man  bequeme  und  genaue  Ooefficlenten-Tabellen  herstellen,  wobei  in  den  Reihen  (85)— (27) 
die  Ooöfficlenten  mit  atlen  Olledem  i|p  einzuführen  wären. 

Von  der  Vermessung  des  Staates  New- York  und  von  der  KAsten-  und  Landesvermessung 
der  Vereinigten  Staaten  wird  ein  solches  Verfahren  angegeben  in  einem  Berichte  in  der  «Zeitschr. 
f.  Verm.*  1890,  S.  177-17». 

Bei  der  preussischen  Landesaufhahme  sind  Formeln  von  ähnlichem  Charakter  im  Gebrauche, 
die  wir  schon  in  §  80.  &  328  und  §  50.  S.  881  erwähnt  haben,  Schreiber,  «Rechnungsvorschriften"  u.  s.  w.: 
Die  zugehörigen  Entwicklungen  sind  amtlich  nicht  veröfTentlicht,  aber  in  Jordan-Steppes,  .Deutsches 
Vermessungswesen  I",  1881,  S.  118— lai.  Man  kann  diese  Schreiber  sehe  Theorie  kurz  bezeichnen 
als  eine  sphäroidisehe  Weiterfnhrung  der  Gauss  sehen  sphärischen  Behandlung  des  Polardreiecks 
nach  Fig.  3.  §  80.  8.  343.  Die  praktische  Anwendung  der  Schreiber  sehen  Rechenvorschriften  ver- 
lang die  Ausrechnung  von  19  Gliedern  ähnlicher  Art  wie  die  19  Glieder  der  Formeln  (35)— (27). 

§  75.    Nftherangs-Formelii  bis  sK 

Wie  die  Ausrechnungen  am  Schlüsse  des  vorigen  g  74.  S.  396  leigen,  kann  man 
mit  den  Potenzreihen  bis  zur  4^^  Ordnung  bei  Entfernungen  bis  zu  rund  100^  oder  Brei- 
ten- und  liUigen-Differenzen  bis  zu  P  eine  Genauigkeit  bis  zu  etwa  0,0001"  erreichen. 

Die  Rechnung  ist  aber  etwas  umständlich,  und  wQrde  nur  etwa  durch  Beigabe 
ausführlicher  Coöfficienten-Tabellen  die  nötige  Geschmeidigkeit  erlangen,  man  hat  in 
der  Breite  7  Glieder  und  in  Länge  und  Azimut  je  6  Glieder. 

Anders  steht  die  Sache,  wenn  man  nur  Näherungswerte  auf  etwa  0,1"  genau 
berechnen  will,  welche  nach  dem  später  zu  beschreibenden  Verfahren  von  §  77.  noch 
verbessert  werden  sollen.  In  diesem  Falle  rechnet  man  nur  die  Hauptglieder  mit  dem 
Co^fßdenten  [2]  streng,  nebst  V^  bei  der  Breite,  im  flbrigen  nimmt  man  nur  noch 
die  sphärischen  Glieder  (setzt  also  rj^  =  0)  und  kann  dann  die  Coöfficienten-Tabelle 
unseres  Anhangs  Seite  [47]— [51]  benutzen. 

In  diesem  Sinne  haben  wir  die  Ausrechnung  auf  S.  898  gemacht,  in  den  Haup^ 
gliedern  nur  6  stellig,  dann  5-  und  4  stellig.  Die  Genauigkeit  geht  auf  0,01"  und 
0,03"  in  Breite  und  Länge,  und  auf  0,10"  im  Azimut,  was  alles  als  erste  Näherung 
fOr  späteren  Gebrauch  in  %  77.  vollauf  genügend  bt. 
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logV2 
logu 


V2u 


Chographische  Qoardinatm. 
N&herangs-Berechnang  bis  zor  dritten  Ordnang. 

Gegeben    (p  =  49*» SCX  0,0"    a  =  32<' 25' 21,5"    %«  =  5.121  610 

log  [2] 

log  sin  a 

log  8 

logv 
logv^ 
logx^ 

VJ 

9 
0.00123- 
6.71969 
0.06850 
4.88454 


HUfstafel  S.  [21]  giebt  fflr  (p: 

log  F«  =  0.001 229 

log  tang  (p  =  logt  =  0.068  501 

foyt2  =  0.137  002 

log  cos  gp  =  9.812  544 


8.508  942 
9.729295 
5.121  610 

3.859  847 
6.719  694 
0.079  541 


log  [2] 

log  cos  a 

log  8 

logu 
logu^ 


8.508  942 
9.926402 
5.121  610 

X556"954 
7.113  908 


p'  —  <p  =  F«  tt  — 
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3  F2 


0.001229 
3.556  954 


3.558  183 


-f-  3615,63" 
=  H-1<'0' 16,63" 


2^  6p2^  ^       2q  y       ^ 

—  F« 

t 
1:2q 


—  F2 

u 
H-3<2 


1.17396- 
—  14,98" 


1:6^2 


Q 

0.0012. 

6.7197 

3.5570 

0.7088 

8.5930 


—  F2 
i|2 
3c'a:2^ 
sincp 
cos  (p 


1  = 

3.859  847 
0.187  456 

vseeqt     8.547  808 
-h  3526,17" 
=  -(-  Qo  58'  46,17" 


vut 


cos  (p'^  Qcos  (p      Zg^eos<p 


tßß 


9.5797. 
—  0,38" 

«  11«  (1  -h  8 12) 


0.0012. 

7.1189 

2.6861 

9.8810 

9.8125 


9.4947. 
—  0,81" 


logv 
logseap 


V8€C<p 

u 

t 

1:q 


8.54780 
8.55695 
0.06850 
4.68557 


—  vseec 


:3^2 


Sg^cosip 

8.5478. 
6.7197 
0.1370 
8.8940 


1.85882. 
^-  72,16" 


.2980. 
-0,20" 


vsec(p 

3.5473 

tt2 

7.1139 

l-h3t2 

0.7088 

1:3(^ 

8.8940 

0.2640 

1,84" 


logv 
logt 

vt 


a'  —  a  =  V  t  -f-  ^-  (1  • 
2^  ^ 

3.359  847 
0.068  501 


le2)-,^i(1^2t2)^y^-^5- 


6^2' 


3.428  348 


H-  2681,32 
=  -4-  44'  41,32" 


9  =  49^30'    0,00"  — 14,93" 
-4-  1     0  15,63  —  0,88 
—  0,81 


—  vt 

«2 
l-f-2t2 

1:6^ 


-50<>  80' 15,63" -15,62" 

(p'  =  50^30'   0,01" 
soll    0,00" 


8.85985 
8.55695 
0.57306 
4.38454 

1.87440 
-h  74,89" 

Zasammenfassong : 

-4-  0°  58'  46,17"  —  0.20" 

-f.  1  12,16 

-+-_      1,84 
,,,10   0-    0,17"  — 0,20" 

J  =  4-  0«»  59'  59,97" 
soll  60,00" 


6^2 

8.4283. 
6.7197 
0.5731 
8.5930 

—  0,21" 


-6(2) 


vt 

8.4283 

U2 

7.1139 

5-h6t2 

1.1214 

1:6^2 

8.5980 

0.2566 

-f-  1,81" 


a  =  32«  25'  21,50"  —  0,21" 

-h    0   44  41,32 

-h          1  14,89 
_± 131 

+  33°  11' 19,52"  — 0,21" 

a'  =  88°  11' 19,31" 
soll     19,41" 
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§  76.    Sphärische  Mittelbreiten-Formeln. 

Obgleich  die  sphärischen  Mittelbreiten-Formein  nach  Graass  schon  in  uDserem 
früheren  §  62.  entwickelt  sind,  wollen  wir  doch,  ehe  auf  die  sphäroidischen  Formeln 
dieser  Art  übergegangen  wird,  nochmals  die  Sache  sphärisch  betrachten. 

Wenn  wir  also  hier  noch  eine  zweite  Herleitong  der  sphärischen  Mittelbreiten - 
Formeln  vornehmen,  so  geschieht  es  nicht  bloss  in  dem  Sinne  einer  Yersicherang  der 
ersten  Herleitang,  sondern  yielmehr  zum  Zweck  der  Vorbereitung  entsprechender 
sphäroidischer  Formeln,  mit  welchen  wir  nns  im  folgenden  §  77.  beschäftigen  werden. 

In  Fig.  1.  betrachten  wir  3  Pankte  mit 
den  Breiten  (p|,  gp,  (p^^  wobei  qo  der  Mittelwert 
ist,  d.  h.: 


Fig.  1. 


<P2  —  qp  =  <JP  —  qPi 


yi  +  <P2  _ 


=  <P      (1) 


Da  die  Breiten-Unterschiede  (p  —  <pi  und 
<)p2  —  (jp  hiemach  gleich  sein  sollen,  so  werden 
für  einen  Bogen,  welcher  die  drei  Parallelen  zu 
den  Breiten  gpj,  (p,  q>2  schneidet,  die  Abstände 
ai  und  (T2i  ^^^^^  Summe  aj  h-  0*2  =  a  sei,  nicht 
gleich,  aber  auch  nicht  sehr  ungleich  werden, 
und  ähnlich  verhält  es  sich  mit  den  zugehörigen 
Längen-Unterschieden  Xi  und  X^t  deren  Summe 
^1  -f-  A2  =  X  sei 

Die  Azimute,  welche  der  Bogen  in  den 
Breiten  <Pi,  g)  und  92  ^^)  ^^^^^  bezw.  «i,  Uq 
und  a^  und  es  werden  dabei  ähnliche  Verhält- 
nisse stattfinden,  wie  bei  den  Längen- Unter- 
schieden, d.  h.  es  werden  Qq  —  «x  und  «2  ""^0 
nicht  sehr  verschieden  sein;  das  Mittel  aus  a^  jp 
and  «2  ^^  ^^^  ^  bezeichnet,  d.  h. : 


«1 


(2) 


Dieses  Mittel   wird   nicht  gleich  ccq,  aber  auch   nicht  sehr   viel   von  Oq  ver- 
schieden sein. 

Eine  frühere  Abkürzung  sei  hier  wieder  benützt,  nämlich: 

tcmg  <p=t  (3) 

und  nun  wenden  wir  die  Potenzreihe   für  den   Breiten-Unterschied  (27)  §64.  S.  359 
auf  unsem  Fall  zweifach  an,  und  erhalten : 


qP2  —  (p  =  0^2  CO« «0  —  ^  ^* «0 *  —  ß  ^*^ aQCosaoil-^-  S t^) 

(pj  —  gp  =  —  aj  cosaQ  —  -^  sivfi  «0  *  "<"  "ß"  ^^^  «0  cos  «o  (1  4-  3  f^) 
Diese  zwei  Gleichungen  geben  subtrahiert: 


(4) 


(5) 


Vi  — Vi  =  (CT«  +  <T,)awao  — — o— «•»'^«o*— -H— '**'»*«o«'»'*o(*  +3t«)(6) 
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Ferner  giebt  wegen  der  Gleichheit  der  Breiten-Unterschiede  nach  (1)  die  Ad- 
dition von  (4)  nnd  (5): 

0  =  (0-2  -  o-i)  cos  «0  —  ~  ^-^«fti^ao  e—  ?^^*wi?  Oq  cos  a^  (1  -h  3 1«)       (1) 

Dieses  ist  eine  Gleichong  zar  Bestimmong  der  Differenz  o^^  Gi,  und  da  man 
sofort  sieht,  dass  diese  Differenz  von  der  Ordnnng  c^  ist,  kann  man  in  (7)  das  letzte 

Glied  weglassen,  and  im  zweiten  Gliede  aj  =  a}  [  -^  ]   setzen,  so  dass   man  damit 
aas  (7)  erh&lt: 

*  *       4    CO«  «0 

Wenn  man  diese  Gleichang  mit  ag  +  ai  =  <7  maltipliziert,  so  erh&lt  man  aach 
die  Quadrat-Differenz: 

„._„{=  5  «^«ot  (9) 

*  *       4    COS  «0 
Dieses  (9)  setzt  man  in  (6),  zugleich  darf  man  dort  im  letzten  Gliede  a{  =  of 

8 

setzen,  und  dadurch  erh&lt  man: 

Diese  Gleichang  müssen  wir  zunächst  so  stehen  lassen  und  nun  mit  den  Azi- 
muten beginnen.  Hiezu  haben  wir  in  (29)  §  64.  S.  359  die  nötige  Gleichung,  welche 
auf  unseren  Fall  zweifach  angewendet  giebt: 

tta  —  ao  =  a,  sm  «0  *  H-  ^  «wi  «0  CO«  «0  ( 1  H-  2 1«)  —  ^  sivß  a^t{\-\-%t 

-f-    '  «tn  «0  cos'^  «0 1  (5  -f-  6  **) 
«j  —  Oq  =  —  (Xi  «n  «0  e  -h  ~  «n  «0  cos  ao  (1 4-  2  ^)  h-  ^  m»  «o  <  (1  -f-  2 1«) 

—  %  »naoco»2aot(5-f-6t2) 

o  ' 

Auch  diese  Gleichungen  (11)  und  (12)  werden  subtrahiert  und  addiert;  zuerst 
giebt  die  Subtraktion: 


=(9* 


(12) 


ctg  —  aj  =  (^2  +  <Ti)  »in  «0  *  -f-  -^  ^ — ^**'*  «o  cos  ao  (1  -h  2 1«) 

—  ^t^gtn»  «0  <(l  -H  2  «2)  -f-  ^-^  «naoco»aao«(5  -4-6««) 
o  o 


(13) 


Bei  der  Addition  von  (11)  und  (12)  lassen  wir  die  Differenzen  dritter  Ordnung 
a\  —  q\  ganz  fort,  da  dieselben  auf  Glieder  von  der  Ordnung  o*  ffihren  würden;  in- 
dem wir  dann  auch  das  Mittel-Azimut  =  a  setzen,  wie  in  (2)  angenommen  wurde, 
erhalten  wir  aus  (11)  und  (12)  durch  Addition: 

2       —«0  =  a  — ao  =  -^ -^       «***  ^  *  "•"  "4"     ****  ^  ^^  "o  (1  +  2 1«) 

und  setzt  man  hier  noch  die  Differenz  0*2  —  (5\  nach  (8)  ein,  so  erhält  man: 

«-«o=¥  S^*'  +  >*<''«o«««o(l+2t«)  (14) 

O      cos  WQ  o 
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Hieraas  bilden  wir  zu  verschiedenem  Gebrauche: 

8in  «0  =  «w  a  —  -g^  airfi  ai^ g  **^  "  ^'^^  a  (1  4-  2 1»)  (15) 

8    cos«  8  ^  '  ^    ' 

In  diesen  (15)  nnd  (16)  ist  in  den  Gliedern  mit  a^  schlechthin  a  statt  des  aus 

(14)  sich  ergebenden  ccq  geschrieben,  weil  nach  (14)  sich  a  und  «o  selbst  nur  um 
Glieder  von  der  Ordnung  o«  unterscheiden. 

Nun  kehren  wir  wieder  zu  der  Gleichung  (10)  zurück,  setzen  im  ersten  Gliede 
daselbst  (16)  ein,  und  erhalten,  da  die  quadratischen  Glieder  sich  heben: 

(P2  —  g)j=(ycos«-|-2v  siffi  tt  CO«  a  (2  -|-  3  ««)  (17) 

Auch   die   Gleichung  (13)   lässt  sich   nun  weiter   fahren;  wir  schreiben  diese 
Gleichung  zunächst  von  neuem  mit  Zusammenziehung  der  a^  und  a| : 

«2  —  «1  =  0" «»w Äo * -+-    *T  —  sin «0 CO« «0 (1  +  2 <«) 

—  |jOT»»ao<(l  +  2<2)4-24«*»»«o«>«8orot(5-H6«2) 

Hier  hat  man  zuerst  aj  —  a\  nach  (9)  einzusetzen,  wodurch  man  erhält,  indem 
man  zugleich  in  den  Gliedern  mit  oS  statt  Uq  den  Wert  a  schreibt: 

«2  —  «1  =  a  sin  ao  <  H-  -Q-  sinß  a  t  (1  H-  2 1») 

o 

—  ^  «tnS  a  e  (1  +  2  (8)  H-  -^j  «t«  a  co«2  a  ( (5  H-  6  (2) 

Auch  hat  man  noch  im  ersten  Gliede  sin  Uq  durch  sin  a  zu  ersetzen,  was  durch 

(15)  geschieht;  und  wenn  man  zusammenfasst  und  ordnet,  so  erhält  man: 

Äg  — aj  =  asinat-\-  ^  sinat  ( «m« « (2  +  <») -h 2 cos« a j  (18) 

Nun  bleibt  als  dritte  Aufgabe  nur  noch  die  Bestimmung  des  Längen>Unter- 
schiedes  X.    Hiezu  haben  wir  nach  (28)  §  64.  S.  859  in  zweifacher  Anwendung: 

A2Cosqp=      (T2^naQ-h<TlsinaQC08aQt  —  -^sin^ccQt^-h    * «w «o cos^ «q (1 -h 3 (2) 
—  AiC08g)  =  — <Ti«tncto-ho-;«m«oCosao*-+-  -^stn^aQt^  —  -^8tnaQ00si^aQ{l  -h^f^) 

Durch  Subtraktion  bekommt  man,  sofort  die  Glieder  dritter  Ordnung  zusammen- 
nehmend, und  in  diesen  Gliedern  a  statt  ccq  schreibend: 

Xcos(pz=a  sin  Uq  h-  (a*  —  a\)  sinaeosat  —  ^ö  ^^  « ^^  -f-  ^ö  «*♦* "  *^^  a  (1  +  3 1^) 

Wenn  man  wieder,  wie  in  den  beiden  vorigen  Fällen,  aj  — (xj  nach  (9)  und 
sina^  nach  (15)  einsetzt,  so  erhält  man: 

X cos q)  =  a sin  a -^  ^sin a (sin'^ at^  —  cos'^ a)  (19) 

Die  Differenz  A2  — Xj  haben  wir  hiebei  nicht  gebraucht;   der  Gleichförmigkeit 
wegen  wollen  wir  jedoch  diese  Differenz  auch  angeben,  nämlich: 

(Xo  —  Ai)  srnw  =  , t-j-^stnacosat  (20) 

^  ^        *'       ^       4    CO»  a  2 

Jordan,  Handb.  d.  VermeMungikande.    4.  Aufl.    111.  Bd.  26 
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Unsere  gestellte  Aufgabe  ist  in  den  Gleichungen  (17),  (18),  (19)  gelöst,  die  wir 
in  etwas  anderer  Form  unn  zusammenstellen: 


(P2  —  <Pi  =  a  cos  < 


?  a  f  1  -f-  ^  (2  <7«  wn8  a  +  3  0«  «in»  a  tans/^  g))  j 

X  = M  4.      ((j«  giffi  a  tang'^  <p  —  ff*  cos^  a)  I 

cc2  —  ai=:asina  tang  gp  (l-h^{2a^-h(ß  siffi  a  tang'^  <p)  J 


(21) 
(22) 
(23) 


Hier  kann  man  in  den  Korrektions-Gliedem  setzen: 

aeo8a  =  ß  asina  =  Xco8(p  asina  lang  qp  =  ^  (24) 

wobei  ß  ein  Näherungs-Wert  fQr  <P2  ~  <Pi  ^"cl  y  ein  Näherungs-Wert  für  a^,  —  fti  sein 
soll.    Ausserdem  bestehen  die  Näherungs-QIeichungen 

ff«  =  jfi(2  4.  X«  C0«2  <jp  ,  a«^y2  =  ^4.A2  (25) 

Wenn  man  dieses  in  (21)  und  (22)  berQcksicbtigt  und  die  Gleichungen  umstellt, 
dann  (22)  und  (23)  dividiert,  so  erh&lt  man: 

(26) 
(27) 


ff  cos  «  =  (gP2  —  gPi)  (l  —  24  (^ '^^  *" '^^  ^^*  ^)) 

ff  «in  a  =  X  cos  <p  [1  —  24  (^*  **^*  ^  "~  ^)) 
«2  —  «1  =  A«in(p  (l  -h  24  (3/5«  H-  2  A2co«2<p)j 


(28) 


Pig.  1. 


Dieses  sind  dieselben  Gleichungen  wie  (17),  (16),  (18)  §  62.  S.  350;  und  es 
sind  also  jene  Gleichungen  hiemit  zum  zweitenmale  hergeleitet. 

§  77.    Sph&roidische  Hittelbreiten-Formelii. 

Dasselbe,  was  wir  im  vorigen  §  76.  sphä- 
risch gemacht  haben,  müssen  wir  nun  auch  sphä- 
roidisch  mit  der  geodätischen  Linie  thun. 

Wir  werden  dabei  eine  Entwicklung  be- 
kommen, welche  der  sphärischen  Entwicklung 
ganz  entsprechend  ist,  welche  sogar  alle  früheren 
Glieder  von  §  76.  wieder  enthält,  aber  noch 
weitere  Glieder  von  der  Ordnung  r^  und  rj^ 
hinzubringen  wird,  und  da  wir  in  §  76.  eine 
gute  Vorbereitung  haben,  können  wir  uns  mit 
der  neuen  Entwicklung  kurz  fassen. 

Die  Bezeichnungen  nehmen  wir  wieder  im 
wesentlichen  wie  in  §  62.,  indem  die  neben- 
stehende Fig.  1.  sich  von  der  früheren  Fig.  1. 
S.  349  nur  dadurch  unterscheidet,  dass  überall  s 
statt  ff,  und  bei  den  Längen  /  statt  X  steht. 

Unter  s  verstehen  wir  eine  geodätische 
Linie,  linear  gemessen,  und  unter  S  die  ent- 
sprechende Reduktion  auf  Centriwinkel  durch 
Division  mit  dem  Qaer-Krflmmungs-Halbmesser  N 
d.  h.  wir  wollen  setzen: 
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N~'^     W.W      j^tf--  (1) 

je  nachdem  in   analytischem  oder  geometrischem  Masse  gerechnet  wird.  Wir  wollen 
aach  wieder  als  Abkürzung  nehmen: 

—  ^— =/»co»a  =  ii  (la) 

Damit  erhalten  wir  ans  der  Breiten-Formel  (25)  §  74.  S.  395  als  Anwendung 
auf  den  nördlichen  Teil  unserer  Fig.  1.  folgendes: 


8  sma      „   .  . 

— ^= —  =  Ssin  a  =  «     und 


^2— y  _ 


.^J. 


^^  =  i%  cos  Oo—  2*  «(««2  oo  +  3  I?«  «»2  Oo) 

8* 

-^  m«  «0  CO*  «0  (1  -I-  3  *2  -h  1^2  _  9 1^  e«) 

^co58ao(3i^-3i72^4-3  7/*-15j;4t2) 

Die  entsprechende  Formel  für  (pj  —  qo  hat  flberall  —  8i  statt  8^,  also: 


^^-y^  =  -8iC0saQ^8l., 


8*  8* 

-^  se>|2  Qq  C08q  . . .  -h  -^-  cos8  ctQ  .  . 

Diese  beiden  Gleichnngen  geben  subtrahiert: 

_?^^^n2aoCo«ao(l  +  3<2  +  i/2-9i72t2) 
_^:+:^eo88ao(3i72  — 31/2«« -h  81/4  —  15  i;4t2) 


(2) 


(2  a) 


(3) 


also 


U2) 


Femer  giebt  die  Addition  von  (3)  und  (3  a): 

0  =  {82  —  8i)co8aQ—^^^^t(sin^aQ-\-Zrj^eo8iao) 

Dieses  (4)  in  (3)  eingesetzt  giebt  nadi  Ordnung  der  Glieder: 
"^STi- =  S««  «0  -  S  f»  —  "^  *' +  ««*  «0  w«  «0  (1  +  3 1« -h  1/«  +  9  ,8 

K  *  Z4  \     COS  «0 

H-  COS»  ao  (3  )y2  —  3 1/2 12  -^  3 1/4  H-  12 ^4 14)\ 

Ehe  wir  dieses  weiter  verfolgen,  machen  wir  dieselbe  Behandlung  auch  mit  den 
Aximuten,  d.  h.  nach  (27)  §  74.  S.  396: 

S*  \ 

«2  —  «0  =  'Si  «»w  Oo  t  H-  -^  stn  Oo  cos  Äo  (1  H-  2  t2  4- 1^  I 

-^«fi3aot(l-h2t2-Hi/2)H-^«»naoCos2ao<(5-H6t2H-,/2-4i74)J 


(4) 


(^) 


(6) 


8*  8^  5* 


(7) 


«1  —  «0  =  —  -^1  «*«  «0  *  +  "2  *  •  •       ^6 

Hievon  brauchen  wir  zun&chst  nur  die  Addition,  d.  h.: 

^j|L«i_a^odera-ao  =  ~^7-^«*nao*  +  -';^^  (8) 
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Die  Differenz  S^  — Si  Ton  (4)  hier  in  (8)  eingesetzt  giebt: 

a-ao  =  |*(2-^*8-f-«»«oCO«ao(l  +  2<2-h^H-8i7«<2))  (9) 

Damit  werden  die  mehrfach  gebranchten  SsmoQ  und  SeostXQ: 
5««iao  =  5«w»«—  g-  ( »n8  « (8  +  «in  «  CO»«  « ( 1  -4-  2 12  -+- 1^8  -f-  3 1?«  («)  j      (10) 
Seo8ao==8oo8a-h~l <« -f- «in»  a  cm  a  (1  +  2 1« -Mj2 -h  3  ly«  «2)       (11) 

O     \  cos  €*  / 

Wenn  man  dieses  (11)  in  (5)  einsetzt,  wobei  man  in  den  Gliedern  mit  S^ 
schlechthin  a  statt  Oq  schreiben  darf,  so  erhält  man: 

^^^=8co8aU^-^nnia{2^Zt^-h2ffl)  —  ^co8^aTJ^{l—t^-hTi^-^4^^      (12) 

Wir  bilden  nnn  anch  die  Sabtraktion  Ton  (6)  und  (7): 

«2  —  a,  =  (^2  -4-  Si)  sina^t-h      T      «in  Oq  eo8  aQ(l  -h  2  t^  -h  rf^) 

^"t5  Liffi  «0 « (1  H-  2  i2  4-  ^)  —  ^  ao  CM«  oo  t  (5  4-  6  e«  4- 1?8  —  4 1/4)  J 

Hier  ist  wieder  S2  —  81  nach  (4)  zn  berücksichtigen;  dieses  giebt: 

aj  —  «i  =  flf  sin  «0  *  -+-  24  M  «*♦•'  ^  (2  +  4  «2  4-  2  j/8) 

4-«naooe>«2ao(5-f-6«2-f-10i/2H-18i^t2-h5i/4)j 

nnd  wenn  man  endlich  noch  SsmoQ  nach  (10)  einsetzt,  wobei  in  den  höheren  Gliedern 
Oq  mit  a  schlechthin  verwechselt  werden  darf,  so  erh&lt  man: 

ag  -  ai  ==  iSf «n  a  « |l  4- 2j  «in2  « (2  4- «2  H- 2 1/2)  4- ST  «w2a(24-7^«H-9i^<24-5j;*)|(l^ 

Bs  bleibt  nnn  noch  die  Formel  ffir  )  zn  entwickeln,  wozn  wir  in  zwei&cher 
Anwendung  von  (26)  §  74.  S.  395  haben: 

-\-l^co8<p  ^S^ainctQ-h 8\8in€CQC08aQt — ^  Isii^OQt^— sin Uqüos^ 0^(1 -^Zf^-^rfl)  j  (14) 

-liC(Mr<p  =  -5i«tnao4-Sf...      -+-^(...  )   (15) 

Die  Differenz  hievon  giebt  (da  {2  +  ^i  =  '>  und  jSg  4-  ^S^i  =  /Sf  ist) : 

Zöos<p=5f*mao4-(flf}— <S?)««iaoC<wao* ^^^  («in3aot2-wi Oq «»20^(1 4. 8 «24-1/8)  j 

Hier  ist  wieder  ^2  —  Si  nach  (4)  and  S  sin  a^  nach  (10)  zu  berücksichtigen, 
wodurch  man  erhalten  wird: 

Zco5<jp  =  flfwna4-5j«na|*i«2a<2_cM2a(l  4-1/8 —9 1/2 (2)1  (I6) 

Wenn  man  von  (14)  und  (15)  anch  die  Snmme  bildet,  so  bekommt  man  eine 
Gleichung,  welche  jetzt  nicht  nütig  ist,  aber  später  noch  nützlich  sein  wird,  n&mlich : 

(/a  — ?i)co«g)=^^~e-f.^«inac(wa«(24-3j/8)  (17) 


Digitized  by 


Google 


§  77.  Sph&roidiflche  Mittelbreiten-FormelB.  405 

Die  Gleichungen  (12),  (13)  and  (16)  enthalten  die  Losung  der  gestellten  Auf- 
gabe; man  kann  jedoch  darch  Division  von  (13)  nnd  (16)  auch  noch  eine  yierte 
Qleicbong  bilden: 

«2  —  ai  =  ^«wi<p|l-4-22  f»»ii2a(2  +  2  ly»)  -+-  oos«  a  (3  -h  8 1^  -f-  5 1;*)  ]  l     (18) 

Dabei  kann  man  auch  in  dem  Gliede  mit  sin^  a  schreiben  : 

2  -f-  2 1/2  =  2  (1  4- 178)  =  2  F2  (18  a) 

Die  ersten  Näherangen  von  (12)  and  (16)  sind: 

^«««  =  S«xr«  =  ?i-;^  =  A  (19) 

■^8ma  =  Ssma  =  lco8<p  (20) 

Dabei  soll  b  nur  als  Abkürzung  fftr  (p2  —  (pi  dienen. 

Damit  lassen  sich  die  Formeln  (12),  (16)  und  (18)  so  schreiben: 

?i^  =  ^«-f  (1 +!!^(2 +  3t«  +  2,^) -K  3-'^-^(t.-l-^-4,^t2))  (21) 
,ca.<p='4^(l  +  ?^-/^,(l  +  ,«-9^tB))  (22) 

«8-«,  =  l«n(p(l-|-?i^F«  +  2^^(3  +  8,a+5i?4))  (2S) 

Nun  wollen  wir  die  CoOfficienten  der  gefundenen  Formeln  besonders  bezeichnen 
und  herausheben,  und  dabei  auch  die  notigen  q  zusetzen.  Zuerst  nehmen  wir  fOr  die 
Glieder  erster  Ordnung  die  schon  zu  anderen  Zwecken  mehrfach  eingeflUirten  Haupt- 
Coöfficienten : 

|  =  [2]    ,    ^    Oder    |.F2  =  [1]  (24) 

Es  ist  also  wegen  der  Bedeutung  von  S  wie  bei  (22)— <24)  §  74.  S.  394: 

V  =  S9ina  =  [2]88tna    ,    u  =  Scosa  =  [l]8C08a  (25) 

Zugleich  wollen  wir  noch  folgende  weitere  CoOfficienten  festsetzen: 


^^       24ß2         •  ^^       24ß2  r* 

[71  -  -'^  ra  rsi  -  -^  Z  +  Siji+hri* 

•^  J  ""  12  ß2  ^^  ~  24  ß2  F4 


(26) 


Dabei  bedeutet  ju  den  logarithmischen  Hodalns  f&r  Einheiten  der  7t«>>  Stelle 
logft  =  6.637  7843,  and  wir  ksnnen  dazu  aach  gleich  ausrechnen : 

^9-^=5-l0bmi    ,    top  j^=  4-929 7628    .    % ^^^  =  4628 7228  (27) 

Mit  diesen  Abkfirzongen  weiden  die  Formeln  (21)— (25)  so  dargestellt: 

i=[2]?i^fl4.tJ.ps«„2«_W52)  (28) 

Fortsetzung  s.  S.  408. 
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Gegeben  (pj  =  49«  80'         gpg  =  50«  80'  Z  =  1*>  0' 

<p=50«0'0"       ft  =  l«  =  8600"    J  =  l«  =  360a". 
Gesucht  sind  s,  a^  und  02* 
Die  Hilfetafeln  des  Anhangs  geben  mit  <p  =  50^0': 
Seite  [32]:  log [1]  =  8.510  1335-8      log [2]  =  8.508 92950 
Seite  [54]  giebt  mit  <p  =r  50^*  0' : 

to(i[3]=4.6287    /oa[4]  =  4.6119|^^Pl  =  ^-^^^     fo^[6]  =  2.151| 
wg\pi     ^.o^oi    iogi^i     ^-^''^l^  [7]  =  4.9310     %[8]  =  5.1066; 

Oebrauchsformeln. 
log8stna=z  hg^-f^  -  [3] P « n» <p  -h  [4]  63 

logscoaa^^log  -j^ [5]  ^  cos«  <p  —  [6]  62 

log  J a  =  logl 8in(p  -h  ['J]l^ cos'i (p  -h  [8]  6« 


L&nge 


Breite 


logl 

log  cos  q^ 

log  lco8(p 

.     ^co8  qp 


3.556  3025-0 
9.808  0675H)_ 
3.364  3700-0 
8.508  92950 


log  /*  a>«2  gp 

{S^nSqp  16.8811         6^ 
~  [3] '4.6287.  -H4] 
'  L5098. 


4.855  44050 

6.7287 

7.1126 


4.6119 


1.7245 


-  32-35 


5302 


8  8tna 
8CO8  a 


lang  a 


-h  20-67 
4.855  4405-0 
4.855  4425-7 
5.046  1546-8 


9.809  2878-9 


a  =  32048' 20,458" 
4^=    0*>  22' 58,947" 

«2  =  33M1' 19,405" 
aj  =  32^'  25'  21,511" 


top  6  13.556  30250 
log  [1]    8  510  1335-3 

fo^=^  15.046 1689-7 


to^  62  17.1126 
/2«)«2g) ;  6.7287        62 
.-[5]^  15.4257.  -[6] 
2J544. 


7.1126 
2.151^ 

9.2636. 


-  142-72  —     0-18 

^  —142-90 
_  5^046^1689-7 

sco8a   5.0461546-8 


9»ina 
aina 
log  8 


4.855  4435*7     9  cot  a 
9.788  8828-5       cos  a 


5.1210103-2        log  8 


6.046  1546-8 
9.9245448-^ 
5.121  61081 


8  =  132  315,38- 


Asimnt 


logl 
log  8in  gp 


log  l  sin  q> 


3.55630250 
9.884  2539-7 

3.440  5564-7 


%i2  5in9g)  16.8811 


[7] 


6.7287       62 
4.9310  ^-[8] 


1.6597 
45-68    ^ 


7.1126 
5J066 
2.2192 
165-67 


-h  211-35 
3.440  5564-7 
3.440  5776-0 


Ja  =  2757,8942" 
zia  =  0<»  45' 57,8942" 

^=0^22' 58,9471" 
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mit  indirekter  AuflOsmig. 


Gegeben  log  8  =  5,121  6103-1 
Genähert  i=  1^0' 0,1" 

=  3600,1" 


gpi  =  49«»  30'  0,0000"        Ui  =  32°  25'  21,511" 
(jP2  =  50°  30'  0,1"  «2  =  33°  11'  19,5" 


<p  =50°0'   0,05"  a  =32°  48' 20,5055" 

Mit  (p  =  50°  0'  0,0"  geben  die  Hilfstafeln  des  Anhangs 

Seite  [32] :         log  [1]  =  8.510 1335-3        log  [2]  =  8.508  9295-0 
nnd  die  Hilfstafel  Seite  [54]  giebt: 

%[3]  =  4.6287    %[4]  =  4.61 19  |%[5]  =  5.4257     %  [6]  =  2.151 1  % [7]  =  4.9310    %[8]  =  5,1066 


Gebrauchsformeln, 
hgl  =  log  (^^^—]  -i-[S]l^  sirfi (p -^[4]  62 

logdcp  =  log  Ml] s oa« « j  -f-  [5]  1« cew«  g)  H-  [6]  62 

log  Ja  =  log  l[2]  ssina  fang  <p )  H-  [7]  Z2  cos'^  qp  4-  [8]  62  - 


[3]^«n2(p  — [4]62 


Länge                  ' 

Breite 

Azimut 

logs  5.1216 

log  [2]  8.508  9 

log  sin  a  '  9.733  8J 

103-1 
295-0 
3240 

7221 

logs 

log[l] 

log  cos  a 

[l]sc08a 
=  logb 

5.121  61031 
8.510 1335-3 
9.924  54430 

3.556  2881-4 

logs 

log  [2] 

log  sin  a 

log  lang  qp 

5.121 6103-1 
8.508  92950 
9.733  8324-0 

[2]  ssina 

3.364  3 

0.076  1866-8 

log  cos  qp 

9.808  0673-7 

log  ( J  a) 

3.440  5588-9 

log(l) 

3-5563048-4 

=  logl  sin (p 

log  ([2J  8  8in  «)«  =  top  Z«  tfo«»  g>  =  6.7287 

%62  =  7.1126 

%Z2swi2gp  =  6.8811 

i2m2qp 
+  [3] 

6.8811       62 
4.6287  —[4] 
1.5088 

7.1126 

4.6119, 

1.7245, 

|2co52qp  16.7287         62   7.1126 
-H  [5]    5.4257     -f-[6]    2.151 
2.1544                9.264 

l^oos^q) 

6.7287        62 
4.9310  -+[8) 
1,6597 

7.1126 

5.1066 
2.2192 

+  32-35      -5302 

+ 142-7* 

4- 

2        -h  0-18 

-h  45-68      -4-  165- 

67 
•68 

-  20-67 

142-90 

+  211-35  \ 

~    20-67  f  -^  ^^^ 

logd) 

3.556  3048-4 

—  20.7 

3.556  3027-7 

log{b) 

3.556  2881-4 
+  142-9 

log  (da) 

3.440  5588-9 
H-  190-7 

logl 

log/l  q) 

3.556  3024-3 

log  da 

3.440  5779-6 

1  =  3 
soU 

600,0022 
0,0000 

» 

Jqp  = 
so 

3599,9994" 
U    0,0000 

A 

«  = 

:  2757,896 
soll    ,894 
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Fortsetzang  yod  S.  405. 
<P3  — gPi  =  ^i<jp  =  [1]  SCO» aflH- LI  |2co«2«-h  Li 62  j  (29) 

cc^  —  cci  —  J a  =  l sincp  (l  -h—I^ coH^ a-h  —  h^]  (30) 

und      .ia  =  [2]5«nat(m^9(l  +  f''Uco»2a-h  1^524- [?Ipi«^a__W62]  (31) 
Dazu  auch  die  Umkehrungen: 

[2]     \         fi  fi      J 

.co.«  =  f,?-fl-E^Jz2co.2a^[61ft2)  (33) 

^i«  =  Z»n<p  [l  H-  E^/2co52(p  -+-  ES  62  j  (34) 

Daraus  folgen  die  logarithmischen  Gebrauchsformeln,  wie  sie  in  dem  Zahlen- 
beispiel auf  S.  406  und  407  obenan  gestellt  sind. 

Utnkehrung  der  Mittefbreiien-Formeln, 

Wenn  (pi^  ai  und  s  gegeben  und  (p2>  <^  und  /  gesucht  sind,  so  kann  man  die 
Mittelbreiten -Formeln  nicht  unmittelbar  anwenden,  wohl  aber  mittelbar  durch  Ein- 
führung von  N&hernngs- Werten,  wie  schon  am  Schlüsse  von  §  62.  S.  353  bei  den 
sphärischen  Mittelbreiten -Formeln  mit  Gauss'  eigenen  Worten  angegeben  ist.  Was 
die  notigen  N&herungs werte  betrifft,  so  kann  man  die  Längen  und  Breiten  schon  aus 
dem  Netzbilde  der  Triangulierung  entnehmen  and  damit  auch  die  Meridian-Konvergenzen 
=  X^n<p  ebenso  genau;  wir  wollen  aber  annehmen,  man  habe  das  ganze  Netz  vor- 
läufig nach  den  Formeln  dritter  Ordnung  von  §  75.  S.  398  durchgerechnet,  was  un- 
gefähr von  ähnlicher  Bedeutung  ist  wie  das  vorläufige  Durchrechnen  einer  Triangulierung 
für  die  Zwecke  von  Centrierungen,  sphärischen  Excessen  u.  dergl.  Kurz,  wir  wollen 
annehmen,  man  habe  Breiten,  Längen  und  Azimute  auf  etwa  0,1"  genau  und  dann 
genügt  eine  oder  höchstens  zwei  Durchrechnungen  nach  S.  407,  um  alles  bis  auf  0,0001" 
zum  Stimmen  zu  bringen. 

Jedenfalls  kann  man  alle  Co^fficenten-Logarithmen  log  [1],  log  [2]  u.  s.  w. 
sofort  mit  der  vorläufigen  Mittelbreite  (p  hinreichend  endgiltig  genau  aus  den  Hilfs- 
tafeln von  S.  [30]— [35]  und  S.  [52]~[54]  entnehmen  und  damit  die  Rechnung  von 
S.  407  durchführen. 

Die  Schlusswerte  kommen  auf  S.  407  noch  mit  Fehlem  innerhalb  0,001"  in 
Breite  und  Azimut  heraus,  welche  durch  eine  abermalige  Durchrechnung  vollends 
getilgt  werden  müssen. 

Es  konnte  hiemach  scheinen,  dass  das  Verfahren  umständlich  und  mühsam  sei, 
das  ist  aber  nicht  der  Fall,  denn  die  Wiederholung  erstreckt  sich  nur  auf  die  drei 
Logarithmen  log  sin  a^  log  cos  a,  logtangcp;  alles  andere,  namentlich  die  Korrektionen 
zweiter  Ordnung  bleiben  stehen.  Erst  wenn  Breite  und  Azimut  stimmen,  wird  auch  die 
Länge  nachgeholt. 

Das  Beispiel  S.  407  zeigt,  dass  man  mit  jeder  Durchrechnung  um  etwa  zwei 
Stellen  weiter  kommt,  und  dazu  ist  das  Beispiel  ein  sehr  grosses,  mit  z/qp  und  1  =  1^ 
und  s  =  132**;  in  der  Praxis  sind  die  Seiten  viel  kürzer  und  dann  geht  die  Nähemngs- 
Konvergenz  auch  noch  viel  rascher. 
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Die  Entwieklung  Bph&roidiioher  Mlttelbreiten-Formeln  und  Ihrer  Umkebmng  büdet  den 
Inhalt  der  .Untersuchungen  aber  Oegen«t&nde  der  höheren  Geodftaie**  yon  Oaum,  iweite  Abhandlung, 
Götilngen  1846.  OauM  hat  hier  den  ungemein  nützlichen  Grundaatz  dea  Mlttel-Argumenta  bei  Reihen- 
Entwicklungen  auf  Oeod&aie  mit  achönetem  Erfolge  angewendet,  und  eine  zweifach  unabhängige 
Begründung  gegeben,  eretena  durch  die  konforme  Fliehen- Abbildung  und  zweitens  durch  unmittel- 
bare Beihen-Eotwioklnng  nach  Potenzen  der  geod&Uaohen  Linie. 

Die  yon  Gauss  beigegebene  Ck>6ffioienten-TabeUe  erstreokt  sich  aber  nur  Ton  St^^M**  Breite. 
Eine  Ausdehnung  dieser  Tabelle  auf  45**— 55°  gaben  wir  in  den  früheren  Auflagen  dieses  Buches, 
und  eine  Tafel  der  Gauss  sehen  Goefflclenten-Logarithmen  log  (1)*  fog  (9) . . .  tog  (6)  in  der  ganzen  Aus- 
dehnung Ton  9  =  840  ),£g  9>  =  70»  wurde  berechnet  von  Biek,  und  verdffsntlicht  in  der  russischen 
Übersetzung  von  Jordan,   .Handbuch  der  Vermessungskunde*  8.652-665  (ygl.  das  genauere  Gitat 

a.  229;. 

Was  im  vorstehenden  §  77.  gegeben  ist,  beruht  auf  dem  Gauss  sehen  Gedanken,  ist  aber  nach 
Entwicklung  und  Ooeffloienten-Darstellung  in  andere  Form  gebracht,  weil  es  uns  schien,  dass  die 
Gauss  sehe  Form  der  Korrektions-Glieder  mit  drti  Elementen  $,  fi  und  t  (t  =  Meridian-Konvergenz) 
ohne  X»  in  mancher  Beziehung  nicht  günstig  ist. 

§  78.    Weitere  Formeln  ffir  Soldner  sehe  Coordinaten. 

Die  Formeln  von  §  55.  znr  Berechnung  von  q>  nnd  A  ans  Soldner  sehen  x  and  y 
and  amgekehrt  gehen  nor  bis  zar  dritten  Ordnung,  and  sind  aach  bexflglich  der 
sph&roidischen  Zas&tze  mit  ^  a.  s.  w.  anscharf;  man  bekommt  genauere  Formeln 
einfach  dadurch,  dass  man  in  den  Formeln  (25)— (27)  §  74.  S.  895  das  Ausgangs- 
Azimut  ce  =  90^  and  die  Entfernung  8  =  y  setzt,  also 

Die  in  §  74.  mit  (p  bezeichnete  Ausgangs -Breite  nimmt  dann  die  Bedeutung 
der  Fusspunktsbreite  an  und  soll  dabei:  ebenso  wie  in  §  55.  nun  mit  <)D|  bezeichnet 
werden  und  die  Breite  des  Punktes  or,  y,  welche  in  §  74.  mit  (p*  bezeichnet  war,  sei 
nun  <p  (vgl.  Fig.  1.  S.  410)  und  mit  alledem  geben  die  Formeln  (25)— (27)  von  §  74 
mit  Ergänzung  bis  ^  nun  folgendes  (ohne  q)\ 

y-yi  _     y^t      y*t 

Aca,(p,  =  A-3^(3_^^^(1^8t2)  (3) 

^  =  l*--Ä0+2*^  +  i?^)-^äÄI^(l  +  20i2  +  W  (4) 

Dabei  gehören  F2  und  N=  c:V  und  t  =  tang gPj  alle  zur  Fusspunktsbreite  <px 
entsprechend  Fig.  1.  S.  410.  Diese  Formeln  sind  bis  y^  nicht  wesentlich  anders  als 
die  froheren  (7),  (9),  (11)  §  55.  S.  304.  Bei  (p  ist  noch  ein  Glied  mit  y<  hinzugekommen 
und  bei  y  noch  ein  kleiner  Zusatz  rfi  und  dann  sind  noch  die  Glieder  5ter  Ordnung 
bei  X  und  y  dazu  gekommen.  Es  sind  also  die  früheren  Formeln  von  §  55.  mit  ihrer 
elementaren  sphäroidischen  Herleitung  von  §  54.  innerhalb  ihres  beabsichtigen  An- 
wendungsbereiches genügend  nachgewiesen. 

In  der  «Bayerischen  Landesvermessung  in  ihrer  wissenschaftlichen  Grundlage, 
1873*^,  S.  542—546  sind  solche  weitgehende  Formeln  wegen  der  grossen  Ordinaten  in 
Bayern  (vgl.  S.  327)  angewendet 

Nach  diesem  wollen  wir  noch  in  anderem  Sinne  eine  Weiterentwicklung  zu 
Soldner  sehen  Coordinaten  geben,  die  wir  schon  früher  in  der  «Zeitschr.  f.  Verm.''  1894 
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S.  38 — 42  and  147 — 152  behandelt  haben,  nämlich  Anfstellang  yon  Formeln,  welche 
qtf  X  nnd  y  lediglich  als  Funktion  der  Veränderlichen  x  und  y  geben,  indem  die  Ur- 
spmngsbreite  qiQ  des  Systems  als  Eonstante  in  alle  Co€fficienten  eingeht  Bei  nur 
einigermassen  grossen  Abscissen  x  wird  diese  Form  nicht  anmittelbar  nützlich  sein, 
aber  z.  B.  bei  den  kleinen  Geltangsbereichen  der  prenssischen  40  Eatastersysteme 
können  die  neaen  Formeln  neben  andern  mit  Vorteil  gebrancht  werden. 

unter  Annahme  der  Bezeichnangen  znr  nebenstehenden 
Fig.  1.  wollen  wir  die  allgemeinen  Formeln  (25)^27)  §  74. 
S.  895  auf  den  Fall  yon  Fig.  1.  zweiÜEich  anwenden,  nämlich 
erstens  zum  Übergang  yon  Pq  auf  P^  mit  a  =  0  and  s  =  x 
and  zweitens  zam  Übergang  yon  P|  aaf  P  mit  a  =  90^ 
and  s  =  y. 

Der  erste  Übergang  giebt,  mit  Weghissong  der  g 
aas  (25),  S.  895,  indem  wir  zugleich  (p|  —  <Pq  =  9  setzen: 

dabei  sollen  Fq,  Nq,  tjq,  to  sich  sämtlich  auf  die  Nallbreite 
qiQ  beziehen.    Bei  aß  in  (5)  ist  i/q^  yemachlässigt. 

Die  beiden  anderen  Formeln  (26)  and  (27)  S.  395 
geben  mit  a  =  0  nur  X  =  0  and  o' —  a  =  0,  d.  h.  nichts 
neaes;  dagegen  giebt  die  zweite  Anwendung,  mit  a  =  90® 
und  8  =  yt  zum  Übergang  yon  P|  auf  P  aus  den  drei 
Grundgleichungen  (25)— (27)  S.395  (mit  Weglassnng  der  g): 

<p—<Pi  _      y^  ,  ,     Vi 

24  2^1^ 


V{i 


2ivri2*i-^Ä;4*>(^ 


3«i2) 


Aco.gp,=|.-3^3t,^ 


V-    y  t 


y8 


6i\riS 


<l(l  +  2il2  +  ^j2) 


(6) 
(7) 
(8) 


W 


Hier  ist  überall  goj  auf  qt^  zu  reduzieren,  wozu  die  Beziehung  (5)  dient,  indem 
damit  z.  B.  t^^  tangcpi  entwickelt  werden  muss. 

Indem  wir  dieses  thun  und  tang  q>Q  kurz  mit  t^  bezeichnen,  auch  qpi  —  (po  =  ^ 
setzen,  wie  schon  bei  (5),  haben  wir  goniometrisch  nach  §  28.  S.  167 : 

«l=*o(l-H  ^^^(l-Heo2)-hö2(l  +  eo2)) 

dieses  genügt,  während  wir  cosqfi  bis  zur  dritten  Ordnung  brauchen 

CO«  qp,  =  cos  (]Po  (  1  —  d  «0  —  2  "^6"  *« ) 
und  die  Umkehrung,  wie  auch  schon  auf  S.  167  angegeben: 
11/  ^  ^ 

co8<pi       awqpo  \  2  ^  " '       6    "^ 

Um  auch  V  zu  entwickeln,  welches  als  Bestandteil  von  N=c:V  mehrfach 
vorkommt,  brauchen  wir  die  schon  in  §  34.  8.  208  unten  bei  (i)  gemachte  Vorbereitung, 
wieder  mit  (pi  —  (jPq  =  Ö: 


«0»)) 


(10) 


yi_1      «i7o»«o       6^Vo\.      ti 


■%*) 
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Nan  sind  wir  genügend  yorbereitet,  nm  die  Formel  (6)  zn  behandeln,  and  wir 
bemerken  zuerst,  dass  das  letzte  Glied  derselben,  weil  yon  4.  Ordnung,  schlechthin 
mit  ^0  B^^^  ^1  ^^^  h  s^^^  ^1  geschrieben  werden  kann,  und  der  Anfang  von  (6) 
gestaltet  sich  so: 

Da  aber  Nq^ciVq  und  Ni  =  ciV^  ist,  hat  man,  mit  Näherung  im  zweiten 
Gliede : 

hier  ist  nach  (11)  und  (9)  hinreichend  genau: 

=  1  +  y^  (l  +  «0«  + 1/0«  -  3  i7o2«o«)  +  «« (I  +  W 
nod  mit  Einsetzung  ans  (5): 

>jl7o=^  +  i|t"o(l-^'«"  +  ''o'-»'to««o«)  +  ^s(l+to*)  (13) 

Dieses  (13)  in  (12)  gesetzt  giebt: 

^=-2fc'»-Ä5(^+^'+'»'-^'''>''<'')-fi|4*o(l+'o2)+24^^,to(l+3to«)(14) 

Nan  kann  man  aas  (14)  and  (5)  den  gesuchten  Breitenunterschied  zusammen- 
setzen, wobei  wir  aber  zur  Abkürzung  nur  noch  If  statt  Nq,  t  statt  (q  a.  s.  w.  schreiben 
wollen: 


(Ua) 


(15) 


da  V^  =z  N:M  und  MN=r^  ist,  kann  man  das  auch  so  schreiben: 

+  2  rt  JV''  C'  -  ^)  -  2  A'fr«  '  ^^  +  ''>  +  WmT^  '  ^^  +  »  ''^ 

Dieses  ist  die  Schlussformel  für  q>  —  (jPq,  ffir  welche  wir  insofern  eine  Probe 
haben,  als  mit  y  =  0  die  frühere  Formel  (29)  von  §  74.  S.  397  wieder  erscheinen  muss. 
Dieses  ist  hinreichend  der  Fall,  wie  man  am  besten  in  (14  a)  sieht,  indem  nur  das  Qlied 
mit  aßTji^  (ß'-l)  Ton  dem  Qliede  mit  nfitfi  in  (29)  §  74.  S.  397  in  höheren  Gliedern 
mit  if  in  der  Klammer  abweicht,  was  schon  bei  (5)  S.  410  bemerkt  wurde. 

Auf  ähnlichem  Wege  wie  (15)  erhalten  wurde,  haben  wir  nun  auch  (7)  zu  be- 
handeln : 


X  = 


y  y8       tj2 


Ni  €08  (pi      3  Ni^  cos  (fi 

j^  ^ y__  ^icostpo        ys    jj2_ 

Nq  cos  (fQ  Vq  cos  q}i      3  Ni^  cos  (jPi 
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Hierbei  ist  nach  (10)  and  (11),  indem  man  beide  Reihen  zusammen  multipliziert, 
and  wie  bei  (14a)  und  (15)  nor  noch  t  statt  tQ  n.  s.  w.  sehreibt: 

Das  letzte  Glied  von  (16)  giebt  bei  der  Redaktion  auf  <pQ  zwei  Glieder,  nämlich 
wegen  (9)  and  (10),  mit  Weglassang  des  anteren  Zeigers  qI 


(2 -+-3  «2)  (18) 


""32V8co«(p      3iV3^ 

Nan  mass  man  (17)  and  (18)  in  (16)  einsetzen,  and  zugleich  nach  (5)  berfick- 
sichtigen : 

A^^^l^^^rßt  ^^^.^^^rßt  (19) 

F2     N     2  N^^'         Vi     m     m  *^  ^  ' 

That  man  dieses  alles,  so  wird  man  aas  (16)— (19)  erhalten: 


^^  Neos  (p'^  m  cos  qi^2N^c08qi^'^        ^^^ 
3ir8S>7^^6^"4^s^^^"^^*)'"3i^T^i^(2  +  3t2) 


(20) 


Um  auch  noch  die  Meridian-Konvergenz  nach  (8)  zu  entwickeln,  haben  wir  (6) 
zunächst  mit  Absonderung  Yon  t^  und  Aq: 

Hier  wollen  wir  nur  bis  zur  dritten  Ordnung  gehen,  weil  die  Meridian -EonTergenz 
nicht  so  scharf  erforderlich  ist  wie  die  Breite  und  Länge;  also  nach  (9)  und  (11)  durch 
Ausmultiplizieren : 

Hier  ist  wieder  ö  nach  (19)  einzusetzen,  wodurch  man  (21)  und  (22)  bb  zur 
dritten  Ordnung  genttgend  erhält  (mit  Weglassung  der  Zeiger  q)  : 

Nun  haben  wir  in  (15),  (20),  (23)  die  Losung  unserer  Aufgabe,  nämlich  <p— <Po» 
X  und  y  als  konyergierende  Reihen  nach  Potenzen  yon  »  und  y  darzustellen.  Es  ist 
nur  noch  zu  bemerken,  dass  in  den  Formeln  (15),  (20),  (23)  überall  der  fär  analy- 
tische Entwicklung   weggelassene   Faktor  q   zur  numerischen  Anwendung  zugesetzt 

werden  muss,  also  z.  B.  in  (23)  y  =  ^  p  «  -f-  ^  q  {} -\- i^  +  rf)  u.  s.  w. 

Wir  wollen  nun  unsere  Formeln  (15),  (20),  (23)  anwenden  auf  den  Fall  des 
Coordinaten-Systems  Celle,  fttr  welches  wir  haben: 

<Po  =  52<»  37' 32,6709"    ,    tang(pQ=:t 
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log  sin  qtQ  =  9.900  1963*4 

hg  ra  =  0.001  0739-2 

Zop  itf=  6.804  4867-7 

%  1^  =  7.393  7231-6 

rfl  =  0,002  4758-43 

%ß  =  5.3144251-3 


log  CM  (po  =  9.788  2021-9       log  t=  0.1169941-5 


log  eo8^  (po  =  9.566  4043*8 

%iV^=  6.805  5606-9 

%jj8t2=  7.627  7114-6 

1^2(2  =5:0,004  243341 

top  ^  =  8.509  9383-6 


I 


=  /op[l] 


topt2=  0.23398830 
topr=  6.8050237-3 
topr2=13.6100474-6 
«2=  1,7139111588 

top|r=  8.5088644-5 
=  top[2] 


(24) 


Wenn  man  damit  alle  Codfficienten  Ton  [15],  [20],  [23]  ausrechnet,  ttberall  das 
nötige  g  zasetzt,  welches  in  [1]  nnd  [2]  enthalten  ist,  so  erh&lt  man: 

qp  —  <Po  =  [8.509  9383-6]«  -  [1.520  3418]  y2  —  [9.391 186]  a^  I 

-[5.029  738]  a;y«  + [1.845  154]  «8- [8.34389]  x2y2  4- [7.61833]  y4     ]    ^^^^ 

X  =  [8.725  6622-6]  y  4-  [2.037  0957]  yx-h  [5.459  944]  y  «2 
—  [4.871  408]  ys  -h  [8.88204]  yscß  —  [8.80266J  yS  x 

y  =  [8.625 85860] y  +  [2.137 2921] yx-\-  [5.44 8333] y gß 
-[4.882  776]  y3 

Die  Formeln  (15),  (20),  (23)  müssen   auch   umgekehrt  werden,  d.  h.  es   mnss 
X,  y  nnd  y  auch  als  Funktion  Ton  <p  und  X  dargestellt  werden. 

Aus  (19)  §  55.  S.  305  haben  wir,  da  [2]  =  ^-.  iV^  u.  s.  w.  ist: 

A8 


}    (26) 
)    (27) 


und 


y  =  A  i^i  CO«  qoi  -h  -ö-  ^1  siffi  <pi  cos  qpj 
Dieses  in  (6)  eingesetzt  liefert: 

^y^^  =  - y  wi  gi)i  CO«  (p,  4- g;^  «m  qi>i  co»3  cpi  (1  -  5  (2) 

Von  (20)  und  (22)  §  55.  S.  305  haben  wir: 

X^ 
y  =  XNco8(p  —  -^ Nsifß q>  eosq> 

A.8 

Um  auch  (29)  auf  (p  statt  (pi  zu  bringen,  hat  man  in  erster  N&herung: 

X2 


(28) 

(29) 

(30) 
(31) 


(pi  =  qp  -I-  —  F2  stn  gj  cos2  qp 


und  damit  weiter  aus  (29): 

V2     "2 


X* 
24' 


(32) 


Der  Obergang  von  qp|  auf  qPo  ^^  schon  früher  in  (13)  §  35.  8.  218  gemacht. 


nimlich: 

o     m# 

«  =  ilf  (qpi  -  gpo)  4-  2"  ^  i?2 1  (cpi  —  <Po)2  • 


2  74 


,y2(i-e2  4-J?2-|-4i^t2)(g)i-<po)»  (33) 


Dabei  ist  <Pi  —  <Po  =  (<P  ~~  %)  ~~  (<P  —  <Pi)-  ^^  letzte  Glied  in  (33)  enth&lt 
auch  alle  Glieder  mit  rjp,  welche  bei  der  entsprechenden  Formel  (15)  nicht  mehr 
genommen  sind. 
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Nun  hat  man  nnr  noch  qp  durch  (jPq  zn  ersetzen,  d.  h.  indem  (p  ^  qiQ=:  Jip 
gesetzt  wird,  nach  S.  166: 

sin  q)  =  sin  {q)Q -h  d  (p)  =  sin  (pQ -^  J  <p  eo8  q)Q ^  sin  (pQ 


eosi 


^  —  ^  qp  wn  qpo ^  co«  qpo 


Wenn  man  dieses  in  (30)— (32)  einsetzt   und  auch   im   Qbrigen  den  genOgend 
angegebenen  Gang  einhält,  so  wird  man  finden: 

1 


-t-  -^  AT  öoä2  9  (1  —  (2  4-  ^2)  X2  J  gp 


r^ 


3f  ^-  ( 1  —  (2  4- 1^2  -|_  4  ^  t2)  J  qps  —  iv  «n  g)  CM  qp  X2  J  g)2 


24 


Nsinq>  co^  gp  (5  —  i«)  H 


(34) 


y  =  ^Ä>ÄqpX  —  M«mq)3lzlgp  — 


Mcosq) 
~2  F2~ 


(l-h^  +  3l?«<2)XJ()p2 


—      iVstn«  (p  00«  qp  X8  —  —  iV^tn  gp  co82  qp  (2  —  (2)  X^J(p 

-h  -g-3f«nqpA.^qp8 
,.  -^qp  XJqp2.        ,31». 

y  =  A Äin  qp  4-  A  — ^  CO«(p ^    2    ****9+  ö~8  *•♦•  ^  ^'^^^ 9 


(35) 


Anch  die  Einsetzung  der  Konstanten  von  Celle  nach  (24)  Iftsst  sich  ansfUhren 
und  giebt: 

X  =  [1.4900616-4]  J  (p  4-  [5.5590789]    A2  4-  [3.8613711]  J  <p^    \ 

-  [9.978721]  Jq)X^  —  [7.793405]  J  qfi    \         (37) 

—  [5.23126]  J  qp2  X2  4-  [3.93411]  X4  ' 
y  =  [1.2748377-4]  X  -  [6.0758328]  zf  g)  A  —  [0.8488631]  zf  <p«  X   \ 

—  [9.667729]  X»  [         (38) 

—  [3.69281]  J  (p  A3  4-  [4.66883]  difßX       f 
y  =  [9.9001963-4]  X  +  [4.468  777]  A  zi  qp  —  [8.97032]  A  ii  qp2  4-  [8.36063]  A«     (39) 

Zwei  Zahlenbeispiele  und  noch  verschiedene  weitere  Einzelheiten  hiesa  sind 
in  d^  »Zeitschr.  f.  Verm.«  1894,  S.  40—41  nnd  S.  150—153  gegeben,  woYon  hier 
abgesehen  wird. 

Ober  die  ganze  Anordnung  dieser  AuflOsnngsform ,  welche  schon  etwa  1820 
von  Schleiermacher  in  Hessen  angewendet  wnrde  (^Zeitschr.  f.  Vorm.*  1884,  S.  421 — 434) 
ist  im  allgemeinen  zn  sagen,  dass  sie  im  Vergleich  mit  der  Bohnenberger  sehen  Form 
von  §  55.  S.  308—309  kanm  eine  Bechenerspamng  bringt,  und  znr  allgemeinen  An- 
wendung noch  Hilfstafeln  für  die  Haaptglieder  erster  Ordnung  ond  noch  manches 
andere  verlangen  würde. 

Trotzdem  haben  wir  das  Verfahren  in  unserem  System  Celle  mit  Vorliebe  an- 
gewendet  Wir  haben  nach  den  Formeln  (25)— (27)  und  (37)— (39)  autographierte 
Schemata  angelegt,  in  welchen  alle  konstanten  CoSfficienten  mit  vorgedruckt  sind, 
so  dass  man  nur  noch  eine  Logarithmentafel  braucht,  um  einen  Fall  auszurechnen; 
dazu  hat  man  die  durchschlagende  Probe,  dass  Hin-  und  Her-Rechnung  stimmen  muss. 
So  sind  z.  B.  auch  die  meisten  der  in  §  58.  erw&hnten  Rechnungen  dieser  Art  gemacht. 
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Gerade  die  UDabbäDgigkeit  tod  allen  tabellarischen  nnd  litterariscben  Hilfsmitteln 
sichert  dem  Verfahren  Beliebtheit  in  Fällen ,  wo  man  nicht  viele  Punkte  anf  «inmal, 
aber  immer  wieder  dann  und  wann  den  einen  und  anderen  Fall,  Torznnehmen  hat. 

Es  ist  auch  noch  ein  umstand  zn  erwähnen,  betreffend  die  Nnllpunktsbreiten  cpo, 
welche  zor  Zeit  meist  onrnnde  Zahlen  sind,  so  dass  man  z.  B.  in  Prenssen  die  Co6ffi- 
cienten  für  alle  .40  Systeme  einzeln  ausrechnen  müsste,  während  für  mnde  Zahlen 
qpo  =  520  o*,  qpQ  =  52®  gO*  u.  s.  w.  die  Sache  besser  würde. 

Näherungsformdn  für  Coordinaten-Differensen. 

Wenn  man  auf  beschränktem  Gebiete  nur  zunächst  yon  einem  Punkte  sowohl 
die  rechtwinkligen  Coordinaten  o;,  y,  als  auch  die  geographischen  Coordinaten  qp,  X 
kennt,  so  kann  man  fär  benachbarte  Punkte  die  Differenzen  J  x^  dy  einerseits  und 
J%  dX  andererseits  durch  Näherungsformeln  aus  einander  ableiten. 

Wir  nehmen  hierzu  die  Formeln  (8*)  und  (10')  §  55.  S.  805: 

(f  =  cpo  +  [l]a:-M!  V2tang<p  (a) 

,^[2].^/[2Iy\s    1     ,^ 

eoscp      \cos(fJ  6(}2        ^  ^  f 

Diese  Formeln  hat  man  zu  differentiieren,  man  erhält  also  aus  (a): 

Jg)  =  [l]z/a:— J-^y  V^tangip  Jy-^  ,..  (c) 

In  der  zweiten  Formel  (b)  können  wir  in  erster  Näherung  das  zweite  Glied  weg- 
lassen, und  im  ersten  Gliede  von  (&)  setzen  wir 

gp  =  qp,  -h  [1]  ^  aj 
d.  h.  wir  zählen  yon  einer  konstanten  Breite  (pe,  welche  einem  Zentralpunkte  entspricht. 

Damit  wird  cos  qp  =  cos  <pc  —  [1]  ^  «  sm  qpe  =  cos  gp«  ( 1  —  [1]  —  tang  qPe) 

also  ,        [2]y  /,       [1]^^«,  \  ^ 

C08qfc\  Q  "^^  I 

AX  =  ^^    ^y-Mü?ian^(p.ja.  +  ...  (d) 

cos  (pc  Q  cos  (pc 

In  (c)  und  (d)  haben  wir  die  gesuchten  Beziehungen  zwischen  dq),  dX  einer- 
seits und  dx,  dy  andererseits.  Diese  Beziehungen  sind  nur  roh  genähert,  indem 
schon  die  Glieder  mit  dx^  und  dy^  weggelassen  sind. 

Zur  praktischen  Anwendung  wird  man  die  Eonstanten  [1],  [2],  y^  <pe  (und 
qpj  =r  qp«)  einem  Zentralpunkte  entsprechend  wählen,  von  welchem  aus  man  nachher 
die  d%  dX,  d  X,  dy  zu  rechnen  beabsichtigt. 

Wir  haben  dieses  Verfahren  1891  mehrfach  angewendet,  als  viele  Punkte  der 
Stadt  Hannover  fQr  die  Landesaufnahme  nach  qp  und  X  zu  berechnen  waren,  d.  h.  wir 
haben  die  Formeln  (c)  und  (d)  lediglich  zu  summarischer  Kontrolle  neben  anderen 
strengeren  Formeln  benützt 

I.  Aegidius  als  Zentralpunkt  hat 

X  =  27<»  24'  24,6290"  qPe  =  52«  22'  14,961" 

y  =  —  23271,81-  a;  =  —  28308,40« 

dX^  [8.723  156]  dy-~  [6.89851]  dx    ,    J g)  =  [6.1842]  dy-^-  [8.509  948]  d x 
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IL  Hochschule  als  Zentralpunkt 
A  =  27^  28*  8,233" 
y  =  —  24709  77« 
J  A  =  [8.723  277]  J  y  —  [6.42  486]  d  x 
III.  DreifalHgkeU  als  Zentralpnnlct. 
;i  =  27<>  25' 15,744" 
y  =  — 22298,58- 
zT  A  =  [8.723  273]  J  y  —  [6.38076]  J  x 


g)e  =  52<»  23' 1,328" 
«  =  —26868,28- 
Jg)  =  [6.2105]  Jy. 

qp.  =  52^22'  59,973" 
«=-26921.72- 

z/g)  =  [6.1659]  ziy. 


[8.509  947]  Ja 


[8.509  947]  J« 


Nehmen  wir  z.  B.  Welfenkaserne  mit  y  =  —23180,99.  and  x  =  —26485,30» 

und  rechnen  nach  II  nnd  nach  III,  so  finden  wir 

II  Ton  Hochschule  aus:        A  =  27<^  24'  28,971"        <f>  =  52<^  23'  13,970" 
III  Yon  Dreifaltigkeit  aas:  27<»  24'  28,981"  52<»  23'  13,965" 

Jedenfalls  genügt  das  Verfahren,  wenn  man  rasch  einen  Pankt  Ton  Hannover 

nur  etwa  aaf  0,1"  fOr  Topographie,  Yergleichnng  mit  astronomischer  Bestimmang  a.  s.  w. 

haben  will,  was  manchmal  yorkommt 


§  79.    Coordinaten-Omformnng, 

An  den  Grenzen  zweier  Coordinaten -Gebiete  wird  es  oft  vorkommen,  dass  man 
die  Coordinaten  des  einen  Systems  in  die  des  anderen  Systems  amzorechnen  wQnscht 


(+X) 


Pig.  I. 


Ohne  irgend  welche  neue  Formeln 
za  entwickeln,  kann  man  Coordi- 
naten yerschiedener  rechtwink- 
liger Systeme  aaf  dem  Ellipeoid 
dadarch  in  einander  amformen, 
dass  man  denUm  weg  ttber  geogra- 
phische Coordinaten  (geographi- 
sche Breiten  and  Längen)  nimmt 
Es  sei  z.  6.  in  nebenstehen- 
der Fig.  1.  der  ürspnmg  0  eines 
rechtwinkligen  Systemes  mit 
-h  X  nach  Norden ,  -f-  y  nach 
Osten  and  ein  Pankt  A  habe 
in  diesem  System  die  Coordi- 
naten a  and  5.  Dieser  Pankt 
A  wird  zam  ürsprange  eines 
Systemes  gemacht,  dessen  -h  af'- 
Axe  im  Meridian  von  A  nach 
Norden  liegt  and  die  Meridian- 
Eonvergenz  y  in  A  gegen  den 
ersten  Ursprang  0  bildet.  Irgend 
ein  anderer  Pankt  B  habe  im 
ersten  Systeme  die  Coordinaten 
X,  y  and  im  zweiten  Systeme 
die  Coordinaten  ai  %/. 
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Denkt  man  sich  das  Ganze  anf  dem  EUipsoid  liegend,  so  kann  man  bei  gegebener 
Breite  <Pq  des  Ursprungs  0  auch  die  Breiten-  nnd  L&ngenanterschiede  der  Punkte 
A  nnd  B,  und  die  Meridian-Konvergenzen  berechnen,  nach  den  Fonnehi  von  §  55.  oder 
§78. 

Wir  wollen  beispielshalber  setzen  (Zahlenbeispiel  „Zeitschr.  f.  Yerm.'  1891,  S.  164) : 

PnnktO,g)o  =  480  0'0"  (1) 

,      B,  y  =  —  100  000",  a:  =  — 100  000«  (2) 

,      ^,  6  =  —  200  000",  a  =  —  200  000-  (8) 

Indem  diese  Coordinaten  alle  negatiy  sind,  haben  wir  A  und  B  beide  süd- 
westlich Yom  Ursprung  0  zu  denken. 

Wir  rechnen  nach  der  Tafel  S.  [65]: 

Punkt  B 
()P  =  48<»0'  B  =  5  317  885,233- 

x  =  ~  100000 


5  217  885,283 
durch  Interpolation  qpj  =  47®  6*  1,6 


5117  885,233 
qpi  =  46«  12'  2.8698" 

Dieses  sind  die  Fusspunktsbreiten,  zu  welchen  aus  S.  [31],  [30]  und  S.  [19]  ent- 
nommen wird: 


Punkt  A 
B  =  5  317  885,233- 


a=— 200  000 


%  [2]  =  8.509  0025-3 
loff  F«  =  0.001  3501 


log  [2]  =  8.509  0253-3 
log  F2  =  0.001  3957 


Die  weitere  Rechnung  geht  nach  §  55.  S.  309,  was  allerdings  für  die  grossen 
Werte  a  und  b  =  200  000-  kaum  ausreicht,  doch  im  wesentlichen  noch  genügt  Es 
fand  sich 


A=  —    1M9'   2,378" 
g)=      470   5' 34,414" 


Ao  =  —  2<>  35' 26,337" 
<Po  =  46<^  10'  17,124" 
y  =—    1^52' 10,36" 


(4) 


(5) 


Nun  wird  A  als  neuer  Coordinaten-Nullpunkt  genommen,  weshalb  die  zugehörigen 
<p  und  X  im  yorstehenden  mit  qpo  ^^^  ^  bezeichnet  sind,  dieselben  geben  auch  die 
Diflerenzen 

X  —  Ao  =  4- 10  16'  23,959"  qp  —  (p^^  =  4. 00  55'  17,290" 

zi  A  =  -f-  4583,959"  ii  qp  =  -h  3317,290" 

Nun  kann  man  umgekehrt  aus  JA  und  J(p  nach  (5)  die  rechtwinkligen  Co- 
ordinaten Yon  B  in  Bezug  auf  ^  berechnen  (nach  dem  Schema  yon  §  55.  S.  309)  nämlich : 
Punkt  B  y'  =  -H  96659,79-    ,    a/  --=  +  103  209,21-  (6) 

Damit  ist  die  erste  Berechnungsart  erledigt;  wir  haben  keine  anderen  Formeln 
und  Entwicklungen  anzuwenden  gehabt,  als  die  zu  vielen  anderen  Zwecken  ohnehin 
notigen  Beziehungen  zwischen  rechtwinkligen  und  geographischen  Coordinaten. 

Indessen  gestattet  unsere  Aufgabe  auch  noch  eine  zweite  einfachere  Behandlung, 
zu  der  wir  nun  übergehen: 

Wenn  die  Coordinatensysteme  als  eben  betrachtet  werden,  so  hat  man  bekanntlich 
die  Umwandlungsformeln: 

y'  =  (y  —  ft)  cos  y  H-  (oj  —  a)  «tu  y  (7) 

x'  =  (x  —  äjcoay  —  (y  —  h)  sin  y  (8) 

und  entsprechende  Formeln  sind  nun  noch  mit  Qliedern  yon  der  Ordnung  1 :  r^  zu  bilden. 

Jordan,  Handb.  d.  Yermessimgakaiide.    4.  Aufl.    IIL  Bd.  27  ^<^  t 
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Die  Soldner  sehen  Formeln  von  §  46.  (14)— (16)  S.  261  laswn  sich  in  zweifacher 
Weise  auf  unseren  Fall  anwenden,  nämlich  nach  der  Fig.  1.  S.  416. 

System  0: 

.  .  (ä  — a)26       (x  — a)2fv  — 6) 

{x  —  ä)y^       (a;_a)(y  — 6)«  ,.^, 

x-^a  =  scosa-^'—^^{^ ^ ^^--^  (10) 

Im  System  A: 

y'^ssma"^-^  (11) 

x'  =  8eo8a'  -{-  -^  (12) 

Dabei  ist  a'  =  a-\-yt  also: 

sin  a'  =  sinacosy  -{-  cos  a  sin  y  (13) 

cos  a'  =  cosacosy  —  sin  a  sin  y  (14) 

Damit  kann  man  sina^  und  cosa^  eliminieren,  und  Verbindungen  zwischen  (9) 
und  (11)  sowie  zwischen  (10)  und  (12)  herstellen. 

y'  s=  8  sin  a  cos  y -^  s  cos  a  sin  y ^— | 

Dann  wegen  (8)  und  (9): 

Wenn   man  dabei   bedenkt,  dass  y  nach  (11)  oder  (12)  §  55.  S.  304   selbst  von 

der  Ordnung  —  ist  und  dass  man  daher  in  den  höheren  Gliedern  ain  y  =  0  und  ü05  y  =  1 

setzen  darf,  so  wird  man  finden: 

y'  =  (y  —  h)  cos  y -\- (x  —  o)  sin  y 
(x  —  a)2 &       {x  —  (T)2 (y  —  h)  ^  x'^y^ 
"^         2^         ^  6r2  6r2 

Im  letzten  Gliede  ist  es  aber  genügend,  af  =  x  —  a  und  y'  =  y  —  ö  zu  setzen, 
so  dass  nur  übrig  bleibt: 

y'  =:{y—  b)  cos  y -h  (x  —  a)  sin  y -^-  ^^  "^^J  (15) 

und  auf  ganz  ähnlichem  Wege  findet  man  auch: 

Diese  Endformeln  unterscheiden  sich  von  den  im  Eingang  für  ebene  Coordinaten 

angegebenen  Formeln  (7)  und  (8)  nur  durch  einfache  Zusatzglieder  von  der  Ordnung-y. 

Um  diese  Formeln  (15)  und  (16)  auf  das  Zahlenbeispiel  (1)  (2)  (3)  anzuwenden, 
muss  man  zuerst  die  Meridiankonvergenz  y  nach  (4)  benützen,  d.  h.,  wenn  die  übrige  zu 
(4)  gehörige  Rechnung  nicht  gemacht  wird,  hat  man  y  für  sich  nach  S.  309  zu  bestimmen : 

y  =  __lo  52' 10,36"  (17) 
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Weiter  hat  man  aus  (2)  und  (3): 

y  — 6  =  H- 100000»  Ä  — a     =  H- 100000* 

6  =  —200000  5  — 2y  =  0 

Dazu  fttr  rund  q)  =  47*»  nach  Seite  [18]  log-^  =  6.890  515. 

Damit  rechnet  man  nach  den  Formeln  (15)  und  (16): 

S '  =  -h  99946,770  —  8262,892  —  24,576  =  H-    96659,802- 

«'  =  -+-  99946.770  -+-  3262,392  —   0,000  =  H-  103  209,162« 

Dieses  soll  mit  dem  fräheren  (6)  stimmen,  was  bei  y'  auf  0,01"*  und  bei  a^  auf 

0,05*  der  Fall  ist.    Diese  kleinen  Widerspruche  mOgen  wohl  darauf  beruhen,  dass, 

wie  schon  bei  (4)  bemerkt  wurde,  die  a  und  b  =  200  000*  für  unsere  Formeln  etwas 

zu  gross  sind. 

Far  kleinere  Verhältnisse,  etwa  fOr  die  Grenzverwandlungen  zwischen  den  40 
Preussischen  Katastersystemen  sind  die  Formeln  jedenfalls  genügend. 

§  80.    Sphärische  konforme  Eegelprojektion* 

Wenn  ein  Land  seine  Haupterstreckung  Ton  West  nach  Ost  hat,  so  eignet  sich 
eine  Meridian-Axe  nicht  als  Hauptvermessungs-Axe,  sondern  es  ist  darnach  zu  trachten, 
die  Hauptaxe  in  die  West-Ost-Richtung  zu  bringen. 

Eines  der  Mittel,  welche  dazu  führen,  ist  die  Eegelprojektion,  und  namentUch 
die  konforme  Eegelprojektion,  welche  in  Mecklenburg  durch  Pasdien  zu  diesem  Zwecke 
angewendet  worden  ist. 

Wir  werden  diese  Projektion  zuerst  sphärisch  und  dann  im  nächsten  §  81.  auch 
noch  sphäroidisch  behandeln. 

In  Fig.  1.  ist  0  der  Mittelpunkt  der  als 
Engel  vom  Halbmesser  r  angenommenen  Erde, 
welche  längs  eines  Parallelkreises  AA'  durch 
einen  Eegel  berührt  wird,  dessen  Spitze  S  in 
der  verlängerten  Erdaxe  liegt. 

Wenn  für  den  Berührungskreis  AA'  die 
Normalbreite  =  P  ist,  so  sieht  man  sofort 
ein,  dass  die  Eegelmantellinie  sein  wird 

8A  =  JRo  =  rcotgP  (1) 

Dieser  Kegel  ist  in  Fig.  2.  S.  420  ab- 
gewickelt dargestellt,  so  dass  S  A  ==  Bq  die- 
selbe Länge  wie  5^  in  Fig.  1.  ist,  und  A"  A  B 
als  Ereisbogen  um  den  Mittelpunkt  S  die 
kongruente  Abbildung  des  Parallelkreisbogens 
AB A'  Ton  Fig.  1.  vorstellt 

Auf  dem  Kreise  A"  A  B  Fig.  2.  werden 
die  Bögen  A  B  in  natürlichem  Masse  von 
Fig.  1.  nach  Fig.  2  hinübergetragen,  so  dass 
auch  die  Winkel  A'  bei  S  in  beiden  Figuren  dieselben  werden. 

Diese  Winkel  X'  sind  die  Meridian-Konvergenzen  und  stehen  zu  den  Längen  X  in 
der  einfachen  Beziehung: 

X'  =  A  sin  P  (2) 
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Ans  (4)  nnd  (5)  zusammen  hat  man: 

logR  —  logBo  =  sinFllogtangUh/'  ±  -~j  --logtang  (45^-4-^)1 
oder  in  Qnotientenform :  /  pv 

;  «    •  PM  Hl!::!-? 

log  -^  =  stnPlog ) --{  («) 

^  tang 


'(^^»-D 


Man  kann  dieses  auch  noch  auf  eine  andere  Form  bringen,  denn  es  ist  bekanntlich: 

2  1  —  008  X  _  g  «^ 

1    ,  o      o  ^  l-^cosx"  ^    2 

1  +  cos  «  =  2  co8^  Y 

and  mit  x  =  90**  -h  P  oder  mit  x  =  90®  H-  cp  giebt  dieses: 

also  wird  (6): 

K,„  -R  _^nP       (l  +  stf?P)(l~gtng)) 

oder  wenn  man  von  den  Logarithmen  zn  den  Zahlen  fibergeht: 

Äo  ""U  — «»«-^  l  +  sing)/  '  ^^ 

Nach  diesen  Formeln  (6),  (7)  oder  (8)  kann  man  zu  jedem  Werte  (p  das  zuge- 
hörige B  berechnen,  nachdem  Bq  schon  aus  (1)  erhalten  worden  ist  Auch  das  daxu 
gehörende  YergrOsserungsverhältnis  m  kann  aus  (3)  berechnet  werden  und  damit  schiene 
alles  erledigt,  aber  die  Rechnung  nach  diesen  geschlossenen  Formeln  ist  mühsam  und 
ungenau,  wenn  sie  nicht  mit  lOstelligen  Logarithmen  geführt  wird.  Es  kommt  weniger 
auf  B  selbst  an,  als  auf  die  Differenz  Bq  —  B,  und  diese  werden  wir  besser  erlangen 
durch  eine  Reihen-Entwicklung,  zu  welcher  wir  nun  tibergehen. 

Nach  dem  Maclaurin sehen  Satze  wird  jedenfalls  folgende  Form  bestehen: 
-,      „       dB-].         cßR-\J(f^      d^Br[Jqß      d^iriJcp^ 

Wir  wollen  aber  nicht  geradezu  die  Funktion  B  Yon  (8)  differentiieren,  sondern 
das  Eonstante  absondern  und  deswegen  setzen: 

Bq  Fq 

Oder  wegen  (8)  sollen  die  F  und  Fq  folgende  Bedeutungen  haben: 


(10) 


(12) 


Nun  giebt  (10)  durch  Ableitung: 

und  damit  kann  man  die  Maclaurin  sehe  Reihe  (9)  auch  so  schreiben: 

J?o  ■"     ^  ^0  d(p\     ^^  Fq  dcp^J    2    "^  Fo  dcp^J    6    "^  >o  d<p*J   24     ^  ^ 
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Denn  es  ist  fftr  die   Normalbreite  P  der   Parallelkreis-Halbmesser  in  Fig.  1. 

D A  =  r cos P,  also  AB=^rco8Fl,  folglich  V  =  ABiR^,  was  mit  22o  =  r cotg P 

aus  (1)  sofort  zu  der  Gleichung  (2)  fflhrt.     Damit  können  wir  alle  Meridiane  aU 
Flg.  2.  gerade  Radialstrahlen  yon  S  aus  in  Fig.  2. 

abbilden,  aber  wir  haben  erst  einen  Parallel- 
kreis, n&mlich  denjenigen  fftr  die  Normal- 
breite P.  Die  anderen  ParaUelkreise  solleii 
auch  als  Kreise  um  den  Mittelpunkt  8 
dargestellt  werden,  z.  B.  soll  in  Fig.  2. 
der  Kreis  vom  Halbmesser  8C  =:  B  der 
Breite  <p  entsprechen,  und  man  konnte 
als  einfachstes  Gesetz  hiefQr  annehmen, 
AC  =  r{(p  —  P)zvi  machen,  so  dass  auch 
olle  Meridianbogen  in  Fig.  2  in  richtiger 
Grosse  dargestellt  würden. 

Es  giebt  das  in  der  That  eine  Kegel- 
projektion, aber  nicht  eine  konforme, 
welche  ein  anderee  Gesetz  der  Meridian- 
bogenabbildung  yerlangt.  Dazu  betrachten 

wir  in  Fig.  8  und  Fig.  4.  die  Diferentialfiguren  fdr  ein  unendlich  kleines  geographisches 

Trapez  und  dessen  Abbildung. 

Wenn  das  Trapez  auf  der  Kugel  zwischen  den  Breiten  qp  und  (p-hdip,  sowie 


Flg.  8. 


d>j 


RdX 


m 


zwischen  zwei  Meridianen  mit  dem  Längenunterschied 
dX  liegt,  so  hat  es  den  Meridianbogen  rdq)  und 
den  Parallelbogen  rco8(pdX;  und  das  Abbild  in 
Fig.  4.  hat  entsprechend  ^dR  und  BdX'  und 
zwar  —  dB,  weil  das  Wachsen  yon  B  dem  Wachsen 
am  ()p  entgegengesetzt  ist. 

Nun  soUen  die  beiden  unendlich  kleinen  Trapeze 
Fig.  8.  im  Urbild  und  Fig.  4.  im  Abbilde  einander 
ähnlich  sein,  also,  wenn  zugleich  das  YergrOsserungs- 
Verhältnis  mit  m  bezeichnet  wird,  hat  man: 

^__dR  ^     RdX' 
""       rdqi^rcoaqfdX 
oder  weil  X'  =  X8tnP  noch  (2)  ist,  giebt  dieses: 
dB       RsinP  ,^. 


rdq) 
d<p 


dB        .    _ 

:fc-  =  8in  P 

R  cosijp 


rco3<f> 


Dieses  ist  die  Differentialgleichung  für  das  Gesetz  der  Änderung  von  B,  deren 
Integration  alsbald  giebt: 

-^  logR=z sinPlog  tang  (45^  "^  | )  "^  •  •  •  W 

Um  die  In tegrations- Konstante  zu  bestimmen,  setzen  wir  fest,  dass  für  die 
Normalbreite  P  der  Kegelstrahl  die  Länge  —  Rq  annehmen  soll,  d.  h. 

,('45»+-^)+...  (5) 


—  log  Rq  =  sin  P  log  tang  1 45 
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Ans  (4)  und  (5)  zusammen  bat  man: 

logB-^logRo  =  sinpi log tangUh''  ±  ~]  -^logtang  ^45«  ^- y)| 

oder  in  Quotientenform:  /  pv 

tangl4h^-^^] 
log  ^=  sin  Flog ) —^^  (6) 


Ro 


fang 


(«•-!) 


Man  kann  dieses  auch  noch  auf  eine  andere  Form  bringen,  denn  es  ist  bekanntlich: 
1  —  cos  «  =  2  «m«  s^  - 

2  1  —  008  X 


1  +  CO«  «  =  2  eos'^  -^ 


1-hcosx       ^"^    2 


and  mit  x  =  90**  -h  P  oder  mit  x  =  90**  -h  (p  giebt  dieses: 

tan^  (45»  +  |)  =  \±J^  und  «««p«  (45«  +  ^]  =  j+i^ 
äIso  wird  (6): 

oder  wenn  man  von  den  Logarithmen  zu  den  Zahlen  übergeht: 

Äo  ~\1  — «»«P  l-hsin(p)  *  ^^ 

Nach  diesen  Formeln  (6),  (7)  oder  (8)  kann  man  zu  jedem  Werte  qo  das  zuge- 
hörige B  berechnen,  nachdem  Bq  schon  aus  (1)  erhalten  worden  ist  Auch  das  dam 
gehörende  YergrOsserungsverhältnis  m  kann  aus  (8)  berechnet  werden  und  damit  schiene 
alles  erledigt,  aber  die  Rechnung  nach  diesen  geschlossenen  Formeln  ist  mühsam  und 
ungenau,  wenn  sie  nicht  mit  lOstelligen  Logarithmen  geführt  wird.  Es  konmit  weniger 
auf  B  selbst  an,  als  auf  die  Differenz  iZ^  —  B,  und  diese  werden  wir  besser  erlangen 
durch  eine  Reihen-Entwicklung,  zu  welcher  wir  nun  übergehen. 

Nach  dem  Maclaurin sehen  Satze  wird  jedenfalls  folgende  Form  bestehen: 
T>      Ti       ^^  A         d^Bldw^      d^BTiJq^      d^Bridw^ 

Wir  wollen  aber  nicht  geradezu  die  Funktion  B  von  (8)  differentiieren,  sondern 
das  Konstante  absondern  und  deswegen  setzen: 

Oder  wegen  (8)  sollen  die  F  und  Fq  folgende  Bedeutungen  haben : 

.  F=(]-^]i-^'       und       F,  =  fl^«^V-"'  (11) 

Nun  giebt  (10)  durch  Ableitung: 

\_äB_\_dF 

Bo'dqf       Fq  d(f  ^    ' 

und  damit  kann  man  die  Maclaurin  sehe  Reihe  (9)  auch  so  schreiben: 

-Ro  ~  Po  dq^A     ^"^  Po  dq>^\    2    "^  Pq  dq^^}    6    "^  Po  d(p*J    24     ^  ^ 
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Nun  müssen  wir  die  4  ersten  Ableltangen  der  Funktion  F  yon  (11)  bilden  und 
beginnen : 

dF _  sin  P/1  --8in<pY^ _ i  j—  aw <p  (l  H- «n qp)  —  (1  —  «m <p) ow qpl 
djf "     2     [l-hsmqi)  *         |  (1  +  8in~^  | 

_8inPh'-Hn(p\'^.i  I  —  2<»g<p   I 

""     2     [l-hsinq))^         \(l -h sin  qij^f 

\1  4-  «tn  <)p/  1  — •  «in  qp  (1  -h  «w  <)p)2 

Also  mit  Wiedereinsetzung  yon  F  selbst  nach  (11): 

^ «i,Pf_J2£^  =  :ii*LPZ  (14) 

d(p  1  — «m^gp  cosijp 

Diese  auf  etwas  umständlichem  Wege  erlangte  erste  Ableitung,  die  sich  w> 
kun  darstellt,  kann  man  auch  unmittelbar  aus  (10)  und  (12)  und  (4)  entnehmen,  was 
insofern  natflrlich  ist,  als  in  (14)  nichts  anderes  als  die  Rückwärts-Differentiierung  der 
vorhergegangenen  Integration  ist 

Die  Weiter-Differentiierung  von  (14)  giebt: 


StF  sinP  dF  ^,  .      \ 

-r-ö  = ö—  U—  CO«  0)  4-  Fsm  qp 

il<jp2  COS^ffi  \d(f^         ^  ^  I 


(17) 


^=+«nPP*-^7^^  M15) 

d^F __    .       I     FsinPtinP  —  sinqi      j,  —  cog« qp 4- (gm P—  sin q>) 2 cos (f sin (f\ 
iJgps  ""  I        cos  gp  coa2(]p  cos^qp  f 

-3—5-  =  Fstn  PI 5 ^  —  (2  «11  qp  —  gm  P) }  (16) 

dqp8  I       cog3  qp  ^         ^  ^      cogqp) 

Nochmals  abgeleitet: 

d4F      -Pgm«Pr«nP-g»nqp,^   .   ^         .    .,.         11 

__    — i T  (2  an  qp  —  «m  P) -} 

dqp4  cogqp       (       cog8  qp        ^        ^  '^      cogqp) 

I      V      G0g4  qp  cog«qp  /\  / 

gtnP— gm  qp  ^  gtnqp  | 

H 5 ^  2  cog  qp »-^-1 

cog8qp  ^      cog«  qp| 

Dieses  konnte  man  noch  weiter  ordnen,  da  wir  aber  hier  abbrechen,  ist  es 
nicht  nötig;  wir  müssen  nämlich  nun  nach  dem  Haclaurin sehen  Schema  (18)  diejenigen 
besonderen  Werte  unserer  yicr  Ableitungen  bestinunen,  welche  gelten  fAr  J  qp  =  0, 
oder  was  dasselbe  ist  qp  =  P.  Beginnen  wir  mit  (14)  und  (15),  so  haben  wir  alsbald: 

l^]  =  -F,tangP       und       J^]  =  0  ■       (18) 

Auch  (16)  und  (17)  reduzieren  sich  sehr  mit  qp  =  P,  sie  geben : 

f^]^-F,tangP       «Bd       ^^^-j  =  -  F,  tang^  P  (19) 

Setzt  man  alles  dieies  in  das  Haclaarinsche  Schema  (13)  ein,  so  erh&It  man: 

~  =  l-J(p  lang  P  -  "^f  iang  P-  4f  ""^^  ^  ^^^ 
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Wir  wollen 

zur  Ahkürznng  setien: 

tangP—%      und 

i2o- 

-Ä  = 

dR 

Damit  wird  die  vorhergehende  Reihe  (20): 

J  iS  =  i2o  J  qp  t  +  iZo 

J(ps 
6 

f-l-Äo 

24   ^ 

(21) 

(22) 


Btchtvmklige  Coordinaten  x,  y. 


Flg.  5. 


>^«^sinP 


Der  Mittelmeridian  A  S  un- 
serer Ahhildnng  wird  als  x-Aze 
eines  rechtwinkligen  (Koordinaten- 
systems genommen,  mit  einer 
y-Axe,  welche  in  A  den  Normal- 
parallelkreis AB  berflhrt,  wie  in 
Fig.  5.  gexeichnet  ist 

Wenn  nun  irgend  ein  Punkt 
E  die  L&nge  X  gegen  den  Mittel- 
meridian und  die  Breite  cp  hat,  so 
kennt  man  auch  die  Meridian-  ^^^g^ 
Konvergenz  ASE=^X  =  X8inP  ^*^^ 
u.  die  meridionale  Strecke  B  E  —ä  R 
nach  Gleichung  (22),  folglich  hat 
man  nach  Fig.  5: 

x  =  22o  — ÄcosX'      und      y  =  Ä«tnX'  (28) 

Man  konnte  nach  diesen  Formeln  unmittelhar  rechnen ;  hesser  aber  sind  Reihen- 
Entwicklungen,  welche  sich  sehr  leicht  geben: 

X 


X        ^        R        .,      ^        R   1^      X^siffiP     X<siniF\ 


und  wenn  man  -^-  aus  (20)  einsetzt,  so  bekommt  man: 


i  =  -('-^»'--e*^'-4?-)(" 


A2stH2P 


■    '24      ) 


Die  Multiplizierung  mit  Vernachlässigung  der  Glieder  Aber  der  4ten  Ordnung  giebt : 


X  .      ,      X2«t|2P       zl(I)A2stn2P,       Zlffi», 

aber  nach  (1)  ist  jßo  ^  =  -^  ^^'^^  P  =  r,  also : 


24 


24 


t8     .(24) 


«        A         ^*    •    Ti       Ti     Jg)A2«i«2p      Jg)3      A*«««PcosP      ^g)*<  ,ne. 

In  gleicher  Weise  bekommt  man  auch  die  Reihe  für  y,  denn  es  ist  zunächst: 

A8  stn3  P 


sin  A'  =  «n  (A  sin  P)  =  A  st«  P  — 


und  nach  (20) : 


£54 
■   24 


6 


<2 
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also  nach  (28): 

^  =  X8m P—  J flp X  «n Pt  —  ,.- «w3 P H i — 1-— 

/C  O  O  u 

—  =  Xco«P— zftpAwnP— -g-  stffi  Pco8F-\ ^-—x ^--= (26) 

Es  fehlen  noch  die  Umkehrongen  dieser  Gleichongen  znr  Bestimmung  von  d  q> 
nnd  X  ans  gegebenem  x  und  y.  Dazu  hat  man  znn&chst  nach  dem  Anblick  Ton  Fig.  5. 
die  geschlossenen  Formeln: 

J2«  =  (lio  —  «ja  -h  y«      nnd      tang  X  =  ir^—  (27) 

Kq  —  X 

Also  au^elOst  nach  (21); 

i2a  =  (l?^j  — Ji2)a=:22Q2  — 222o^ÄH-^i22  =  i2o2  — 2i2oa;-l-«24-y« 

d^_dB^  _jc_ a^ y«_ 

Äo       2^0«  ""  Äo      2i?o2      2Äo2  ^''^^ 

Nach  (22)  ist: 

also  auch  hinreichend  genau 

^-  =  J^U^^^ß  (80) 

also  wieder  mit  dem  Torhergehenden  (29)  eingesetzt  in  (28): 

^^*  2^6*         8    ^   "  Äo      21?o2      2Ä0«  ^'^^ 

Diese  Gleichung  soll  durch  allmähliche  Näherung  nach  d  q)  aufgelöst  werden. 
Jedenfalls  ist  in  erster  Näherung: 

^<P*  =  -|-  +  «2--      also      ^g>2t2  =  -^H-a;8... 

^*      2i2o2"^""             "■  JKo       2i2oa      2i2o2"^** 
Zweite  Näherung  /i  qp  t  =  -^ ^^^  -h  . . . 

Also  Yon  neuem  bis  zur  dritten  Ordnung: 

g2  XV^  g8  x  a;2  •/2 


yf  rr)  *  -  —  —    y'    —  agy^ «? 

^         Eq       2i2o2      2ieo«      6ÄoM2 
Damit  bis  zur  4ten  Ordnung: 

^  Äo2      Rq^       Rq^       3-Ko*t2^4-Ro^ 

^     «   «  gS  8  g2v2  ,      ^  g< 
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Alles  dieses  in  (31)  eingesetzt  giebt  die  Schlossgleichnng: 

^*      2^  +  0^"^2Äo*'^6/2o4t«      8jBo*"^6Eo8t2      4Bo*<«     8Äo*«« 
^    X  «2  y8 

"■^""2^  ""2^ 
Diese  Schlossgleichnng  kann  man  geradezu  nach  Jq)t  auflösen,  nimlich: 

^^"Ro      2Äo2      2^0»      6Äo8<2      4Äo*t2\  /      2412o4««^8Äo*^    ^ 

nnd  weil  B^^t  =  r  ist,  giebt  dieses  schliesslich: 

^^  =  y~272*-2r8*'-678-THH^*        V~24H*-^8H*'    ^^^ 
Um  vollends  A.  nach  (27)  za  erhalten,  brauchen  wir  mit  X'  =:Xsin  P: 

V  V  V    f  X         x^         x'^  \ 

Erste  Näherung: 

oder  weil  B^t^  B^  tang  P  =  r  ist,  giebt  dieses: 

XcosP=^  +  ^^t  +  ^fi-/-.fi-^t^  +  ^~^t^  (36) 

r        r^  r^  8rSr*  r*  '^ 

Damit  ist  alles  für  die  Coordinaten  nötige  Torhanden;  es  fehlt  nur  noch  die 
Reihe  fttr  in,  dessen  geschlossener  Ausdruck  nach  (3)  ist,  mit  Bo  =  r  cotg  P: 

#n  = oder     =   ^ (36) 

rco^go  /?o  cos  qp 

hiezu  hat  man  nach  (20): 

^  =  l-J^t-4ft  (37) 

und  weil  cp  =  P+  Jgo  ist,  hat  man  nach  §  28.  S.  167: 

Die  Umkehrung  giebt,  wie  ebenfalls  schon  auf  S.  167  angegeben: 


C08(p 


=  l  +  J^,  +  ^(n.2»)+^l(5  +  9<.)  (38) 
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Die  beiden  Reiben  (37)  und  (38)  zusammen  multipliziert  geben: 

^  =  ,^äf  +  4fl  (89) 

Um  dieses  m  aneb  als  Funktion  der  Coordinaten  x  und  y  darzustellen,  hat  man 
aus  (83): 

Diese  JqpS  und  Jqß  m  (39)  eingesetzt  geben: 

Fflr  das  praktiscbe  Beebnen  wird  man  auch  log  m  nebmen,  was  innerhalb  dieser 
GrOssenordnung  sehr  einfach  ist,  n&mlich  nach  (40)  und  (41): 

In  erster  Näherung,  d.  b.  mit  Beschränkung  auf  —^  also  Weglassung  von  —^ 

sind  diese  Formeln  (40) — (43)  entsprechend  den  früheren  (10)  §  50.  S.  281,  wenn  man 
X  und  y  vertauscht,  was  auch  ganz  natflrlich  ist. 

Obgleich  für  die  meisten  Zwecke  diese  Formeln  (40) — (43)  ausreichen,  wollen 
wir  doch  auch  noch  die4to  Ordnung  dazu  entwickeln,  wozu  man  nach  (20)  hat: 

und  weil  go  =  P-f-  J  qp,  hat  man  nach  §  28.  S.  167: 

co«g)  =  co«P[  1  — Jqp« ^-^-^t^-^^\ 

Die  Umkehrung  giebt: 

Die  Ausrechnung  hievon,  welche  auch  schon  auf  S.  167  angegeben  wurde,  ist 
bis  zur  4t«n  Ordnung: 

Man  hat  die  beiden  Reihen  (44)  und  (45)  zu  multiplizieren,  um  zu  der  Beibe 
fOr  m  zu  gelangen,  die  Ausfflhrung  gicbt: 

n,=.,^^^^^^iS^U^U^]  (46) 


2  6  24 
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Um  m  auch  als  Funktion  von  x  und  y  darzustellen  hat  man  aus  (88): 

Dieses  in  (46)  eingesetzt  giebt: 
Die  Umkebrang  davon  giebt: 

1-1— ?i  +  ^%-i^t  +  ^^^%2  +  -^f5-8t2W^-ta        (48) 
m      ^      2i2^2r8*      6r3*^    4H    '   ^24r«r  /     8»^ 

Fflr  das  prsktiscbe  Rechnen  wird  man  auch  U>gm  nehmen: 

'"-'('-Ä-lS'-)-Ä-rS'— -KÄ-T 

Die  hier  auftretenden  Glieder  4^r  Ordnung  werden  wir  später  dazu  benutzen 
können,  um  sie  auch  den  sphäroidtschen  Formeln,  die  wir  an  sich  nur  bis  zur  dritten 
Ordnung  entwickeln  werden,  anzuhängen. 

Die  Yordtehenden  Formeln  sind  auch  mit  den  bis  zur  4*««»  Ordnung  geführten 
sphärischen  Formeln  übereinstimmend,  welche  wir  in  der  «Zeitschr.  f.  Vorm.*  1896, 
S.  129—141  entwickelt  haben,  wobei  aber  zu  beachten  ist,  dass  dort  die  Coordinaten 
nach  Mecklenburger  Art  mit  -h  x  nach  Süden  und  +  y  nach  Westen  gezählt  sind 
(»Zeitschr.*  1896,  S.  130),  während  wir  hier,  wie  sonst  üblich,  -hx  nach  Norden  und 
-h  y  nach  Osten  zählen,  so  dass  z.  B.  unsere  obenstehende  Formel  (47)  für  m  über- 
geht in  (52)  S.  188  „Zeitschr.*  1896,  wenn  man  in  x  und  in  y  die  Vorzeichen  ändert, 
so  dass  im  ganzen  nur  die  ungeraden  Potenzen  xy^  und  x^  umschlagen,  aber  x^ 
a;2j/2,  X*  und  y^  im  Zeichen  bleiben. 

§  81.    Konforme  Kegelprojektion  des  Ellipsoids. 

Mecklenburgische  Coordinaten. 

Die  Überti-agung  der  sphärischen  Betrachtungen  des  vorigen  §  80.  auf  das 
Ellipsoid  ist,  soweit  die  Grundformeln  in  Betracht  kommen,  nicht  schwierig.  Wenn 
A'  der  Quer-Krüramungs-Halbmesser  für  die  Normalbreite  P  ht  so  wird  nach  Fig.  1. 
S.  428  die  Kegelstrahllänge: 

R^  =  NcotgP  (1) 

Die  Meridian  KonTergenz-Formel  bleibt  dieselbe  wie  früher,  nämlich: 

X'=XsinP  (2) 
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Auch  die  Ahnlichkeitsbedingnng  hat  im  wesentlichen  die  Mhere  Fonn,  nämlich 
nach  Fig.  2.  und  Fig.  3.  8.  429: 

^         dR   ^     RdX 
Mdq)      Ncos(pdX 

Es  ist  nur  statt  des  früheren  Kugel- 
Halbmessers  r  nun  M  für  den  Meridian  und 
N  für  den  Querbogen  genommen.  Auch  die 
Einsetzung  Ton  (2)  gestaltet  sich  wie  früher 
und  gtebt: 

dB  RsinP  ,., 

dB       .    -,- 

R  N  eo8(f} 

Für  ?,  wollen   wir    nach  (25)   §  32. 

N 


S.  197  setzen: 

M  _  1— «2 


1  —  «2  ain«  (jp 


Also  nach  der  ?orhergehenden  Gleichung: 


dR        .    _         (l—€^)d(p 

■ =r  sin  P ^^ 

R  (1  —  «2  sin^  qp)  cos  (p 


(4) 


Die  Integration  wird  auf  dem  Wege  der  Teilbrüche  gemacht,  indem  man  zuerst 
80  zerlegt: 

1—  «2  ^1  1      e^cosqpj^e«  eosqp 

cosq} 


(1  —  «2  sifß  g»)  cos  (jp       cosq}       2  1 
Folglich  wird  das  Integral  von  (4): 


■  estnq) 


/ä^fe^S^-'-'K^D-T""- 


el{\  —esincp) 


-esinqi)- 

,1  —  esincp 
esincfi 

Die  linke  Seite  von  (4)  giebt  integriert  —IRy  und  indem  man  auf  beiden 
Seiten  von  den  natürlichen  Logarithmen  l  zu  den  gewöhnlichen  Logarithmen  log  über- 
geht, hat  man  nun  also  als  Integration  von  (4): 


=  JtaHp(45»  +  -j)+lei;; 


—  1ogR=z  sin  PI  log  tang  (45«  h-  ^  j 


e        1  —  e  sin  (p 

2    ^^  r+  e  sin  <p 


! 


Zur  Bestimmung  der  Integrations-Eonstanten  setzen  wir  fest,  dass  Rq  und  P 
zusammengehörige  Normalwerte  sein  sollen,  also: 

-  %  J2o  =  «n  P  { log  tang  (45»  +  -f )  +  y  %  r+TiS)  +  •  • " 
also  durch  Subtraktion  der  beiden  letzten  Gleichungen: 

tang(4ho^)  l -e^nP  1 -he«n(p      ^^^ 
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Auch  den  geschlossenen  Ausdruck  für  m  hat  man  aus  (8): 


m  = 


RsinP 


—       oder 


RcosP 


(6) 


l-dR 


Nco8<pdX 


Rdx: 


Nun  muss  man  alle  die  Reihenentwick- 
lungen, welche  wir  im  vorigen  §  80.  sphärisch 
gemacht  haben,  auch  mit  diesen  sph&roidischen 
Formeln  durchfahren,  doch  kann  das  hier  nicht 
ausführlich  geschehen.  Wir  verweisen  hieflir 
auf  das  Werk  , Grossherzoglich  Mecklenburgische 
Landes-Vermessung"  V.  Teil:  Die  konforme  Kegel- 
projektion u.  8.  w.  von  Jordan,  Mauck,  Vogelcr, 
Schwerin  1895  (vgl.  §  59.  B.  385). 

Wir  wollen  die  wichtigsten  Formeln  von 
dort  ausziehen,   aber  mit  einigen   Änderungen: 

Erstens  hat  Mecklenburg  die  Coordinaten- 
Zählung  +  X  nach  Süden,  +  y  nach  Westen, 
auch  X  nach  Westen  positiv,  während  wir  hier 
nach  Fig.  5.  §  80.  S.  428  wie  gewöhnlich  -f-  x  nach  Norden,  -h  y  nach  Osten  und 
auch  X  nach  Osten  positiv  zählen  werden.  Auch  die  geographische  Breitenzählung, 
welche  mecklenburgisch  mit  P  —  <p  =  p  nach  Süden  geht,  nehmen  wir  nun  (p  —  P  =  ^  (p 
nach  Norden. 

Zweitens  ist  in  den  Mecklenburgischen  Formeln  meist  der  Kegelstrahl  R^  als 
Konstante  genommen,  während  wir  nun,  wegen  der  späteren  Yergleichung  mit  anderen 
Formeln,  den  Quer-Krümmungs-Halbmesser  N  der  Normalbreite  als  Hauptkonstante 
nehmen  wollen,  so  dass  wir  haben:  Rq  =  NeotgP,  also  R^tangP^  N  oder  ab- 
gekürzt geschrieben:  RQt  =  N, 

Wir  werden  auch  nicht  alle  sphäroidischen  Qlieder  höherer  Ordnung  i;^  u.  s.  w, 
aus  den  Mecklenburgischen  Formeln  hier  mitnehmen.  Die  Citate  Meckl.  S. ..  be- 
ziehen sich  auf  die  Seitenzahlen  des  im  vorstehenden  citierten  Mecklenburgischen  Werkes. 

I.  Breitenunterschied  J  qp  und  Längenunterschied  X  als  Funktion  der  Coordinaten 
X  und  y,  Meckl.  S.  28  und  22: 
J(p       aj        3a;2  y«  xy^(  \        x^f 

_x^y^t(  ,\        xit     .    y4^8 

AN*  [     ^^ 
_^yxt _^  yx^t^  _y^t^ 


K2 


X 

N' 


H-4i 


■Zrl^tA 


") 


XcosP^^j 

N 


m 


JV3 


24  iSr4  ^  8  N* 


(7> 


(8) 


X 

n'' 


II.  Coordinaten  x  und  y  als  Funktion  von  J  qp  und  A,  Meckl.  S.  19 : 
Jy  .   3  Jqp2  „  .      X2  ,  „.     „     J( 


l^^T^t  +  ^nPcosP- 


^^^^n.P+,^^,(l-^4^-3^i«) 


+  241^8-24^*'^'-^^'^ 
^=Aco.P-^^.mP-|^^co*Pt2i;2^^«n2Pco.P 


(9) 


XJq>^  sin  P 
6  re 


/'lH-4  7;2-_3^2t2y 


A3  ziqp 
6     72 


sin^P 


(10) 
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430  Eonforme  Kegelprojektion  des  Ellipsoids.  §  81. 

In  allen  diesen  Formeln  ist  gesetzt  t  =  tätig  P,  r«  =  1  -h  c'*  coä^  P,  A'  =  c :  V. 
Die  sphärischen  Bestandteile  dieser  Gleichungen  mflssen  flbereinstimnien  mit  (38),  (35), 
<25),  (26)  des  vorigen  §  80. 

Ausser  dem  im  vorstehenden  citierten  amtlichen  Mecklenburgischen  Werke 
(dessen  genauer  Titel  schon  auf  S.  336  angegeben  ist)  haben  wir  auch  noch  einige 
Ergänzungen  zu  berichten. 

Die  Beduktionen  fttr  Entfernungen  und  Richtungswinkel,  welche  wir  hier  weder 
in  §80.  noch  in  §81.  entwickelt  haben,  sind  in  erster  Näherung  dieselben  wie  bei 
•der  konformen,  meridionalen  Projektion  in  §  50.  Gleichungen  (12)  S.  282  und  (31), 
(32)  S.  284,  jedoch  mit  Vertauschung  der  Bezeichnungen  x  und  y.  Die  nächsten  Glieder 
hiezu,  welche  zur  praktischen  Rechnung  mit  7  stelligen  Logarithmen  bei  den  Richtungs- 
winkeln auf  0,01"  ausreichen,  sind  in  dem  Mecklenburgischen  Werke  §  10.  angegeben; 

X^  ^  t/     t/^  ^t/  U  X  ^  X 

tnit  Gliedern  von  der  Ordnung  —  ,  - ,  --  o  -  'ind  -  ^ 

f »  f»  f  3 

Eine  Ergänzung  mit  den  Gliedern  auch  noch     ^-  und  — ^^    - ,  welche  äussersten- 

falls  noch  0,01"  erreichen,  haben  wir  in  „Zeitschr."  1895,  S.  421—424  gegeben,  und 
endlich,  um  jedem  theoretischen  Einwand  zu  begegnen,  haben  wir  noch  in  „Zeitschr. 
f.  Verm.'  1896,  S.  129— 143  die  ganze  Entwicklung  sphärisch,  mit  allen  Gliedern 

4ter  Ordnung,  d.  h.  —  auch  noch  dazu  gemacht. 

Hiemach  haben  die  Mecklenburgischen  G^eodäten  eine  KontroU-Diagonale  von 
285*»  Länge  über  ihr  Land  gerechnet  (»Zeitschr.  ftlr  Verm.''  1896,  S.  240—248)  mit 
1^30' Breitenunterschied  und  3^  SO'  Längenunterschied,  d.  h.  die  Diagonale,  welche 
wir  auch  schon  unter  den  sphäroidischen  Normalbeispielen  in  §  73.  S.  392  angegeben 
haben.  Diese  Diagonale  wurde  zweifach  berechnet,  erstens  als  geodätische  Linie  mit 
reduzierten  Breiten  nach  unseren  neuen  Formeln,  welche  in  dem  späteren  Kapitel  VUI. 
zu  behandeln  sein  werden,  und  zweitens  als  Projektions- Gerade  in  der  konformen  Kegel- 
projektion, mit  sphäroidischen  Reduktionen.  Folgendes  ist  die  Vergleichong  (nach 
^Zeitschr.  f.  Verm.«  1896,  S.  241,  242,  244,  248); 

aus  geographischen  Ooordinaten  aus  rechtwinkligen  Coordinaten 

qPi  =  53*»   0'      _  yi  =  H-    67129,7368*    «i  =  -*-  82986.8632- 

(P2  =  54°  30'      ^  ^   ^^  y2  =  —  161  922,5986-    arg  =  —86318,9409- 

<Bezeichnungen  nach  Fig. l.  §76.8.399)  (H-y  nach  Westen,  -\-x  nach  Süden) 

S  =  284  835,8642-  S  =  284  835,8648-  -h  0,0006- 

log S  =  5.4545  946-712  log S  =  5.4545  946-721  -h  0009 

Azimut  «1  =  52<»  43'  39,1835"         Azimut  a^  =  52*^  43'  39,1858"    '    -+-  0,0023" 

,      «a  =  550  33' 2,3646"  ,       Og  =  55^33' 2,3612"      i    •—0,0034" 

Die  übrigbleibenden  Fehler  sind  so  weit  ausser  aller  praktischen  Schädlichkeit, 
dass  damit  die  Mecklenburgische  konforme  Projektion  nicht  nur  fQr  die  praktischen 
Vermessungszwecke,  sondern  für  alle  aus  irgend  welchen  Gründen  an  sie  zu  stellenden 
Forderungen  genügend  nachgewiesen  ist 

In  rein  praktischer  Beziehung  als  Grundlage  f&r  topographische  und  Kataster- 
messungen ist  die  Mecklenburgische  Triangulierung  mit  ihrer  konformen  Projektion 
•die  beste  von  allen  deutschen  Landesvermessungen.    Aus  Veranlassung  einer  Gegen- 
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bemerkung  hat  Kammeringenienr  Vogeler  in  Schwerin  die  Überlegenheit  der  Mecklen- 
borgischcD  Projektion  über  andere  deutsche,  namentlich  die  sogen.  Soldnersche  Pro- 
jektion in  überzeugender  und  anschaulichster  Weise  dargelegt  in  „Zeitschr.  f.  Verm.' 
1896,  S.  257-263. 


§•82.    Qneraxige  sphärische  Coordinaten. 

In  Fig.  1.  ist  die  kugelförmige  Erde  in  solcher  Projektion  dargestellt,  dass  der 
Äquator  als  Kreis  EDFiy  erscheint,  in  dessen  Mittelpunkt  der  Nordpol  P projiziert 
ist.  In  einem  Punkte  0  ist  rechtwinklig  zum  Meridian  P 0  ein  Grosskreisbogen  EOF 
gelegt,  auf  welchem  eine  L&nge  0  B  =  y  rig.  i. 

abgemessen  ist  zur  Bestimmung  eines 
Punktes  B,  welcher  mit  B  A  =^  x  recht- 
winklig zu  OB  festgelegt  wird.  Es  ist 
also  im  Sinne  gewöhnlicher  sphärischer 
Ooordinaten  y  die  Abscisse  und  x  die  Ordi- 
nate des  Punktes  A,  wobei  es  aber  gleich- 
giltig  ist,  wenn  wir  statt  dessen  nun  y 
Ordinate  und  x  Abscisse  nennen, 

Der  Bogen  BA  wird  verlängert 
einen  Punkt  C  treffen,  welcher  Pol  des 
Bogens  EOF  genannt  wird,  und  es 
werden  alle  Bogen  x,  welche  rechtwinklig 
auf  der  Axe  ^OJ^  stehen,  sich  in  diesem 
Punkte  C  schneiden. 

Wenn  die  Ursprungsbreite  in  0  den 
Wert  (po  bat,  so  ist  auch  der  Bogen  C  P=  (poi  D 

und  um  die  geographischen  Coordinaten 

Yon  A  zu  erhalten,  müssen  wir  noch  PA  ziehen,  welches  mit  dem  Bogen  P^  =  90^ 
-— qp  und  dem  Winkel  OFA  =  X  die  geographische  Breite  qp  und  die  geographische 
Länge  X  Ton  A  bestimmt. 

Zieht  man  dazu  noch  den  Bogen  C  A  in  Betracht,  so  hat  man  0  A  =  -p^  —  ^ 

2        r 

und  bei  A  den  Winkel  PAC  =  y  als  Meridian-Konvergenz,  sowie  bei  C  den  Winkel 

FCA=^^. 
r 

Nun  bietet  das  sphärische  Dreieck  OPA  alles  was  zur  Lösung  unserer  Auf- 
gabe nOtig  ist,  nämlich  Bestimmung  von  qp,  ^  /,  aus  gegebenen  qoo,  y,  x  und  umgekehrt. 

Um  zuerst  qp  zu  bestimmen,  haben  wir  die  Cosinus-Gleichung: 

r 


1 

)' 

/           ^ 

V  y           > 

\"^ 

1         ^^ 

Vt 

[ ..._.p^ 

V..... 

v^Cr^ 

-^^IV/ 

\^ 

-r^ 

cos  (90®  —  qp)  =  CO»  qPo  CO«  (  o —      1  +  *»»  qPo  **w  f  ^ jcos  - 


sin  qr  =  cos  qpo  sm  - 


x         y 
8in  qpo  cos  —  cos  -^ 


(1) 


Zunächst  nur  bis  zur  dritten  Ordnung  entwickelt  giebt  dieses: 
«n  qp  =  CO,  qPo  (^-  -  ^  +  sin  f,  (l  -  ^^  (l  -  f^„ 
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432  Queraxige  sphärische  Coordinaten.  §  82. 

«n  go  —  «tn  (po  =  —  cos  <f>Q ^^    «m  goo  —  ^  co«  qpo 

Andererseits  wird  gesetzt       <)p  =  (]Po  +  J  <)D  (2) 

also  nach  S.  166,  Taylor  sehe  Reihe: 

8mqi=^8inq^Q-^  A(f>co8(f>Q ^ nn (f>Q —-' cos q)Q. 

Die  beiden  letzten  Gleichungen  zusammen  geben  mit  lang  q)o  =  t 

^        2  6    "■  r  2r2     *      6r8 

Hieraas  als  erste  Näherung: 

ond  dann  in  bekannter  Weise  fortgesetzt: 

Um  zar4t«i  Ordnung  zu  gelangen,  entwickeln  wir  ans  (1)  weiter: 

fx       afl\  /,       aß        x^  \f^       y^        yM 

/*     'it8\  /        «8  +  »«   .  «*  +  6a!8««-|-y<\ 

/«       «2  +  ««^       «8       X*  +  6 ifl  yt  +  y*  \ 
s,n<p-stn9o  =  cos<po[~---^^-t-^  + 2^^^^ ^tj 

Andererseits  ist  mit  qp  =  q)Q-h  J(p  nach  S.  166: 
stn  g)  =  «m  <]Po  H-  J  qp  aw  g)o ^  «n  tpo ^  om  qpo  -I-  -g^  «»» <Po 

Dieses  mit  dem  Vorhergehenden  yerglichen  giebt: 
.^      /igp«.      Jqß      J(p4        X       aß-hy^.       x»  ^ a:* -h 6 «2 y«  +  y*    ,., 

Jg, 2    *-"6    ■^-24-^  =  7 27^*-6,^-^ 24H ^^^ 

Da  wir  die  Näherung  bis  zur  dritten  Ordnung  in  (3)  bereits  haben,  so  kann 
man  daraus  entwickeln: 

Wenn  man  diese  Ausdrücke  in  (4)  einsetzt  und  ordnet,  so  bekonunt  man: 

Damit  haben  wir  z/<)p,  und  um  zu  A  zu  gelangen,  schreiben  wir  eine  Contan- 
gentengleichung  an  in  Bezug  auf  das  Dreieck  CPAt  nämlich: 

(71          x\                                               XV 
-5 1  ^n  <)Po  =  coÄ  g?o  cos h  «n  —  cotg  (180®  —  X) 
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tang—  «m  <jPo  =  C(w  qPo  «w  —  —  sin  ~  eotg  X 

-i        '    y  1 

tang  A  =  «m  —  sec  cpo 

^                  y       ^       X  ^  (6) 

C08- taing  —  tangq>Q  ^  ' 

Der  Nenner  entwickelt  giebt: 

-^-.".^— -ft-(f-Ä)'=.-f'-Ä-ä' 

davon  die  Beciproke  entwickelt,  wird: 

Wenn  man  sin—  ^^ —  ^  Ton   (6)   damit  multipliziert   und  alle   Glieder 
ordnet,  so  erhftlt  man: 

tan,X=:.c<,„{^-K^t^i^,^?'^1.^|5.(1^3e^^|?^*}    (8) 

Da  A.  =  tang  X  —  - — ^-^t  braucht  man  in  erster  Näherung  von  (8) : 

tan^X=  «fcqpo  fy -H  ^2^«H- ..  .j 
also      (ta»i5rX)8=«f<!ß()Po(^-h5^t+...) 

Dieses  vom  Vorhergehenden  (8)  abgezogen  giebt: 

^  =  -.o{?-^*-3*'i*«^^^*«-|5*(I-Bt^-?^(1.6^))     (9) 

Um  umgekehrt  m  und  y  als  Funktion  von  J<p  und  A  darzustellen,  kann  man 
verschiedene  Wege  einsehlagen;  aus  Fig.  1.  S.  431  hat  man: 

CO«  fy  —  —j  -h  CO»  (]Po  cos  (90®  —  <P)  H-  «n  (jPo  wi  (90**  —  <p)  co»  (ISO^'  —  X) 

.05  .  .  . 

«m —  =  cos  (po  ^^  <P  —  «m  g[)o  ^^  <P  ^'^  ^ 


—  =  00»  qpo  «»  9  —  «» <Po  CO»  qp  ( 1  —  -g  H-  24 ) 

^U— 24J 
qp  =  gpQ  H-  J  <p 


sm 


»in  —  =  sin  (<]p  —  g3o)  4-  s»n  <Po  00» 


cos  (p  =  eo8  q)Q-~  J  q)  sm  (jpq ^  cos  qpo 

«t«  (]Po  cos  qp  =  CO«  ä(jpq  |t  —  J  qp  t^ ^  *  j 

»in^  =  »in  Jqp -f- co»2  qPo«  (1  —  Jcp« --^j  ^y- 24) 

Jordan,  Hftndb.  d.  Vanneatiingikiinde.    4  Aafl.    III.  Bd.  28 
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erste  Näherung       «wi—  =  J  g)  h-  -^  cm«  qpo  i 
Da  —  =  «n •"ä^I**^")  ^"^^  9inJq)=:Jqf ~-t  so  wird  ans  dem  Vor- 


stehenden, da  die  Glieder  mit  Jg)3  und  dq^^X^  fortfallen 

X 

r 
Um  —  EU  erhalten,  nehmen  wir  von  Fig.  1 


.        X^eofi(Pot       -    Xa      .      ^      X^      ^      , 
=  J  g)  H ^-^^^  —  J  gp  __  CO««  qPo  <*  —  24  ^^^ 


(10) 


/an^  <)P  m  <)P0  =  —  co8(pQeo8X-^8inX  cotg  — 


ton^ 


y._ 


8%nX 


r       008  (f)Q  {tang  q>  lang  q)Q  +  cos  X) 
(jp  =  q}Q\-^  J (f),  tang g)o  =  *  giöht  nach  S.  167: 

taw^rcp  =  «on^  90+^9  (1 -l-ta)  + Z/qp  2^(1 -ht«)-l---y-(l -1-4  «2  4-8  (4) 
Umg(ptang(pQ=zt2^Jipi{l^i2)^J(jp2i;i(l^i^)^-^t(l'h^t^-^St^) 


(11) 


^2 

und  da  co8X  =  l  —  -^  -h  . . .  hat  man  den  Nenner  yon  (11): 


3 


1  ^^-  e2  -h  J  qp  <  (1  4-  t2)  H-  J  <p2  <2  (1  4- 12)  - 


J<p8 


f(l  +  4t2  +  3t*)  — 


X2 


und  da  1  -i-  t*  h- 


1 


>  wird  nun  (11): 


co«2  ()Po 

«aii^^  =  mXcosg)o -r-^ jj 

1  +  J  g)  t -h  J  (;p2 1«  H- _J*Zco^  (p^  t  ( 1 -f  4  «2  H- 8 14)  —  ^  0(^ 

Die  Beciproke  des  Nenners  entwickelt 

=  1  —  x-^aß—aß  giebt: 

taft^-^  =  mXco9g)o{l  —  ^<P^  +  ~9'^^'^^ ^  '~  ^^^*^<^*<Po*[ 

X8 


sinX  =  X  — ^  bringt: 


tanp  ^  =  Aco»  qpoll  —  ^  g  *  -H  -g-  co«2  g)Q  (2  —  f2) 1?-  ^ 

H-  J  qr  ~  co»2  qpjj  t  (—  5  -+-  6  «2) 
Dann  der  Übergang  von  tang  ~  auf  —bringt  noch: 
tang^  szXcoscjpQ  —  J q)Xcosq)Qt 


(12) 
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Diese  beiden  Glieder  oben  bei  (12)  abgezogen  geben: 

-J.  =  Xaw()Pojl-^(j)*-^co««<po««-^t-4-^<Py*|  (13) 

So  haben  wir  nun  in  (5),  (9),  (10),  (18)  alle  Formeln  zur  Bestimmung  Ton  J  (f 
und  X  hxis  X,  y  und  umgekehrt. 

Diese  Tier  Beihen  sind  unmittelbar  aus  geschlossenen  Formeln  der  sphärischen 
Trigonometrie  abgeleitet,  und  zur  Probe  kann  man  sie  auch  noch  gegenseitig  Terbinden. 

In  diesem  Sinne  wollen  wir  die  Gleichung  (9)  umkehren,  d.  h.  nach  -^  auflösen.  Man 
findet  durch  Beciprok>Entwicklung  aus  (9): 

Hier  ist  nach  (10)  und  (18): 

1  =  —  J  g)  e  — -5- co«2  (jp^ ^  +  j  qp  ^co8^q)Q  (3 

■^  =  Xco8(fQ  —  Jq)Xco8q)Qt 

^  = -g-coÄ« ()Po  — -3  ^g> ^2  coä2 qpo« 

Dieses  alles  oben  eingesetzt  wird  geben: 

Wegen  cos^  qpo  (1  + 1^)  =  1,  ist  dieses  (14)  mit  (18)  identisch. 

Wir  wollen  auch  noch  die  zwei  Gleichungen  (5)  und  (9)  zusammennehmen,  um 

eine  Auflösung  nach  —  daraus  abzuleiten.  Jedenfalls  geben  dieselben  in  erster  Näherung: 

X  v 

—  =  J(p     und        —  =  X  CO«  (JPq 

^^/ScpXeosqio  ^  =  ^^co8^<Pq 

also  aus  (5): 

X  X^  V 

-—  =  J  qt'  -h  -5-  008^  <)Po  *  —  =  X  cos  gpo  —  ^  <)P  A  CO«  qpo  t 

Tu  T 

?^  =  J g)  ;i2 co«2(jPo  ^  =  ^^ ^^^^  qPo  — 2  z/ qp  ;i2  co8^  qpo  X 

Damit  aus  (9)  bis  zur  dritten  Ordnung: 

X        M         X*«  ^(I»^«« 

—  =  z/gp  -|--;5-CO«2()Po* ~}^C08^^^i^ 

f  ü  a 

Um  zur  4ten  Ordnung  zu  gelangen,  braucht  man  aus  (14)  genauer  als  Torher: 

^  =r  X2  COa«  (po  —  2  J  g)  X2  C08^  <Pq  i  —  — .  coä4  gp^j  e2  -h  J  gp2  X»  C08^  <)Po  t« 
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und 


die  letzten  Glieder  in  (5)  sind  genügend: 


5^=  J(p2^»CO«8()Po  $  =  X4C0«4g.^ 


<fo 


Wenn  man  mit  alle  diesem  die  Gleichung  (5)  nach  —  auflöst,  so  findet  man, 

dass  die  drei  Glieder  mit  J(p^X^  sich  aufheben  und  dats  im  übrigen  die  frühere 
Gleichung  (10)  wieder  herauskommt. 

Dadurch  sind  die  Tier  Gleichungen  (5),  (9),  (10),  (18)  auch  unter  sich  nochmals 
versichert 

Es  fehlt  noch  die  Meridian-Eonyergenz,  welche  auf  verschiedenen  Wegen  er- 
halten werden  kann. 

Das  Dreieck  C AP  Fig.  1.  S.  431  giebt: 

coe^  <Po  «w»  ( -2"  —  y  I  =  CO»  ( y  — y  I  CO«  ^ -h  sin -^  coe^  y 


X         .    X        y 
eotg  QPo  cos  —  =  sin  —  cos  ^- 


'  r 


sin— eotg  y 


«      /  •   a?      y\. 

i «tn  —  €08  ^]t 

r       \       r        rj 


tang  y  =  8in^t 


tang  y  = 


[r       6f8/V        2r«y 
JT      673J^ 


X  «2 

1  — —  e — — - 

r         2r« 


x^  .      xy^. 

6i^*"^2;;^*" 


"24r4 


Durch  den  Übergang  von  tang  y  auf  y  hat  man : 


r=^'-^:r-*». 


^=§..3^., 


3        r  M     3r2  r»   '  / 

)'  =  ^<|l  +  y<-^(l  +  2t«)+^(H-2t2)-|gt(2  +  3{«) 


^(5+6t2) 


(16) 


Um  aach  y  m  <f  and  A  aoszadrfleken,  nehmen  wir  ans  Fig.  1.  S.  481  die 
sph&risch-trigonometrische  Gleichung: 

coig  (jpo  cos  <p  =  »in  <fi  cos  X  +  sin  X  cotg  y 
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sin  X  Bin  yp 


oder  ""'*''  = 


COS  q>QC08  q)  -h  Sin  (po  8in  cp  ll  —  -^  j 
sin  X  sin  q)Q 


tang  y  =  ^ — ^ 

cos  (qp  —  qpo)  — k^^^  «^'♦*  <JPo 

g)  =  grp  4-  z/  (jp    ,    «in  <)p  =  8in  (jPo  +  ^  <p  C08  qpQ 
«m  g)  sin  qpo  =  ^^(2  (p^  -4-  zl  gf)  sin  (Pq  cos  <Po 

«in  X  sin  Wq 
^^''^^  = z/(r.2      X2 -^ Ää 

1 ^----«m«<)Po— J<)PyCO«2()Po* 

<an^  y  =  «in  A.  sin  (Po  ( ^  H-  -^  -+-  y  »«w^  <Po  -*"  ^()P  ^€0*2  gp^  t  \ 

,     .  /  A2         J(]p2        A2     .  ,  .f      ^*        o        ^  \ 

tang  y  =  A  «m  ipo  ( 1  —  -g-  4-  -y-  -h  y  «m2  ()p  -+-  ^  cp  -g-  ^*^o  H 

1  H-  -^  "*"  "6"  (^  *****  qPo  —  1)  4-  J  ()P  Y  cos2  gp^^  tj 

^  y  =  A  «in  gpo  -*-  . . . 

yS  =  A3  ««n3  qpo  H-  . . . 

/         Jff)^      A2  A2  \ 

y  =  A5inqr)o(l  -h  - ^ -^ co«2 gp^  4.  j g,— co«2 gp^ H  (16) 

Zur  Probe  kann  man  auch  noch  die  Formeln  (15)  und  (16)  gegenseitig  in 
einander  umwandeln.  Wir  wollen  zu  diesem  Zwecke  (15)  nnd  (16)  nochmals  aufgelöst 
schreiben : 

,=  |t  +  5-?,2_jJt(l-H2t«)+f|t(H-2t«)-|gt«(2+3t.)  +  ^(6+6t«)(17) 
y  =  A  wn  gpo  H — ^-  X  sin  %  — 1-  sin  g^o  co«2  (jp^  4.  j  qp  — . «ing()oco«2  gp^t  (18) 
Um  (18)  in  (17)  urozuwandeb,  hat  man  nach  (9): 

femer  von  (5): 

x         f/2  ^    ^       flc2       a?  f/2 

X»sJn8<jo  =  Jt8  +  ^^t«    und    t.sin(pQcofi(fo  =  ^t  +  ^^^ 


Wenn  man  alles  dieses  in  (18)  einsetzt,  so  wird  man  nach  kurzem  Zusammen- 
fassen (17)  erhalten. 
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In  derselben  Weise  kann  man  auch  (17)  in  (18)  überführen,  indena  man  znerst 
i^  t  =  /l  «in  qpo  (1  — . . .)  <^^  (1^)  nimmt,  ferner  entwickelt: 

?^=  X3 aw8  fo— 3  J()P  X3  co«8(]Pot  tu  8.  w. 

Alles  dieses  in  (17)  eingesetzt  und  geordnet,  wobei  das  Qlied  mit  Jq^^Xsin  qQ  t 
Terschwindet,  wird  den  Übergang  auf  (18)  richtig  geben,  so  dass  nun  die  Formeln  (17) 
und  (18)  bezw.  die  beiden  (15)  nnd  (16)  für  }^  in  allen  Beziehungen  kontrolliert  sind. 

Unmittelbare  Anwendungen  werden  diese  sphärischen  Formeln  nicht  geben, 
ebensowenig  als  z.  B.  bei  den  Soldner  sehen  Coordinaten  die  sphärischen  Beihen  Ton 
§  53.  zur  unmittelbaren  Anwendung  brauchbar  waren.  Die  entsprechenden  Formeln 
für  das  Ellipsoid  werden  wir  im  folgendem  §  83.  neu  und  selbständig  entwickeln,  aber 
nur  bis  »ur  dritten  Ordnung,  weil  die  Glieder  4ter  Ordnung,  welche  wir  hier  nur 
sphärisch  entwickelt  haben,  auch  den  sphäroidischen  Gliedern  3t«r  Ordnung  noch  an- 
gehängt werden  können. 


§  83.    Qneraxfge  sphäroidische  Coordinaten. 

Dessauer  Coordinaten, 

Die  Lage  des  Coordinaten-Systems  haben  wir  wie  auch  im  Torigen  §  82  so  an- 
genommen, wie  in  Fig.  1.  angedeutet  ist,  dass  nämlich  -hx  nach  Norden,  -hy  nach 
Osten  geht    Die  Hauptaxe  oder  eigentliche  Axe  ist  die  y-Aze,  welche  den  mittleren 

Parallelkreis  berührt,  dessen  Breite  in  der  nach- 
folgenden Anwendung  mit  ()Po  =  51^50'  ange- 
nommen werden  wird. 

Wir  gehen  aus  von  den  Formeln  (25),  (26) 
(27)  §  74.  S.  395,  welche  gelten  für  den  Ober- 
gang von  einem  Punkte  in  der  Breite  %  Länge 
Null,  mit  der  geodätischen  Linie  «,  die  unter 
dem  Azimut  a  ausgeht  zu  einem  Punkte  mit  der 
Breite  qp',  Länge  X  und  Endazimut  a',  also 
"  ^  Meridian-Konvergenz  o*—  a. 

Jene  Formeln  haben  wir  zweifach  anzuwenden,  erstens  auf  den  Übergang  von 
0  nach  B  und  zweitens  von  B  nach  A  in  Fig.  1.  §  82  S.  431. 

Der  erste  Übergang  von  qpo  "*<^*^  ^»  ^^^  s  =  x,  «  =  90®  giebt  mit  u  =  0, 
V  =  -^,  t  =  tQhia  zur  3*«n  Ordnung: 


yi— yo y 


to  (1) 


ri  =  i-,'o-^kii-^^k^-^vo')  (8) 
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Die  zweite  Anwendung  geht  vom  Pnnkte  qii,  Xi,  yi  mit  a  =  /,  und  8  =  x  nach 
dem  Punkte  qp,  X^  gegen  (qp^,  X^  and  /  —  /i  als  Meridian-Konvergenz.  Dieses  gieht 
aus  (25)»  (26),  (27)  S.  895  bis  zur  dritten  Ordnung  einschliesslich: 


n 


q,^ 


(6) 


JL  y  *.*._^_f?_  y 


r'-ri-jf^§^toh-^^^,^^t,(i^2H2^^,2^ 


Ehe  wir  diese  beiden  Gruppen  von  Gleichungen  addieren,  mtissen  wir  die  Ni 
auf  ^ot  ^1  ^^^  to  VL,a.ir,  reduzieren,  auch  wollen  wir  überall  die  N  durch  F  aus- 
drücken, denn  es  ist  allgemein  N  ==  c:V, 

Dazu  hat  man  nach  §84.  S.  208,  Gleichung  (1): 


also  wegen  (1): 


^  =  ^-^OT^o^^o^  =  ^-*-45^^o«^o« 


iVi  -    c    "    c    r  ^  2      c2      '^ö  'V  '  ^  ^ 

Zur  Beduktion  von  eos  qi  auf  cos  qPo  und  fang  (pi  auf  tang  qpo  hat  man  wegen  (1) : 

CO«  (ri  =  COS  qro-f-^^o^^wqPo  (8) 

ton^qpi  =  eon^go  — ^to(l  -+-*o2) 
d.h.         ti  =  t,-^t,(lVto2)  (8a) 

Damit  giebt  die  Gruppe  n  mit  Beschränkung  überall  auf  8^«  Ordnung,  wobei 
in  den  höheren  Gliedern  schlechthin  t  statt  fo  ^-  &.  w.  geschrieben  wird: 

A,(c<«To  +  ^8...)  =  ^^»'.t  +  ^rs,a  (10) 

r-ri  =  '^r^i^  +  Y^r3t(i  +  2fi  +  rji)  (ii) 

Wenn  man  dieses  IIa  mit  dem  ursprünglichen  I  zusammennimmt,  auch  überall 
(7)  berücksichtigt,  so  erh&lt  man,  indem  in  den  höheren  Gliedern  nur  noch  t  statt  to 
u.  s.  w.  geschrieben  wird: 


Ha 


W 
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§88. 


m 


^-^0  =  ^^03-^4  F4*-|-5^r.,2e 

-ft  ^iT^d-t^H- 172-517* «2)_|g  F5t2 (1-31/2) 

ÄCO*(jPo  =  ^ro+?^F2e-^^yr8t2-^F3t2 
y  =  ^ro<oH-^F2t2  +  ^F8«(H.2t2H.i72) 
-^^«(l+2<2-(.^2) 


(12) 

(13) 
(U) 


Diese  Gleichungen  entsprechen  den  früheren  sph&rischen  Gleichungen  (5),  (9) 
(15)  im  Torigen  §  82.  S.  432,  433,  436,  his  zur  dritten  Ordnung. 

Es  handelt  sich  nun  darum,  die  Gleichungen  (12)  und  (13)  nach  x  und  y  auf- 
zulösen, was  durch  fortgesetzte  N&herung  geschehen  muss.  Dabei  wollen  wir  uns  zur 
Bequemlichkeit  erlauben,  statt  Vq  und  tQ  u.  s.  w.  kurz  Fund  t  u.  s.  w.  zu  schreiben; 
während  also  in  (12)— (14),  wenigstens  in  den  ersten  Gliedern,  noch  Vq  sowie  to  and 
CO8  qpo  geschrieben  war,  können  wir  jetzt,  da  keine  Verwechslung  mehr  zu  befürchten 
ist,  auch  in  den  Gliedern  erster  Ordnung  die  Vereinfachung  V  und  t  annehmen;  wir 
dürfen  aber  zum  Schlüsse  nicht  vergessen,  dass  alles  dieses  sich  auf  den  Ausgangspunkt 
qpQ  der  Breiten  beziehen  muss. 

G^hen  wir  nach  dieser  Zwischenbemerkung  über  zu  der  indirekten  Auflösung 
der  Gleichungen  (12)  und  (13),  so  haben  wir  jedenfalls  in  erster  N&herung: 
x_q'-q>Q_Jq>  ,       y  _Xco8(f> 

flc2 


Jqp2 


X  y  _  JqiXcosq) 


y^  _X^co8^q> 
c2  ""       F2 

Diese  N&herungen  in  (12)  und  (13)  eingesetzt  geben  bis  zur  2^^  Ordnung: 
X  _dq>       X^eos^q         3  Jgr«  «, 

T ""  Ts"  "t  "~2~r~ '  "^  2"  "rä"  ^  ^ 


und 


y_  _  Xcosq 
T"       V 


dqXeosq 


FS 


(16) 
(17) 


Nun  nochmals,  bis  zur  3^n  Ordnung  aus  (16)  und  (17) 
ac2  _  Jqp2      JqX^cos^qt 
c2  ""fT"*" 


4- 


y2  _X2CQg2()r 
C2  ^ 


F4 

2  J  qp  X2  CÖS2  g, 


ft^^^.2/ 


F2 


F4 


«y 

C2    - 


dqXcos  q> 


X^ 


cos^q  t- 


J  qr2  X  cosq  t 


(2-3i;») 


(18) 
(19) 
(20) 


F^         "^  2  F2  """^  "  2  F6 

Setzt  man  diese  drei  Ausdrücke  in  (12)  und  (13)  ein,  und  nimmt  man  dabei 
für  die  Glieder  3^^  Ordnung  kurz  die  Näherungen  (15),  so  bekommt  man: 
X       Jap        A2       _     ^       zl (rX2       _      .       3  zlqr2 

z/grs 
2  F7^ 


-f- 


l?2t 


2     F5 

?/2(— 1-^*2  —  172— 4,72^2) 


(21) 
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t  =  -^ ^-ys^ g-^co<^g,t2  --g.^^co,qrt«,?«         (22) 

Endlich  kann  man  anch  noch  die  Meridian-EonTergenz  in  (14)  dnrch  (16)— (22) 
als  Funktion  yon  qp  und  X  darstellen: 


y  =  Xsinq 


X3F2   . 


sinqieos^q  ■+ 


/Iq^Xsin  q^ 


(23) 


6    ™^  ^  ^   •      2  r2 

Zur  Probe  kann  man  auch  wieder  dieses  (28)  mit  Hilfe  von  (12)  and  (13)  in 
(14)  znrückrerwandehi,  was  stimmen  wird. 

Nun  haben  wir  in  (12)— (14)  und  in  (21)— (23)  alle  nötigen  Formeln  bis  cor 
8ten  Ordnung. 

Dazu  wollen  wir  auch  noch  die  rein  sphirisch  entwickelten  Glieder  4ter  Ordnung 
zusetzen,  welche  im  yorigen  §  82.  unter  den  Nummern  (5),  (9),  (15)  und  (10),  (18), 
(16)  enthalten  sind.  Wenn  wir  ausserdem  auch  überall  die  nötigen  g  zusetzen,  so 
bekommen  wir  folgende  sechs  Gleichungen,  wobei  nochmals  zu  beachten  ist,  dass  wir 
zur  Bequemlichkeit  nur  V  und  t  statt  der  früheren  Vq  und  (o  schreiben  und  dass 
q  —  q^^Jq  gesetzt  ist: 


^^^VSt^(l--Srj^)g--^tSg^y^til^Zt2)g 


(24) 


Xcosq^^Vg^^VUg^'^Vst2g^^VSi2g^flt{l-^Bfi)g 


.-  y 


xy 


X2y 


y^ 


y  =  Z  Vtg^r^  V2t2g-^jf^VSt(l^2t2-^rj^)g^^-VH(l~^2t^-hTj2)g 


-J^g«2(2  + 8*2)^  +  ^(2(5 +  6^2)^ 


(25) 


(26) 


dq    c         X2    c       ^     ,      JqX2    e     .  ^  3  z/qp2  c     ,^ 


g    FS  ^  2^2  r 


2  ^3      1^3  * 


2    ^2  rs' 


Jg3  c 


X^c 


Xcosq  c       JqXcosq  e   ^       X^     c       ^     ^^      3  Jqr2A  c  ^«   ^ 

dq^Xosinq       JqX^c  sin  q 


Zg^ 


Qg^ 


y    .  A3  r2   .  „  Jq^Xsinq      J q  X^  .  ^ 

r  =  X8tnq-^—^smqco8^q  H- -g^TT^  "+"  "2V~**        * ^ 


(27) 


(28) 


(29) 


Man  kann  die  Co^fßcienten  dieser  Formeln  teilweise  auch  in  mehr  anschaulicher 
Form  schreiben,  denn  es  ist 

r3_j^  Ü-J.  ^"*-i. 

~c~  ^  M  c  ^  N  02""  r2 
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wobei  M  nnd  N  die  Haapt-Erammangs-Halbmesser  und  r  der  mittlere  Krflmmangs- 
Halbmesser  sind. 

Bei  den  Gliedern  4ter  Ordnung,  welche  nur  sphärisch  entwickelt  sind,  haben 
wir  schlechthin  c  als  Halbmesser  gesetzt;  wir  haben  diese  Glieder  anch  noch  besonders 
sphäroidisch  entwickelt  nnd  gefanden  für  ()P  — qro^ 

-K  ^*'(^ -^ '?'•••)  ^^^^*(^-^^*'"^ '?'••) 

Man  konnte  also  wohl  den  Faktor  F6  in  den  zwei  letzten  Gliedern  von  (24)  zosetzen, 
aber  da  die  yernachlftssigten  Glieder  mit  178...  das  alles  nochmals  ändern  können, 
indem  72  =  l  -h  1^2  ist,  haben  wir  knrzer  Hand  c*  in  allen  Gliedern  4t«r  Ordnung 
stehen  gelassen,  obgleich  "N^  oder  H  statt  c^  sich  Tielleicht  mehr  empfehlen  würde. 
Es  kommt  uns  bei  jenen  Gliedern  4t*r  Ordnung  nur  auf  die  wenigen  ersten  Stellen  an. 
Zur  Anwendung  dieser  Formeln  auf  die  Dessauer  Normalbreite  51^  SO^  hat  man 
folgende  Konstanten: 

%  CO«  qp  =  9.790  9541-080  log  sin  (f)  =  9.895  5421*736 

log  €08^  qp  =  9.581  9082160  log  «n«  qp  =  9.791  0843-472 

Jope'2       =  7.827  3187-838 

log  Tj^     =  log  e'2co«2  q.  =  7.409  2269-998  j?2  =  0.002  5658-248 

logTpt^=:  logd^siffi  qp  =  7.618  4031-305  r^t^  =  0.004  1533-940 

F2  =  1  -h  1^  =  1,002  565824805 

log  ri*     =  4.818  4540  174  =  0,00000  65835 

logri^t^  =  5.027  6301  rj^t^^  0,00001  06569 

log  V2  =  0.001  1128-964  log  V  =  0.000 5564482 

log  VA  =  0.002  2257-928  log  VS  =  o.OOl  6693-446 

log  F5  =  0.002  7822-4  log  Vi  =  0.003  8591-4 

lang  qp  =  t,  %  t  =  0.104  5880-656  *2  -  1  ßi  ft  7qßq.Qu 

hg  t2  =  0.209  1761-312  *   "  ^'^^^  ^^^^  ^^^ 

log Q  =  5.314 4251-332  log  —  =  4.685  5748668 

log  c  =  6.806  0976-435  %  c2  =  3.612  1952-870 

log  c8  =  0.418  2929-3  loge^  =  7.224  3905-7 

Wenn  man  diese  Eonstanten  in  die  vorhergehenden  Formeln  einfahrt,  so  erhält  man: 
ßr  congruente  Coordinaten  x,  y 
J  qp  =  [8.509  9968-343]  x  —  [1 .508  0137-1]  y2  _  [9.394  3620]  «2 

H-  [1.811  208]  «3  —  [4.803  7047] «  y2  —  [8.10277]  «2  y2  +  [7.58202]  y4 
X  =  [8.717  9298-299]  y  -h  [2.016  9767] «  y  -f-  [5.316  0226]  x2  y 

—  [4.838  9023]  yS  +  [8.69416]  ä»  y  —  [8.65540] «  y« 
y  =  [8.613  4720-035]  y  -h  [1.912  5188-8]  a;  y  -+-  [5.828  6062]  x2  y 

—  [4.851 4850]  y3  —  8.6582]  x  yS  -h  [8.688  74]  x3  y 
X  =  [1.490  0031-657]  J  qr  -h  [5.562  1572-1]  X^  —  [0.351  2073]  J  g  A2 

-h  [3.864  3715]  J  qr2  —  [7.744  955]  J  gS  —  [3.854  68]  A* 
y  =  [1.282  0701-701]  X  —  [6.071 1200-1]  J  g  A  —  [9.666 1530]  ;i8 

—  [8.445  4885]  J  qr2  X  —  [4.96682]  Jcf^X-h  [4.66579]  J  qp  X» 
y  =  [9.895  5421-736]  X  -  [8.071  5618]  A3  -f-  [8.964  5490]  J  ^2  ^ 

-H  [3.33773]  Jg  A3 
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Zu  einer  ersten  Anwendung  dieser  Formeln  wollen  wir  in  runden  Zahlen  nehmen : 
a;  =  50  000  -  y  =  50  000-  (30) 

Daraus  erhält  man: 

J  g)  =  1609,761  561"  =  26'  49,761  561"  j 

X  =  2637,728  848"=  43'  57,728  348"  J    (31) 

y  =  2073,867  723"=  84' 33,867  723"  f 

und  die  Rück  Verwandlung: 

«  =  50000,00015-  ^ 

y  =  50000,00063-  i    (32) 

y  =  2078,867  640"  =  84'  33,867  640"  f 

Die  Prohen  stimmen  in  «  auf  0,15'"-,  in  y  auf  0,63*«  und  in  y  auf  0,000083" 

also  tlheraU  befriedigend. 

Einzelheiten  biezu  lind  in  der  .Zeitsobx;  f.  Yenn."  1896»  S.88— 89  angegeben,  wobei  aber  zu 
bemerken  iBt,  due  die  OoSfAcienten  zu  «*  und  zn  ^  9*  dort  ein  wenig  andere,  d.  h.  etwaa  weniger 
genau  in  Bezug  auf  die  QUeder  ^'  angegeben  waren. 

Übergang  zu  ionformen  Coordinaten  x,  y. 
In  den  bisherigen  Formeln  ist  angenommen,  die  Coordinaten  x,  y  seien  natürliche, 
un verzerrte  (kongruente),  wie  in  dem  Beispiele  (80);  wir  wollen  nun  aber  annehmen, 
das  Coordinatensjstem  sei  ein  konformes»  entsprechend  dem  früheren  §  50,  wobei  aber 

nun  die  x  die  Rolle  der  Mheren  y  übernehmen.  Dann  geht  jedes  x  über  in  ds  +  g-;^ 

w&hrend  die  y  ungeftndert  bleiben,  oder  wir  wollen  nun,  indem  wir  die  konformen  x 
mit  X  bezeidinen,  setzen: 


-^-^=--s- 


wobei  für  die  Breite  hl" hV log ^=  5.611879  and  Zop ^  =  2.249 664 


(38) 


wobei  übrigens  in  den  Gliedern  4ter  Ordnung,  wie  schon  früher,  c  und  r  nicht  mehr 
unterschieden  zu  werden  brauchen. 

Betrachten  wir  zuerst  die  Gleichung  (24)  für  Jqr,  so  sieht  man,  dass  die  Ein- 
führung von  (30)  nur  auf  das  erste  Glied  einwirkt,  indem  es  giebt: 


c  c   \         Qc^      J        e       6c8^        *  ^ 


(34) 


Hiezu  kommt  das  Glied  in  (24),  welches  aß  selbst  enthält  und  nun  auch  mit 
Xß  geschrieben  werden  kann,  nftmlich: 

—  ^F5(-3i72t2-f-3i?2-t-3i/4  — I5i7*e2) 
o  c^ 

Dieses  mit  dem  letzten  Gliede  von  (31)  zusammengenommen  giebt: 
—  ^  r  5  ( 1 -H  4  j^a  -  3  j?2  «2  +  3  j;4  —  1 5 1^  42) 

In  dieser  Form  werden  wir  dieses  Glied  in  der  nachfolgenden  Gleichung  (36) 
wiederfinden.  In  (25)  bringt  das  zweite  Glied  eine  Änderung  zusammen  mit  dem 
ohnehin  vorhandenen  Gliede  x^y,  wo  wir  aber,  weil  es  nur  4te  Ordnung  ist,  die  V^ 
weglassen,  also: 
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c  c8  6c4  6c4 

Dieses  Glied  wird  sich  in  der  nachfolgenden  Gleichung  (37)  finden. 
Ähnlich  wird  auch  y  behandelt»  was  wir  nicht  n&her  auseinandersetzen  wollen. 
In  der  ürokehrangsfonnel  (27)  fQr  x  erhält  man  beim  Übergang  auf  konforme 
Coordinaten  (ohne  g): 

also  wenn  man  das  Glied  mit  X^  anf  die  rechte  Seite  bringt,  wird: 

Das  erste  und  das  dritte  Glied  lassen  sich  zusammennehmen  (mit  V^  =  l -h  rf^) 
und  dadurch  wird: 

Das  sind  nur  die  Glieder,  welche,  sich  in  (27)  ändern;  im  Ganzen  hat  man  dann  die 
Gleichung,  wie  sie  in  nachstehender  Zusammenstellung  bei  (39)  sich  findet.  Die  Formeln 
für  X  und  y  sind  dieselben  geblieben  wie  früher  (28)  und  (29).  Hiemach  hat  man 
folgende  Gebrauchsformeln  für  konforme  X,  y: 


k36) 


(37) 


j(r=^r8ß-iJr4e^-Ur4i72e^.gr5(i+4i;«-3,72e2+3i/4_i5i/4f2)^ 

C  C*  c*  o  c* 

FQr  die  Umkehrung  der  Aufgabe  hat  man: 

Die  frttheren  (28)  nnd  (29)  bleiben  auch  bei  konformen  Coordinaten  giltig  und 
sind  hier  einzaffigen. 


(88) 


(39) 
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Mit  ausgerechneten  Co€fficienten-Logarithmen  bekommt  man  folgende  Formeln : 

ßf  konforme  Cooräinalm  X,  y 
Jq  =  [8.509  9968-343]  X  —  [1.508  0137-1]  y2  —  [9.394  3620]  aß 

—  [4.119  7471]  X3  —  [4.803  7047]  Xy2  —  [8.10  277[  X«  y«  V  [7.58  202]  y* 
X  =  [8.717  9298-299]  y  -h  [2.016  9767]  Xy  H-  [5.316  0226]  X2  y 

—  [4.838  9023]  yS  +  [8.65  540]  T»  y  —  [8.65  540]  Xy3 
y  =  [8.613  4720-035]  y  H-  [1.912  5188-8]  Xy  H-  [5. 328  6062]  X«  y 

—  [4.851  4850]  ys  —  [8.6682]  X  yS  -h  [8.6582]  Xs  y 
X  =  [1.490  0031-657]  Jq:-^  [5.562  1572-1]  X^  --  [0.351  2073]  (f)  JX^ 

H-  [3.864  3716]  J  qr«  -h  [0.079  8989]  J  (^8  +  [4.63  283]  J  (jp2  ;i8  —  [3.85  468]  ;i^ 
Die  froheren  (28)  und  (29)  gelten  anch  hier  wieder. 

Wenn  man  hiemach  das  grosse  Beispiel  (30)  rechnen  will,  so  mnss  man  zuerst 
a:  =  60  000"  umwandeln  in : 


j(36a) 

j  (87a) 

I  (38a) 

,4  (89a) 


(40) 


(41) 


X  =  o;  -+-  ^  =  50  000,51143-  y  bleibt  =  60000« 

und  damit  erhält  man  aus  (36),  (37),  (38): 

Jq)  =  1609,761  560"  =  0«  26'  49,761  560" 
X  =  2637,728  353    =  43'  57,728  353" 
y  =  2073,867  605    =  34' 38,867  723"  ^ 

und  die  Rückverwandlung  nach  39  giebt: 

X  =  50  000,51161-  (42) 

Dieses  stimmt  auf  0,18-"*  mit  dem  Ausgangswert  in  (40),  y  und  /  bleiben  hier 

dieselben  wie  bei  (32). 

Um  auch  eine  Anwendung  mit  recht- 
winkligen Coordinaten  zu  haben,  stellen  wir 
zuerst  mit  Fig.  2.  die  Formeln  auf,  welche 
aus  §  60.  dadurch  hervorgehen,  dass  man  x 
und  y  vertauscht,  wie  in  Fig.  2.  angedeutet  ist. 
Indem  wir  im  flbrigen  mit  t  und  T  die 
Richtungswinkel  wie  früher  bezeichnen ,  haben 
wir  nach  Fig.  2. : 


Flg.  2. 


tangti  =  - — — , 
«2 — ^1 


^^y2—yi^' 


-X2\ 


tangt2  = 


yi-j 


am  ti         cos  ti 
cost^ 


=  j/(y2-yif-^{^-iß\)^ 


«1 — 052  sint2 

h-h±  180« 

Dieses  gilt  wie  immer  in  der  Ebene. 

Zum  Übergang  auf  das  Ellipsoid  (bzw.  genähert  Kugel)  hat  man: 

2aß, 


*i  -  r,  =  I 


¥%  -  Vi) 
«2  —  22  =  (yi  —  yg) 


3         2r« 
2x.i-hXi     g 


3 


log  S=log8  —  j~^  (iCi«  -h  4  «0^-1-0:22),  wobei 


2r2 
2 


=  «0 


(43) 
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Der  mittlere  Erümmimgs-Halbmetter  r  h&ngt  von  der  geograplüachen  Breite  ab. 
Wir  nehmen  an,  wie  schon  bei  (83)  S.  443: 

qro  =  51'^  50'  womit  hgr  =  6.804  9847 

log  g2-  =  1.403426  log  j^  =  4.948  634 

far  7.  log  Dezimale . . .  1.948  634 

Die  Coordinaten  zweier  Punkte  sind: 

konform 
Pj     yi  =  4-10000-  Xi  =  -r  10000- 

P«     y2=-^B0000«  X8  =  -h40  000-  (44) 

yg— yi  =  H- 20000-       Xg  —  Xi  =  +30000- 
Man  kann  anch  die  zu  den  konformen  X  gehörigen  kongruenten  x  berechnen, 
nftmlich  wie  schon  bei  (dl)  angegeben: 

*  =  ^(l-6^)=^-S  (%gL  =  5.611  879) 

X,  =  10000,000«  X2  5=  40000,000-        konform 

^0,004  —0,262 


«1  =    9999,996-  a^  =  39999,738-        kongruent.  (45) 

Nach  den  Formeln  (43)  wnrde  berechnet: 

e,  =  33°  41'  24,2431"  fg  =  213<>  41'  24,2431" 

— 1,0127  -+- 1,5190 

Ti  =  33*»  41' 23,2304"  Tg  =  213 Ml' 25,7621"  (46) 

%«  =  4.5669  716-8 
—  37-8 


%S=  4.5569  679-5  (47) 

Nun  werden  aus  (44)  die  geographischen  Coordinaten  nach  den  Formeln  (86) —(38) 
berechnet: 

Xi=    8' 48,353  035"    <)Pi  =  51^55' 23,266  935    /i  =    6' 61,469  147"     I 
A2  =  26' 19,494  863"    cpg  =  52«  11' 31.394  840    yg  =  20' 41,84472"       |     ^^^ 
Ans  diesen  X  und  ap  nach  den  Mittelbreiten-Formeln  des  früheren  $  77.  wurde 

berechnet: 

log  5  =  4.656  9679-5  (49) 

was  Tollständig  mit  (47)  stimmt,  und  ferner  die  Azimute: 

a,  =  33«  48'  14,6988"  Oj  =  214«  2'  7,6060"  (50) 

das  giebt  die  Probe: 

▼on  (46)  Tj  =  33«  41'  23,2304"  Tg  =  213«  41'  25,7621" 

von  (48)  yi=  6' 51,4691"  y^=  20' 41,8447" 

riH-yi=  33«  48' 14,6995"  ^2+^2=  214«   2'    7,6068" 

8oU(50)  «1=33«  48' 14,6988"  «2=214«  2'   7,6060" 


Abweichungen  0,0007"  0,0008" 

Diese  kleinen  Abweichungen  sind  bei  Azimuten  und  Bichtungswinkeln  gleich- 
giltig.  Das  Zahlenbeispiel  stimmt  also  in  sich  selbst  vollständig,  der  angewendeten 
Rechensch&rfe  entsprechend. 
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Indessen  müssen  wir  za  den  konformen  Goordinaten,  welche  von  Gleichung  (33) 
an  eingeführt  wurden,  doch  noch  eine  reservierende  Bemerkung  machen: 

W&hrend  die  ganse  Entwicklung  bis  dorthin  (38)  in  sich  konsequent  auf  Potenz« 
reihenentwicklungen  beruhend  ist,  wobei  auch  klar  ist,  welche  Glieder  mit  rj^  mitgenommen 
und  welche  yernachlässigt  sind,  ist  das  yon  (38)  an  nicht  mehr  ebenso  der  Fall.  Für 
die  Ausdehnung  mit  X=  50000""  und  y  =  50000""  ist  die  Brauchbarkeit  auch  der 
konformen  Formeln  innerhalb  1"*"  gezeigt  worden;  ob  aber  beim  Übergang  zur  Kon- 
formität die  Glieder  3*«^  Ordnung  nicht  auch  Änderungen  in  den  Zus&tzen  17* . . . 
erfahren,  das  w&re  durch  eine  schärfere  Entwicklung,  etwa  ähnlich  wie  in  §§  86.-88., 
noch  zu  behandeln. 

§  84.    Allgemeines  ttber  qaeraxige  Coordlnaten. 

In  den  vorstehenden  §§  82.  und  83.  haben  wir  queraxige  Goordinaten  kennen 
gelernt,  bei  welchen  in  einem  angenommenen  Ursprungspunkt  ein  Quemormalbogen 
von  West  nach  Ost  (in  der  Richtung  des  sogenannten  ersten  Yertikals)  gelegt,  als 
Hauptaze  angenommen  wird. 

Indessen  in  weiterem  Sinne  können  wir  auch  die  aus  der  konformen  Eegel- 
Projektion  hergeleiteten  rechtwinkligen  Goordinaten  queraxig  nennen,  weil  dort  ein 
Farallelkreisbogen  zunächst  gewissermassen  als  Hauptaxe  dient,  dem  dann  im  Ursprungs- 
punkt eine  Queraze,  in  der  Ebene  berührend,  angelegt  wird. 

Wir  wollen  diese  beiden  Arten  von  queraxigen  Goordinaten  zuerst  unter  sich 
vergleichen  und  dann  auch  noch  ohne  Yergleichung  mit  den  meridionalaxigen  Systemen 
im  allgemeinen  behandeln. 

Dass  bei  den  beiden  Arten  queraxiger  Goordinaten  die  Reduktionen  für  Ent- 
fernung und  für  Richtungen  bis  auf  Glieder  -r  dieselben  sind,  fällt  sofort  in  die  Augen, 
denn  bei  der  Goordinatenzählung  von  Fig.  1.  §  83.  S.  445  hat  man  für  beide  Fälle: 


flc2  g 


l^(a;i2-H(aJi-i-ac2)2-ha:22)) 


2r2  S  ^12 

^i-*i=  §72(^2-^2)  (2  a-i-f-Äa) 

In  der  Mecklenburgischen  konformen  Eegelprojektion  reichen  in  der  That  diese 
Glieder  schon  in  H.— III.  Triangulierungs-Ordnung  praktisch  aus,  und  nur  in  L  Ord- 
nung kommen  noch  weitere  Glieder  3*«^  Potenz  mit  -5  in  Betracht. 

Um  auch  die  Goordinaten-Formeln  zu  vergleichen,  brauchen  wir  nur  die  Formeln 
von  §§  80. — 81.  einerseits  und  §§  82. — 83.  andererseits  zusammenzustellen;  indessen 
wollen  wir  dabei  alle  sphäroidischen  Bestandteile  17^ . . .  u.  s.  w.  ausser  Betracht  lassen, 
also  nur  die  sphärischen  Glieder  vergleichen. 

Die  Normalbreite  ist  hiebe!  natürlich  als  gleich  anzunehmen,  wir  wollen  aber 
die  Zeichen  F  und  (jp,  welche  für  die  Normalbreiten  benützt  wurden,  auch  weiter 
schreiben,  um  sofort  hieran  die  Formeln  zu  erkennen;  es  soll  also  ^e  Mecklenburgische 
Normalbreite  für  konforme  Kegelprojektion  mit  P.bezeichnet  werden  und  die  zugehörigen 
rechtwinkligen  Goordinaten  mit  Xi  yi ,  dann  die  Normalbreite  für  queraxige  konforme 
Goordinaten  (Dessau)  mit  (]r,  und  die  Goordinaten  mit  0:2  ^2. 
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Da  wir  nur  die  sphärischen  Glieder  zur  Vergleichang  ziehen,  können  wir  für 
die  konforme  Kegelprojektion  den  §  80.  benutzen,  dagegen  die  qaeraiigen  Coordinaten 
sind  in  §  82.  sphärisch  nur  kongruent,  müssen  daher  als  konform  aus  §  88.  Gleichung 
(36),  (87),  (89),  (28)  ausgezogen  werden  durch  Weglassung  aller  sphäroidischen  Ele- 
mente ri^  u.  s.  w. 

Auf  diesem  Wege  sind  folgende  Vergleichungen  erhalten  worden: 

§80.(26)  5i  =  Jq>  ^^sinPcosP--  Jq^sin^^F-^-^'—^sin^PcoaT^^^t^^ 
S83.(39)  —  =  ziep  ■i-'^sinqjcosq) — Jcp-^sirfiq'  -\ — ^  —  ^sincpcoaq-h  — t — »inq  eoscp 
-^ i=  —^  sinqico^q ^tangq>-\ ^ — stnqcoaq^  (1) 

101=  +^»«„^,co.2,,_=^»»g  (2) 

§80.(33)  J(r.  =  — -2^2 2^^ ^ j;«    (^'*-l)-+-  5;5 öiüi 

ya'       xtyjt        ggS     Xjiyjt         y^H 
"2r2         2rS  6r8        2H  24r*^ 


2f-2         2rS         6r8        4r*    ^  '      Sr*       24H 


X2-£,  _^,+JEiL+J?li  (S) 

r  4r*    ^Ur*^  24r*  ^' 

**      ^    '  ff«  1-3  3f8  ri  r^ 

§88.(37);i«„g.  =^+?^« +?'«*«- t«-ä^_l^t(l +6t«)+i|^t(l+6t«) 

r  ÖH       6r^ 

Die  hier  auftretenden  Differenzen  kontrollieren  sich  gegenseitig,  d.  h.  es  ist' 

(1)  =  (3)  und  (2)  =  (4),  wenn  man  in  den  höheren  Gliedern  nimmt  —  =  J  cp  und  —=Xtosq, 

wobei  auch  Xi  von  X2  und  yi  Ton  y^  nicht  mehr  zu  unterscheiden  sind. 

Diese  Differenzenproben  sind  erwünscht  als  durchgreifende  Kontrollen  aller 
sphärischen  Entwicklungen  für  x,  y,  Jq>,  X  in  §§80.-83. 

Betrachten  wir  diese  Differenzen  näher,  so  sagen  dieselben  aus,  dass  die  kon- 
forme Kegelprojektion  und  die  queraxige  konforme  Projektion  so  nahe  verwandt  sind, 
dass  sie  sich  nur  um  Glieder  4t«r  Ordnung  in  x  und  y  unterscheiden. 

Bei  der  Meridian-Konvergenz,  welche  zwischen  (1)  §  80.  S.  419  und  (29)  §  88  S.  441 
zu  vergleichen  ist,  beträgt  der  Unterschied  dritte  Ordnung,  welche  aber  in  dieser  Be- 
ziehung mit  der  4^^  Ordnung  in  x  und  y  gleichartig  zu  achten  ist  Da  die  Glieder  4t«T 
Ordnung  in  den  Coordinatenrechnungen  sehr  wenig  ausmachen,  kann  man  für  kleinere 
Ausdehnung  die  Kegelprojektion  und  die  queraxige  Projektion  fast  als  identisch  betrachten. 
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Vergleichen  wir  weiter  und  setzen  etwa  den  Fall,  man  wolle  für  ein  Land  von 
ausgesprochen  west- östlicher  Ansdehnong,  wie  z.  B.  Sachsen  oder  die  Schweiz,  ein 
west-Ostlich  angepasstes  System  anlegen,  so  empfiehlt  sich  das  konforme  Eegelsystem 
durch  die  scharfe  Definition  seines  Prinzips,  das  in  geschlossener  Form  angebbar  und 
bis  zu  allen  notigen  Ordnungen  bereits  entwickelt  vorliegt  (Mecklenburg).  Als  kleiner 
Nachteil  ist  nur  die  algebraische  Form  der  Bichtungsreduktionen  zu  betrachten,  welche 

für  Triangulierung  I.  Ordnung  mit  -^  nicht  ausreicht,  sondern  noch  —  und  nach 
Umständen  sogar  noch  einzelne  —,  verlangen  kann;  doch  ist  schon  von  der  Triangulierung 
n.  Ordnung  an  die  Bichtungsreduktion  mit  -^  genügend. 

Solche  Glieder  mit  -^  treten  bei  der  eigentlich  queraxigen  Projektion  (§  82. — 83.) 

nicht  auf,  und  das  queraxige  System  ist  insofern  im  Vorteil;  aber  andererseits  müssen 
wir  hiezu  bemerken,  dass  eine  vollendete  Entwicklung  der  Formeln  für  rein  quer- 
axiges  System  in  unseren  vorstehenden  §§  82. — 88.  noch  nicht  vorliegt.  Jene  §§  82.-83. 
sind  bei  massiger  Ausdehnung,  wie  sie  in  §  83.  vorausgesetzt  wurde,  jedenfalls  aus- 
reichend, aber  im  Falle  der  Ausdehnung  auf  ein  erheblich  grosseres  Land  wäre  diese 
Theorie  noch  weiter  auszubilden,  wie  auch  schon  am  Schlüsse  von  §  88.  bemerkt  wurde. 

Alles  bisherige  bezog  sich  auf  die  Vergleichung  der  beiden  Arten  queraxiger 
Coordinaten  unter  sich ;  wir  wollen  auch  noch  das  nötigste  zur  Vergleichung  queraxiger 
Coordinaten  mit  den  üblichen  meridional-axigen  Coordinaten  beifügen  (aus  einem  Vor- 
trag über  deutsche  Coordinaten- Systeme,  «Zeitschr.  f.  Verm.^  1895,  S.  842). 

Alle  süddeutschen  und  auch  die  40  preussischen  Systeme  haben  als  Hauptaxe 
je  den  Meridian  eines  Punktes,  und  man  hat  sich  daran  gewohnt,  das  als  zu  einem 
ordentlichen  Coordinaten •  System  gehörig  anzusehen,  allein  der  Meridian  ist  dabei 
nicht  wesentlich.  Bayern,  Württemberg,  Baden  haben  ihre  Haupterstreck ung  von 
Süden  nach  Norden,  und  da  war  es  natürlich,  die  Hauptaxe  in  den  Meridian  zu  legen, 
zumal  der  Meridian  eine  jedem  Laien  geläufige  geodätische  Linie  ist.  Wenn  aber 
ein  Land  wesentlich  west-Ostlich  erstreckt  ist,  wie  z.  B.  Sachsen,  Mecklenburg,  Anhalt, 
so  liegt  kein  Grund  mehr  vor,  die  EEauptaxe  in  den  Meridian  zu  legen,  im  Gegen- 
teil, ohne  Bechnung  kann  jeder  einsehen,  dass  dann  eine  Queraxe  von  West  nach  Ost 
eine  Menge  Verzerrungen  ersparen  muss. 

Diesen  naheliegenden  Gedanken  hatte  ich  gelegentlich  früher  («Zeitschr.  f.  Verm.*' 
1876,  S.  266)  ausgesprochen,  und  1894  wurde  daraus  Veranlassung  gegeben  zu  einer 
amtlichen  Behandlung  der  Sache  (vgl.  Queraxige  rechtwinklige  konforme  Coordinaten, 
,Zeitechr.  f.  Verm.*  1894,  S.  65—74  mit  Mittelbreite  (]Po=  51°5(y  S.  72). 

In  Hinsicht  auf  die  rechtwinkligen  Coordinaten  selbst  ändert  sich  dabei  gar 
nichts,  als  dass  die  Bedeutung  der  x  und  y  vertauscht  wird,  und  auch  die  Beziehungen 
zwischen  rechtwinkligen  und  geographischen  Coordinaten  werden  den  früheren  ganz 
entsprechend,  d.  h.  sie  werden  nicht  schwieriger  als  für  die  Meridianaxe.  Der  Unter- 
schied liegt  eben  nur  in  der  Anpassung  der  Hauptaxe  an  die  Haupterstreckung  des 
Landes.  Der  Meridian  an  sich  hat  allerdings  den  Vorzug,  dass  er  als  Axe  beliebig 
lang  sein  kann,  also  z.  B.  vom  Äquator  bis  zum  Pol  als  Axe  emes  Systems  dienen 
konnte;  allein  wenn  es  sich  auch  in  der  Bichtung  der  Hauptaxe  selbst  nur  um  massige 
Jordan,  Handb.  d.  VennessQngflkiinde.    4.  Aufl.    III.  Bd.  29 
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ErstreckuDg  handelt,  z.  B.  um  wenige  hundert  Kilometer,  dann  tritt  dieser  Vorzug  fast 
ganz  zurück,  und  dann  hat  die  Queraxe  auch  für  die  mathematische  Formelentwicklung 
dieselbe  Berechtigung  wie  der  Meridian. 

Wie  wichtig  aber  die  Anpassung  der  Axe  an  die  Landesform  ist,  mag  an  dem 
Beispiel  von  Mecklenburg  gezeigt  werden.  Dieses  Land  hat  yon  Süd  nach  Nord  nur 
etwa  2/g  der  Ausdehnung,  welche  von  West  nach  Ost  stattfindet,  und  durch  die  kon- 
forme Eegelprojektion ,   welche  im  wesentlichen  queraxig  ist,  ist  daher  die  Maximal- 

Verzerrung  nur  I-ö-I  =  -^  oder  kaum  die  Hälfte   von  der  Verzerrung,  welche  eine 

Merldianaxe  bringen  müsste. 

Auch  der  kleine  Staat  Anhalt  hat  wesentlich  west-Ostliche  Erstreckung,  nämlich 
rund  110*"  von  West  nach  Ost  und  nur  55*"  von  Süd  nach  Nord.  Mit  einer  Quer- 
axe unter  51^50'  Breite  sind  die  grOssten  Abscissen  nach  Norden  rund  80*",  also 
nach  der  Tabelle  (8)  §  49.  S.  276  ist  die  grOsste  Linearverzerrung  nur  0,011"  auf 
1000",  während  bei  Wahl  der  Magdeburger  Meridianaxe  die  grOssten  Ordinaten  nach 
Osten  66*"  würden  mit  Linearverzerrung  (nach  S.  276)  an  rund  0,05"  auf  1*",  d.  h. 
5 mal  so  gross  als  im  ersten  Falle,  und  in  den  Winkelverzerrungen  stellt  sich  die 
Sache  noch  viel  ungünstiger  für  die  Magdeburger  Axe. 

Als  Anhang  zu  §  84.  nehmen  wir  noch  eine  kurze  Betrachtung  über 
Schiefaange  Coordinatm, 

In  theoretischer  Beziehung  konnte  man  noch  weiter  gehen  und  z.  B.  einem 
Lande,  dessen  Haupterstreckung  von  Südwest  nach  Nordost  ginge,  eine  Hauptaxe 
im  Azimut  45^  anlegen  u.  s.  w.  Allein  solche  Abnormitäten  sind  höchstens  fQr  rein 
kartographische  Zwecke  versucht  worden;  für  praktisch  geodätische  Zwecke  dürfen  wir 
die  zwei  Hauptrichtnngen  nicht  verlassen,  weil  sonst  die  Beziehungen  zu  den  von  der 
Drehung  der  Erde  vorgeschriebenen  geographischen  Coordinaten  zu  verwickelt  würden. 

Dagegen  sind  schiefaxige  Coordinaten  in  anderem  Sinne  schon  mehrfach  ein- 
geführt worden.  Z.  B.  die  in  den  Preussischen  Rheinlanden  früher  angelegten  Co- 
ordinaten-Sjsteme  in  grosserer  Zahl,  welche  wir  schon  in  §  59.  S.  382  (unten  im  Klein- 
gedruckten)  erwähnt  haben,  sind  als  schiefaxige  zu  betrachten,  indem  die  , Parallele 
zum  Meridian  von  Köln'  als  Abscissenaxe  angenommen  wurde. 

Auch  die  bayrischen  „Lokabysteme*,  über  welche  wir  ebenfallt  schon  in  §  59. 
S.  827  berichtet  haben,  sind  ähnlich  schiefaxig,  denn  es  hat  jedes  solche  System  in 
dem  Lokalnullpnnkt  eine  a;-Axe,  welche  um  die  Meridian-Konvergenz  verdreht  ist  gegen 
den  Meridian  des  Lokalnullpunktes.  Als  Vorteil  davon  wird  angegeben,  dass  bei  den 
Coordinaten -Transformationen  dadurch  einige  Bechenglieder  erspart  werden  —  das 
mag  sein,  aber  schief BJigQ  Coordinaten  bringen  in  Bezug  auf  die  niemals  abzuscha£Fenden 
geographischen  Coordinaten  so  viel  ünzuträglichkeiten  mit  sich,  dass  dagegen  jene 
kleinen  Vorteile  zurücktreten. 

VgL  Transformation  rechtwinklig -sphärischer  Coordinaten  auf  neue  Normal- 
punkte, von  Dr.  J.  H.  Franke  in  München,  Astr.  Nachr.  126.  Band,  Dezember  1890, 
S.  355,  Systeme  II,  und  Bauemfeind,  „Zeitschr.  f.  Verm.*  1891,  S.  161—165. 

Eine  neuere  Mitteilung  von  Franke  über  diese  Lokalsysteme  giebt  ^Zeitsehr. 
f.  Verm.*  1896,  S.  827-832. 

Die  bayrischen  Beduktionsformeln  für  die  Lokalsysteme  gehen  aus  unseren 
Formeln  von  §  79.  (15)  und  (16)  S.  418  einfech  dadurch  hervor,  dass  man  y  =  Null  setzt 
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§S5.  Rechtwinklige  konforme  sphärische  Coordinaten  mit  Gliedern 
bis  sBur  4*«*  Ordnnng  — j. 

Indem  wir  darauf  ausgehen,  die  Gauss  sehen  konformen  rechtwinkligen  Coordinaten 
mit  Meridiananschlass  auf  dem  EUipsoide  zu  entwickeln,  wollen  wir  an  die  ersten 
sph&rischen  Näherangen  von  §  50.  nochmals  anschliessen,  und  znn&chst  noch  anf  der 
Engel  hleihend,  in  dem  Sinne  der  früheren  Entwicklangen  von  §  50.  die  sph&rischen 

Beihen  bis  -r  weiterführen, 
r* 

Dazn  mnss  vor  allem  das  Frojektionsgesetz  selbst  sch&rfer  ausgedrückt  werden 

als  in  §  50.  geschehen  ist.    Wir  müssen  anf  die  durch  Integration  erhaltene  strenge 

Gleichung  (7)  §  50.  S.  280  zurückgreifen,  nftmlich: 

oder  für  dekadische  Logarithmen,  mit  fi  =  0,48429 . . : 

y  =  j-logtang{^  +  ^^  (1) 

Das  VergrOsserungsyerhftltnis  ist  nach  (5)  §  50.  S.  280  zunächst  streng: 

Die  Funktion  (1)  kann  in  einer  Beihe  entwickelt  werden,  indem  man  zunächst 
rein  goniometrisch  umwandelt: 

9 


5        1—* 


""•^(T^Frj^^^ — ^=^:  <«> 


Die  logarithmische  Beihe  von  §  28.  S.  169  daiaof  angewendet  giebt: 

-«o.„..(,-M-^.|-..) 
^„_„.,(_,_j_l_»_l_..) 

Die  Tangentenreihe  §  28.  S.  172  giebt: 


«8  = 


2r  "  2r^24r8      240r5 
873'"*"^r5 


32  r4 


3  "^'5  ""   2r"^12r3"*"  48r5 
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also  nach  (1)  und  (B): 


«/  =  9-H 


(4) 


J)3  ^5 

Diese  Gleichung  muss  rückwärts  nach  ^  aufgelöst  werden,   was  durch  schritt- 
weise gefflhrte  N&herung  geschieht: 


1   fyS        3y5\ 


^=y3  — 


24  r5 


3y* 
6r5 


y« 


^=y-rr^^ 


24  r« 


Auch  das  VergrOssernngsverhältnis  m  kann  man  nach  (2)  bis  auf 


(5) 
r  entwickeln: 


sec 


r  ^\2r«      24i-4y^4r*         ^2r2 


5  9* 
24  H 


(6) 


Dieses  stimmt  mit  der  in  §  28.  S.  172  als  bekannt  citierten  Secans-Reihe. 

5l>4 


Man  hat  also 
oder  mit  Einführung  von  (5): 


•^=^^2V2-^ 


24H 


tn  =  1  H- 


5y4 


24  H 


m  =  1  -h 


2r2 


24  r4 


Dazu  auch  die  Umkehrung: 
1 


2r2 


hy4_ 
24  H 


(7) 


(8) 


und  in  logarithmischer  Form: 


logm  = 


2^2 


y2. 


12^4 


Flg.  1. 


Das  nächste  ist  die  schär- 
fere Berechnung  der  Ordinaten- 
EouTergenz,  wozu  dieselbe  Be- 
trachtung wie  früher  bei  den 
Soldner  sehen  Coordinaten  §  46. 
dient;  und  um  nicht  dieselbe 
Sache  zweimal  machen  zu  müs- 
sen, wollen  wir  die  frühere 
Gleichung  in  unsere  neuen  Be- 
zeichnungen umsetzen»  entspre- 
chend Fig.  1.,  indem  wir  ^i  und  92  statt  y  und  y'  dann  X2 — x^  statt  x'  —  x  und  endlich 
Ti  — Tg  statt  a—a'  schreiben,  dadurch  geht  (7)  §  46.  S.  260  in  diese  Form  über: 


tang 


T.^T. 


sin 


92-+-91 


2r 


2r 


—  tang 


^  —  ^i 
2r 
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Hiernach  kann  man  die  Differenz  der  sphärischen  Bichtnngswinkel  T^  und  T2 
scharf  berechnen ,  beliebig  weit  in  Reihen  entwickeln,  u.  s.  w.;  indessen  brauchen  wir 
hievon  znn&chst  nnr  das  Differential: 

dT      "^'•"T.        dx 


tang  -«-  = 


cos 


2r 


oder  hinreichend  genau: 


hier  ist  zunächst 
also  wegen  (5): 


dT       ,    ti  dx 

— -  =  Äin  —  w- 

2  r  2r 

f        r       6r3 


(Ö) 


3r8 


folglich  nach  (9): 


(10) 


Flg.  2. 


+  X 


Nun  hat  man  wieder  d  T  als  das  Erümmungs- Differential  der  Kurve  AB  m 
betrachten,  ähnlich  wie  in  der  früheren  Fig.  6.  §  50.  S.  288,  welche  nun  in  Fig.  2. 
wiederkehrt,  mit  der  Zeichenänderung, 
dass  die  schiefen  Coordinaten,  welche 
in  Fig.  6.  S.  283  mit  |  und  17  be- 
zeichnet waren,  nun  durch  l  und  e 
ausgedrückt  sind. 

Der  Onmd  dlMer  Zelohen&nderang 
war  der,  dMS  eine  Kolllelon  des  froheren 
7  und  fp  mit  nnierem  tonatlgen  i^9=:e'i  co$*g> 
rermieden  werden  tollte. 

In  demselben  Sinne  wie  früher 
bei  (23)  S.  283  haben  wir  also  für 
unseren  neuen  Fall  aus  (8): 

__d2«_dr_J_/  dx     y^dxV 

Diese  Gleichung  ist  auch  hier 
noch  immer  genau  genug,    denn   es 
sollte  zwar   statt  dl  gesetzt  werden 
ydlZ-^di^t  ftber  es  ist  nach  (35)  S.  285  drjf  oder  nun  dz  selbst  schon  Yon  der  Ordnung 
-g,  also  d£^  schon  von  der  Ordnung  — ,  was  mit  dem  ohnehin  schon  in  (11)  vorhandenen 

Faktor  —^  bereits  —  geben  würde. 

Um  (11)  weiter  auszuführen,  müssen  wir  x  und  y  in  l  ausdrücken,  was  nach 
dem  Anblick  von  Fig.  2.  durch  folgende  Coordinaten-Transformation  geschieht: 

x  =  Xi  -h  l cos  ti^  z sin ti 
y  =  yi  -h l sin ti-h z cos ti 


\ 


\2 


*y 
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Die  g  sind  aber  selbst  Funktionen  von  Z,  nämlich  nach  (85)  §  50.  S.  285  mit 
fl  =  s  und  1  =  2: 

Dieses  in  (12)  eingesetzt  giebt: 

1 8  C08^  tt  {2  2^ 

y  =  yi  +  Isint^^ __1  (2yi  -Hyg)  — 2— yi  CCW« «i -^ ^11  tj C(W« «,  (14) 

^=aw*, ^ — -(^yi+y2)-^:^yiswtico8ti-h^8itßticosh  (i^) 

Damit  kann  man  den  ersten  Teil  von  (11)  bilden,  nämlich  y  -^y-  und  zum  zweiten 
Teile  von  (11)  braucht  man  noch  von  (12): 

.  dx  ^  \      (16) 

data  -^  =co»<i-+- ...  | 

Wenn  man  die  beiden  Faktoren  (14),  (15)  nnd  die  von  (16)  ansmnltipliziert  nnd 
die  beiden  Produkte  nach  der  Vorschrift  der  Gleichung  (11)  vereinigt,  so  wird  man, 
nach  Potenzen  von  /  ordnend,  einen  Ausdruck  von  folgender  Form  erhalten: 

-  J^  =  4  +  BZ  +  CZ«  +  Z>13  (17) 

wobei  die  Co^fficienten  Af  B,  C,  D  folgende  Bedeutungen  haben: 

_      smUcosti      acosU,^  .,     ^  ^         •  o  x  n 

B  = ^ *  -h  -^  (2yi  -+-  yg)  (co««  «i  -  «in«  «O 

0  =  i^  (—  co«3  ti  H-  «m«  ti  co8ti) 

D  =  ^-^  (—  sin  ti  eo8^  ti  —  5  sivß  ti  cos  ti) 

Ehe  wir  weiteren  Gebrauch  von  diesen  CoCfficienten  machen,  werden  wir  die 
Funktion  (17)  durch  zweimaliges  Integrieren  weiter  behandeln: 

Dabei  ist  Ci  die  erste  Integrations-Eonstante,  und  die  zweite  In tegrations-Eonstante 
ist  gleich  Null,  weil  l  =  0  auch  z  =  0  geben  muss.  Zur  Bestimmung  der  Eonstanten 

Ol  dient  die  Festsetzung,  dass  l  =  0  geben  muss  jT  =  -^-  ^i  ^^^ '  =  *  fif^®^*  51  ~  ""  ^^ 

nnd  weiter  weiss  man,  dass  l  =  s  auch  ^  =  0  geben  muss,  also: 
-  dl  =  Ci 

.       ^        ,        B»2      C«8      1>«4 
+  d2=Ci4-^«-+--2-H--3--h-j- 

^        ^  ^«        B«2        C«3        2)5^ 

0  =  Ci  +  -2-4-^  +  -j2-  +  -2r 


(18) 
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«1= 


*2=: 


(21) 


bierans  folgt:  .       As      Bs^      C^      Ds* 

2  ^    6    ^  12        20 
As      Bs'      0«8      J)s* 

Hier  sind  die  Co6fficienten  A,  B,  0,  D  von  (18)  einzusetzen,  was  nur  noch  eine 
algebraische  Zosammensnchnng  der  gleichartigen  Teile  verlangt  und  nach  dem  Ordnen, 
wenn  zugleich  =  « jwn tj  =  y2 —  yj  und  r cos ti=  X2—X1  gesetzt  wird,  geben  wird: 

und  ^2  entsprechend  mit  yertauschten  1  und  2: 
^^^(5^-^^H:2j^)_^^-jr^^^ 


Integration  für  die  Länge  S  des  sphäristhen  Bogens, 

Wir  haben  drei  yerschiedene  Längen  zu  unterscheiden:  die  Bogenlänge  8  auf 
der  Kugel,  die  Gerade  a  =  Gerade  A  B  der  Abbildung  und  die  Euryenlänge  /  =  Kurve  A  B 
der  Abbildung  (vgl.  Fig.  2.  S.  453). 

In  differentialem  Sinne  besteht  die  Gleichung: 


ds' 


also  auch 


oder 

S=zf^d^ 
J  ^ 


dS^-^d^ 
m 


Dabei  ist  nach  früherer  Entwicklung  (8)  S.  452: 

_5^y4 

24  r* 


m"  2r2' 


(28) 


(24) 


Das  Differential  ds' ,  welches  bei  der  früheren  Entwicklung  von  §  50.  auf  -^ 

einschliesslich  genau  schlechthin  =^dl  gesetzt  werden  durfte,  muss  nun  genauer  an- 
gegeben werden: 

-2***^8o  [721)  ^  ;t  ^^^'  ^^^^^  '"^  alsbald,  dass  das  Integral 
(28)  in  zwei  Teile  zerfällt: 

Bleiben  wir  zunächst  bei  dem  ersten  Integral  stehen,  so  müssen  wir  die  Reihe 
(24)  in  eine  Beihe  mit  steigenden  Potenzen  von  l  umformen. 

Man  hat  dazu  von  (14)  die  Beihe  für  y,  welche  quadriert  giebt: 


Da  -=i  schon  =  -^ . 
dl  r2 


y2  =  yi2-hZ(2yismtiH- 


yi«< 


8r2 


^(2yi  +  y2)) 


(2yn 

4 1/1  1 

^Iß  —  ^sinti  cos^ *i  —  '* ~3 «w^ ^1  cö«2 ti  - 


(26) 
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und  weiter: 

y4  =  yi4  _^.  z  4  yj8  «m  t,  -h  ^  6  yi2  sin^  «i  -h  I^  4  y^  aitfi  t,  -h  l<  sin^  ti  (27 

Wenn  man  damit  den  Aasdnick  (24)  zusammensetzt  and  nach  Potenzen  ron 
ordnet,  soll  entstehen: 

m  2  r2      24  H  ^        ' 

also  der  erste  Integralteil  von  (25): 

Hiezu  mnss  man  die  Teile  aus  (26)  und  (27)  zusammensuchen,  wodurch  man 
erh&lt: 

J^  __  -  __  yi2 pi  8  sin  ti «8  «m*  (j 

8  "         2r2      ""2^2  67« 

"*"  12H  (■" ^^  ^^ *^  ^^ ^^ -^-  ^2)  -H  5 yi» «m <ij 

^  ^^  «8  cos2  «1  f 5  yi«  —  yi  y2  —  y2^j  -H  f2 ,4  Vi^  «*  «>»*  *i 


+  18 


-h-ö:^yis^stnteoH^ti-^^^yi8»sin9ti 

Wenn  man  hier  überall  8  8inti=  y^ — y\  und  8C08ti=:x^ — »j  setzt  und  die 
gleichartigen  Teile  zusammensucht,  so  findet  man: 


24  ^  (yi*  -+-  2/1*  ^2+  y\^  2/2^  -^-  yi  ^2*  -^  Vl^) 


(28) 


Um  auch  den  zweiten  Teil  des  Integrals  (25)  zu  bestimmen,  müssen  wir  auf 
(35)  S.  285  zurückgreifen  und  entnehmen  (mit  17  =  «  und  |  =  0* 

^(§)^=  Yj^^p(2yi+y2)2-n25yi(^ 

Dieses  integriert  giebt  mit  s sin t\  =  y^—yx'* 
T  =  ^-^r((2yi-^y2)2-6yi(2yi+?/2)^12yi2-2(y2-yt)(2yi-hy2)+^^ 

j  +|-(y2-yiH 

Air  dieses  zusammengezogen  vereinfacht  sich  sehr,  und  giebt  schliesslich: 

"  =  ^'|6^^^-J4y:*+7j,,y„  +  4^  (29) 

Wenn  man  die  Teile  I  und  II  von  (28)  und  (29)  zusammennimmt,  so  hat  man 
nach  (25): 
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8 


II  ^  ^      3/1^-^  Vi  Vz  -H  3/2^      (^2-  a:|)2 


6r2 


360  H 


(4  yi2  4-7^1 3/2-^  4^22) 


1 


-^  24H  ^^^  "^  2/1^  ^2  -H  y  1^  2/2^  +  yi  vs^ + ^2^) 

Wenn  man  die  Mittelordinate  ^o  eü^^lirt  nach  der  Gleichung 

yo«  =  (^^')*=  I  (yi*  +  2  yi  ye  +  y.«) 

yo*  =  (^^^-)*=  ^(yi*+  4  yi»y2+ 6yi*y2*+  4yiys!»+  y«*) 

and  wenn  man  anch  entsprechende  Werte  von  —  einfahrt,  n&mlich  nach  (8): 

-L-1 —  i^-uA?^        ^  -1    y^^  .  ^  ^2^ 


(30) 


Wo"         2r2"^24  r4 
80  kann  man  das  vorstehende  (30)  auch  auf  diese  Form  hringen: 


4-l(i-^-i)-!-"^«».-'».«-'»^' 


5(*2— «l)* 


(81) 


Das  Ergebnis  aller  vorstehenden  Entwicklangen  und  Betrachtungen  ist  enthalten 
in  den  zwei  Gleichungen  (22)  und  (22  a)  für  die  Bichtungs- Reduktionen  und  in  der 
Schlussgleichung  (81)  für  die  Entfemungs- Reduktion.    Wenn  man  die  Glieder  mit 

-7  wegl&sst,  gehen  die  Formeln  wieder  zurück  in  die  früheren  Formeln  (81),  (82)  und 

(13)  in  §  50.  S.  284  und  S.  282. 


Flg.  8. 


Einführung  von  Näherungen  ffkr  verhältnismässig  kleine  x^—Xi  und  y^—f/i- 

Wenn  in  einem  sehr  ausgedehnten  System  die  Dreiecksseiten  verhältnismässig 
klein  sind  gegen  die  Ordinaten  selbst,  so  kann  man  die  Glieder  4ter  Ordnung,  d.  h. 

die  Glieder  mit -p  unterscheiden  in  solche,  bei  welchen 
r* 

die  Potenzen  von  y  selbst  oder  nur  Potenzen  von 
X2  —  Xi  und  ^2 — Vi  überwiegen,  und  man  kann  letztere 
Glieder  gegen  erstere  vernachlässigen. 

Wir  wollen  dieses  näher  verfolgen  im  Anschluss 
an  eine  Abhandlung  von  Oberstlieutenant  von  Schmidt, 
Chef  der  trigonometrischen  Abteilung  der  Landesauf- 
nahme, in  »Zeitschr.  f.  Verm.*  1894,  S.  399—400,  und 
indem  wir  die  dort  teilweise  abweichenden  Bezeich- 
nungen in  die  unsrigen  (Fig.  8)  umsetzen ,  haben  wir 
dort  (7)  1894  S.  839  und  (8)  S.  340: 

%a-Zo(7fcg^(yi+2/2)2-2£p(2/2-2/i)2-j9^^^ 
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^l-*i=j^(yi+y2)(«2-«i)-j2^2(y2-yi)(«2-ari)-^g^(yi+  (88) 

Es  ist  nicht  schwer,  diese  Formehi  als  Verein&changen  unserer  Formeln  (80) 
and  (22)  nachzuweisen.    Nehmen   wir  zuerst  (80)  mit  Vernachlässigung  des  Gliedes 

(X2-'X{i  ^^^  ^^^  ^.^  Einföhrung  des  Mittelwertes ^^-±-^^ im  letzten  Gliede  von  (30),. 
so  haben  wir  yon  dort: 


8  "  er«  "*'24H* 

Nach  der  logarithmischen  Reihe  S.  169: 


(n-^^r 


HtJ —6^* ■^384T>l  +  y«)^-Tl^67«i~2-"/j 

,S-^  =  -^l^tS^L^!ii^'-j^(,,.^  (S4> 

Das  letzte  Glied  hier  stimmt  mit  dem  letzten  Gliede  von  (82),  und  da  auch 
die  zwei  ersten  Glieder  von  (82)  sich  mit  dem  ersten  Gliede  von  (84)  als  algebraisch 
identisch  erweisen  und  der  logarithmische  Modul  l  fi  in  den  Zeichen  log  8  und  2«  u.  s.  w. 
begründet  ist,  haben  wir  nun  die  Formel  (82)  als  Vereinfachung  Ton  (30)  nachgewiesen. 

Noch  kürzer  ist  einzusehen,  wie  (88)  aus  (22)  hervorgeht,  indem  das  Glied 

o£if\Zl    •  •  •  in  (22)  vernachlässigt  wird  und  im  letzten  Gliede  von  (22)  die  Klammer 

=60  (^      ^^1  gesetzt  wird.  Auch  dass  die  zwei  ersten  Glieder  von  (33)  mit  dem  einen 

ersten  Gliede  von  (22)  identisch  sind,  wurde  schon  in  §.  50.  S.  284—285  oben  bemerkt. 
Die  konstanten  Co^fficienten  -  Logarithmen  der  Landesaufoahme  -  Formeki  (82) 
und  (88)  sind  schon  zum  Teile  auf  S.  285  unten  angegeben.  Die  noch  dazu  gehörigen 
CoSffidenten  4ter  Ordnung  sind: 

^^T9b  =  '-134^'3  top -J-  =  6.431  074 

Eine  praktische  Anwendung  der  Formel  (88)  haben  wir  schon  früher  in  Band  L 
4.  Aufl.  1895,  S.  418— 419  gegeben,  bei  dem  Schlesi seh  -  Posen  sehen  Netze,  mit  y  = 
rund  350  000";  das  Glied  4ter  Ordnung  in  (33)  brachte  dort  noch  0,0197". 

§  86.    Konforme  Gauss  sehe  Coordinaten. 

Die  konformen  rechtwinkligen  Coordinaten  mit  Meridiananschluss,  welche  Crauss 
etwa  um  1820—1880  in  Hannover  eingeführt  hat,  haben  wir  schon  mehrfach  im 
früheren  erwähnt,  in  der  geschichtlichen  Übersicht  von  §  59.  S.  828 — 829  und  in  der 
mathematischen  Entwicklung  erster  Näherung  von  §  50. 

Das  Quellen  werk  für  diese  klassischen  Coordinaten  ist:  ,  Theorie  der  Projektions- 
methode  der  Hannoverschen  Landesvermessung  von  Oscar  Schreiber,  Hauptmann  im 
KOnigl.  Hannov.  1.  Jäger bataillon,  Hannover,  Hahn  sehe  Hofbuchhandlung  1866*  mit 
einem  Vorwort  von  Wittstein. 

Im  Nachfolgenden  geben  wir  eine  Bearbeitung  dieser  Schrift,  in  breiterer  Dar- 
legung als  im  Original  und  mit  möglichst  geometrischer  Auseinandersetzung  dessen, 
was  im  Original  mehr  nur  analytisch  vorgetragen  wird. 
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Allerdings  die  Grundgleichnng  der  konformen  Abbildung  auf  Grund  der  Funk- 
tionen komplexer  Veränderlicher,  nämlich  die  nachfolgende  Gleichung  (6),  x-hiy 
=  /(g  +  i  A),  mflssen  wir  hier  als  bekannt  voraussetzen. 

Die  GAQHBclien  OrlginAlsohrlften  Aber  die  Theorie  der  konformen  Abbildung  ilnd: 

Allgemeine  Auflösung  der  Aufgabe,  die  Teile  einer  gegebenen  Fliehe  so  abEnbllden,  dMS 
die  AbbUdong  dem  Abgebildeten  in  den  kleinsten  Teilen  ähnlich  wird ,  von  0.  F.  Gauss.  Als  Beant- 
wortung der  Ton  der  Königlichen  Socletit  der  Wissenschaften  In  Kopenhagen  fdr  1829  gestellten 
Preisaufgabe,  Teröfflsutlloht  in  Schumachers  astronomischen  Abhandlungen,  Heft  8,  Altona  1825. 

Untersuchungen  über  Oegenst&nde  der  höheren  OeodAsie  von  Carl  Friedrich  Gauss,  erste 
Abhandlung,  der  KönigL  Sooiet&t  Aberrelcht  1843,  Art  23. 

Den  Hauptinhalt  dieser  Theorieen  haben  wir  schon  früher  in  unserem  II.  Bande,  2.  Auflage, 
1878, 8.  877—879  abgedruckt  u.  kommentiert,  weshalb  es  hier  genügen  mag,  hierauf  zurüokzuTerweisen, 
oder  auf  irgend  ein  mathematisches  Werk  über  Funktionen  komplexer  Verinderlloher  Bezug  zu 
nehmen,  zur  Begründung  der  nachfolgenden  Gleichung  (6),  der  einzigen,  die  wir  aus  Jenen  all- 
gemeinen Theorieen  brauchen. 

Hier  ist  auch  nochmals  das  Hannover  sehe  Coordlnatenverzelchnls  mit  Einleitung  von  Witt- 
stein zu  erwihnen,  dessen  genauer  Titel  schon  In  §  59.  S.  829  (im  Kleingedruckten)  angegeben  wurde. 

Überall  im  Folgenden  haben  wir  unsere  gewöhnlichen  Bezeichnungen  F^,  17*  u.  s.  w.  angewendet, 
nach  deren  Umsetzung  unsere  Schlussformeln  mit  den  Formeln  von  Schreiber  und  Wittstein  über- 


Nach  diesen  Vorbemerkungen  geben  wir  über  zur  mathematischen  Behandlung 
der  Sache,  indem  wir  in  Fig.  1.  ein  Stück  des  Erd -  Ellipsoids  und  in  Fig.  2.  dessen 
ebene  konforme  Abbildung  betrachten. 

ng.i.  Flg.  2. 

Ellipsold.  Ebene. 


f+df 


dx 


+Y 


Auf  dem  Ellipsoid  Fig.  1.  werden  zwei  Punkte  A  und  A'  betrachtet  mit   den 
Breiten  gp  und  qp  +  dg)  und  mit  den  Längen  X  und  k-h  dX;  dann  hat  man  ein  un- 
endlich kleines  rechtwinkliges  Dreieck  ADA',  in  welchem  ist: 
AD  =  Md(p       ,        DA'=Nco8q)dX 
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also  ÄA'=dSr=.y{Md(p)^'h(Nco8(fdk)^  (1) 

Dabei  sind  M  nnd  N  wie  gewöhnlich  die  beiden  Hanptkrümmungs-Halbmesser, 

and  indem  wir  auch  wie  sonst  N:M=  V^  setzen  nnd  weiter  zor  AbkQrznng  einfElhren: 

dg)  M  _      dg)  .^ 

cosqiN^  V^eostp'^^  ^^ 

erhalten  wir  (1)  in  dieser  nenen  Form: 


d8  =  Nco8q)ydqi-hdX^  (3) 

Ausser  dem  Dreieck  ADA'  besteht  auf  dem  Ellipsoid  noch  ein  zweites  eben- 
falls rechtwinkliges  Dreieck  ACA\  welches  sar  Bildung  rechtwinkliger  Coordinaten 
konform  abgebildet  wird  in  der  Ebene  Fig.  2.  durch  das  Dreieck  aca'  mit  der  Hypo- 
tenuse ds;  es  ist  also  in  der  Ebene: 

da^Vdx^d^  (4) 

Aus  (3)  und  (4)  folgt  das  Vergrösserungsverh&ltnis: 

ds      Ydx^^dy^ 

m  =  —rTi  ^  — (0  J 

^^      Vdq^-hdX^Ncosq) 

Nun  konunt  die  allgemeine  Theorie  der  konformen  Abbildung  in  Betracht,  welche 
wir  bereits  in  der  Einleitung  dieses  Paragraphen  erw&hnt  haben. 

Diese  allgemeine  Theorie  sagt  aus,  dass  die  in  (5)  behandelte  Abbildung  dann 
konform  ist,  wenn  x-hiy  eine  Funktion  von  q-hiX  oder  von  q-^iX  ist,  d.h.  es 
muss  sein: 

(x^iy)^f(q-^-ik)  (6) 

wobei  f  eine  zunächst  beliebige  Funktion  bedeutet,  über  welche  nachher  weiter  Terfftgt 
werden  soll. 

Die  Funktion  f  in  (6)  wird  nach  der  Taylor  sehen  Reihe  entwickelt: 

Da  t  =V— 1,  t«  =  —  1,  i^  =  —  t,  »4  =r  -1-  1  a.  8.  w..  so  giebt  dieses: 

Die  Funktion  f{q),  welche  bisher  noch  unbestimmt  ist,  muss  nun  entschieden 
werden,  und  zwar  soll  dafür  genommen  werden  der  Meridianbogen  B  vom  Aequator 
bis  zur  Breite  <)p,  wie  in  Fig.  l.  eingeschrieben  ist.  Dieser  Bogen  B  ist  eine  Funktion 
von  q);  in  unserem  früheren  §  35.  ist  B  in  einer  Reihe  als  Funktion  Ton  <p,  s»n2<p, 
sin4<p  u.  s.  w.  entwickelt  worden,  und  die  Zahlenwerte  B  sind  tabellarisch  genügend 
dargestellt  in  unseren  Tafeln  Seite  [38]  und  [55]~[57]  des  Anhangs. 

Da  auch  dq  nach  (2)  eine  Funktion  von  qp  ist,  und  da  von  f(q)  nichts  weiter 
verlangt  wird,  als  dass  es  eine  Funktion  von  q  sein  soll,  so  entspricht  die  Wahl  f(q)  =  B 
der  gestellten  Konformitätsbedingung  und  führt  andererseits  die  Aufgabe  ihrem  geo- 
dätischen Ziele  entgegen.    Indem  wir  nach  (6)  zurückgreifen,  haben  wir  also: 

x-^-ty-B-hi^  ^^        2  dg«       ^  6  dq^'^  24  dq^'^  120  dq^       720  dq^  ~^  '  " 
Die  Vergleichung  der  reellen  und  der  imaginären  Teile  giebt: 
_  A2dVB      ^d*B_^d^ 

^"'  2   dq^~^24dq^       120dq^^"  ^^ 
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.dB      X^  dßB        X^  d^B 

Die  Form  dieser  zwei  Beihen  ist  sofort  einleuchtend,  weil  der  als  x-Axe 
genommene  Meridian  eine  Symmetralaxe  ist  Der  Wert  x  —  B  kann  als  Potenzreihe 
nur  die  geraden  Potenzen  X^,  X^,. ,  enthalten ,  und  es  muss  mit  X  =  0,x  —  i^  =  0, 
d.  h.  x  =  B  werden.  Ebenso  zweifellos  muss  mit  A  =  0  auch  y  =  0  werden,  und  da 
y  mit  X  gleiches  Zeichen  haben,  im  übrigen  für  ±  X  absolut  genommen  gleich  bleiben 
muss,  kann  die  Reihe  (8)  nur  die  ungeraden  Potenzen  X,  X^ . . .  enthalten. 

Die  Ableitungen  von  B  nach  q  müssen  ausgeführt  werden,  wozu  man  hat: 

dB=::Mdq)  =  4^dq)    und    ^^  =  _i (9) 

also  -;—  =  -rr-  CO«  flp  (10) 

dq       V 
d^B  c  dV  c 


=  --F8^r:;<^ö*<)p— v«*'*<P 


dq  dqj  ra  dqp       ^       K 

Schon  früher  gebraucht  (§.  34.  S.  208)  ist  ■^-  =  —  ^  e,  also 
d^B 


dqd 


Wenn  man  in  diesen  Formeln  weiter  differentiiert,  so  bekommt  man: 

1§  =  -'-^^'-^^V^y  (12) 

^  =  4-  -^  5W  gp  co«8  qp  (5  —  i2  -H  9 1/2  H-  4 1/4)  ( 1 3) 

Von  hier  ab  wollen  wir  nur  noch  die  sphärischen  Glieder,  d.  h.  die  Glieder 
ohne  if  diferentiieren,  und  finden  mit  solcher  Abkürzung: 

^  =  +-^«M*qp{5-18t2  +  t4)  (14) 

V4  =  —4«m(i)C0Ä5(p  (61  — 58  «2+4  «4)  (15) 

aq^  V 

Nun  kann  man  die  Formeln  für  x  und  y  nach  (7)  und  (8)  zusammensetzen^ 
zugleich  mit  Berücksichtigung,  dass  ^  =  A"  ist  und  mit  Zusetzung  der  nötigen  q\ 


X^    N  X^  N 

X  =  B-h-^ 2~  ****  <)P  CO»  g)  -+-  öT  — 4:  *^«  <)P  C0S3  g)  (5  —  <2  -u  9  ,^2  ^-  4  jy4) 

4- ;^ -^  «n  qp  co»5  qp  (6 1  -  58 12 -I- 4  «4) 


(16) 


y  =  A^cos(p  +  ^^co»3(p(l-t2  +  i^)-h^-^-cos5(p(5-18«2^        (17) 

Dieses  sind  die  Formeln  von  Schreiber  (6)  S.  10,  abgesehen  von  den  Gliedern  mit  17*  n.  s.  w. 
n  den  Gliedern  5ter  und  6ter  Ordnung,  nnd  Innerhalb  der  4ten  Ordnung  haben  wir  damit  die  Formeln 
Yon  Wittstein,  8.  X.  oben. 

In  erster  Näherung  stimmen  diese  Formeln  (16)  nnd  (17)  auch  mit  unseren  früheren  (11)  und 
(18)  §58.  8.828. 
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In  den  Formeln  (16)  und  (17)  sind  q)  and  X  die  gegebenen  geographischen 
Coordinaten  eines  Punktes,  und  zwar  X  nach  Osten  positiv  gez&blt  von  irgend  einem 
Meridian,  der  als  a>Aze  eines  rechtwinkligen  konformen  Coordinatensystems  angenommen 
ist.  B  bedeutet  den  Meridianbogen  vom  Äquator  bis  zur  Breite  (p,  x  und  y  sind  die 
gesuchten  ebenen  konformen  Coordinaten,  und  zwar  x  gez&hlt  wie  B  vom  Äquator 
der  Erde,  y  rechtwinklig  zu  x,  nach  Osten  positiv  wie  X  (vgL  Fig.  1.  und  2.  S.  459). 

Da  B  und  x  auf  diese  Weise  sehr  grosse  Zahlen  werden,  kann  man  sie  beliebig 
abkürzen  oder  von  irgend  einem  Nullpunkt  in  dem  Yermessungsbereich  selbst  zählen. 
Doch  spielt  das  in  der  Theorie  keine  Bolle,  weil  immer  nur  die  Differenz  «  — B  in 
den  Formeln  aufkritt,  und  deswegen  rechnen  wir  am  einfachsten  in  den  Formeln  mit 
B  selbst. 

Utnkehrung  der  Formeln  (16)  und  (17)  * 

Man  kann  die  Formeb  f&r  x  und  y  geradezu  umkehren,  was  wir  nun  ausführen 
wollen,  aber  nur  bis  zu  Gliedern  von  der  4ten  Ordnung  einschliesslich,^  d.  h.  also  zu- 
nächst aus  (16)  und  (17): 

X^  X^ 

X'-B=:'^N8inq)C08q)'{'^  Nein  qp  eos^  <)p  (5  — .  f2  4-  9  ,^2  ^-  4 1^4)         (I8) 

y  =  ;i  iV  cos  qp  4-  ~  JVoos»  ()P  (1  —  t2-h  ;i2)  (19) 

Zuerst  wird  (19)  umgekehrt  mit  erster  Näherung  X  =  j^ — ,  welche  ins 
zweite  Glied  gesetzt  giebt: 

Daraus  bildet  man  auch  die  zweite  Ordnung: 

12  = ^ V n  _« #2-1-  ri^\ 

mcos^q)      3  2Sr4  C08^  g^^^       ^  ^^  ) 

und  dieses  iu  (18)  eingesetzt  giebt: 

*—B  =  1^+^(1 +  3*2+6,;«  + 4,^4)  (21) 

Nach  diesem  soll  der  Meridianbogen  x  —  JB  in  der  zugehörigen  Breitendi£Perenz 
9i  — g)  ausgedrückt  werden,  was  nach  dem  früheren  §  85.  Gleichung  (87),  S.  218  mit 
qii  als  Ausgangsbreite  sich  so  giebt: 

5  — a:  =  Jtfi  (qp  -  (Pi)  -H  y  ^  Vi^h  (<f'-<f>i)^ 

oder  a:-B  =  lf,(<rt-<p)--|-^^i«<i(g)i-<)P)2  (22) 

Dabei  gehören  Mi,  rji^t^f  alle  zu  der  Fusspunktsbreite  (Pi,  während  in  (18)— (21) 
alles  sich  auf  die  Breite  <p  des  Punktes  selbst  bezog.  Aus  (21)  und  (22)  bekommt 
man  als  erste  Näherung  für  die  Breitendifferenz  (fi—qn 

'''-^  =  2^*    •     '^  =  •^»-20  ^^^ 

Hieraus  tang  <p  =  tang  (pi  —  2MN^^  "*"  ^1*) 
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Für  den  iw  eiteren  Gebrauch  in  den  höheren  Gliedern  braucht  aber  Ü  und  U 
sowie  Ni  und  N  nicht  mehr  unterschieden  zu  werden,  also: 

' = *»- äirk  ^' ^  *^'^ = '^  ~  ^  ^' ■*■  "^'^  ^^ -^ '»'^ 

Dabei  ist  berücksichtigt,  dass  allgemein  N:M=  F^  =1  +  172  ist,  also: 

<  =  ^1  -  1^  (1  +  h^-h  m^-^Vi^h^)  (23a) 

Dieses  in  (21)  eingesetzt  giebt: 

:r-B  =  ^+2|i|3(~5-3«2-^2_6i72t2+4i/i)  (24) 

Weiter  muss  im  ersten  Gliede  ^  durch  Ni  ersetzt  werden,  was  nach  früherem 
§  34.  S.  208>  unten  Gleichung  (1),  geschieht.  Wir  wollen  dabei  auch  bemerken,  dass 
in  den  höheren  Gliedern  (p  und  (pi  u.  s.  w.  nicht  mehr  unterschieden  wird.  Damit 
ist  nach  der  dtierten  Gleichung  unten  auf  S.  208  mit  Bücksicht  auf  (23): 

Dieses  mit  (24)  giebt: 

Nun  sind  die  Ausdrücke  in  (22)  und  (26)  einander  gleich,  was  Tollends  die 
Auflösung  nach  qp]  —  gp  giebt: 

Damit  ist  die  erste  Formel  (18)  vollständig  umgekehrt,  und  um  auch  Tollends 
(19),  d.  h.  die  vorlÄufig  schon  hergerichtete  (20)  zu  erledigen,  brauchen  wir  Ton  (23) 
mit  iV:  3f  =  FZ  =  1  +  1^  die  Entwicklung: 

cos  gp  =  cos  qpi  H- ^^*L  Mn  qpx  =  CÖ5  gpi -h  1^  (1  + 1^2)  5m  <p^ 
Dazu  nach  (25): 

Ncoscp      Nieo8(pi\   ^   2m       2^^  ^^'j 

Neos  (p      Ni  cos  <pi  \        2N^) 
Dieses  in  (20)  eingesetzt  giebt  alsbald: 

^  =  w-^ ai^ (1-^-2 12+»?2)  (28) 

Nun  haben  wir  in  (27)  und  (28)  die  gewünschten  Formehi  zur  Bestimmung  von 
(f  und  A.  und  indem  wir  auch  die  nötigen  g  zusetzen,  stellen  wir  zusammen  als 
Gebrauchsforraeln : 

Diese  Formeln  entsprechen  den  Formeln  von  Sobreiber  (11)  8.  25  und  Wittatein  8.  X.  unten. 
Diese  Formeln  stimmen  aaoh  in  erster  Näherung  mit  unseren  früheren  (8)  und  (9)  §  68.  8.  823. 
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Flg.  8. 


Meridian-Kamergenz. 

Wenn  in  Fig  B.  NAS  d&a  konforme  Bild  eines  Meridians,  und  WA  E  das 
konforme  Bild  eines  Parallelkreises  ist,  wobei  sich  diese  beiden  Linien  in  einem  Punkte 
A  schneiden,  durch  welchen  wir  auch  die 
Parallelen  A  B  und  A  C  mit  den  Coordinaten- 
axen  ziehen,  so  entsteht  ein  kleiner  Winkel 
/,  welchen  hier  Gauss  «Meridian-Konvergenz*^ 
nennt  (ygL  hiezu  den  Schluss  dieses  §,  S.  465). 

Wenn  wir  die  Gleichung  des  Parallel- 
kreis-Bildes WAE  tAs  Punktion  zwischen 
den  ebenen  rechtwinkligen  Coordinaten  x  und 
y  aufstellen  können,  so  brauchen  wir  nur  noch 

,—  zu  bilden,  um  tang  y  zu  haben. 
dy 

Um   in   diesem  Sinne  die   Gleichung 

des  Parallelkreises  zu  bilden,  brauchen  wir 

nur  (jp  konstant  zu  denken,  und  A  allein  Ter- 

änderlich,  d.  h.  wir  leiten  die  Gleichungen 

(18)  und  (19)  partiell  nach  X  ab,  und  erhalten 

damit: 

dx  }? 

^  j  =  A  Nsin  q)C08(f)-h-^N8in(p  co«3  9  (5  —  t^-i-  9  jy«-,.  4  jy4) 


(31) 


^=  Nco8qi  +  -^Nco^qi{\-  ««-hi/«) 


(32) 


Die  Division  von  (31)  und  (32)  giebt: 
j^  =  h «tn gp  -h  -^  «in  qp  cos'^  (p  (5  —  «2+  9  r^z^.  4  ,yi)||l  _  ^^  «w«  gp  (1  —  ^-h  1^)  \ 
dx 


dy 


A8 

=  A«ng)-H  g  m()pco«2gp  (2  +  2 1« -1-6172-1-4 174)  r^tangy 
Nun  ist  nach  der  orc  ^an^-Beihe  §  28.  $.172: 


r  =  tang  y  - 


tang^y 
3'    ' 


wobei        ^^^  ^  =    -5tng)C052(jpt2 


also  mit  dem  vorhergehenden 


r=^^-^^sinq)C08^(p{2i2) 


und  alles  zusammengenommen: 
y  =  X  «in  gp  - 


•  -^  «tn  gp  co8^  gp  (1 


8172-4-2174) 


(33) 


Diese  Gleichung  ist  anzuwenden,  wenn  ein  Punkt  durch  gp  und  X  gegeben  ist; 
wenn  aber  x  und  y  als  gegeben  vorliegen,  dann  empfiehlt  es  sich,  erstens  A  in  y  aus- 
zudrücken  und  zweitens  auch  alles,  was  von  gp  abh&ngt,  auf  gp),  d.  h.  auf  die  Fusspunkts- 
breite  zu  reduzieren. 

Für  das  erste  haben  wir  von  (20): 

y         ^ 


A  = 


iV  CO«  gp      6  A'8  008  gp 


(l-e2-^i72) 
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Dieses  in  (33)  eingesetzt  giebt: 


y=jf*-^^-«^^-^^+^'i'+'^'>*) 


Weiter  haben  wir  fQr  t  und  A^  bereits  die  Gleichungen  (23  a)  und  (25),  welche 
zusammen  geben: 

Dieses  mit  dem  yorhergehenden  yereinigt  giebt  endlich: 


<i(l-H<i2-i7i2-2i7i4) 


(34) 


Flg.  4. 
ElUpsold. 


Die  Zeichen  Ni  nnd  ti  deaten  an,  dass  diese  Werte,  z.B.  ^1=  tang<pi,  als 
Funktion  der  Fossponktsbreite  q>i  zu  nehmen  sind,  welche  der  vom  Äquator  an 
rektifizierten  Meridianbogenlänge  x  entspricht.  Aach  in  den  höheren  Gliedern  der 
Formel  (34)  haben  wir  durchaus  tirji^  u.  s.  w.  in  diesem  Sinne  geschrieben,  obgleich 
in  der  vorhergehenden  Entwicklang  die  Unterscheidung  von  gp  und  cpi  in  den  höheren 
Gliedern  nicht  eingehalten  wurde,  weil  sie  in  der  ohnehin  zugelassenen  Vernachlässigung 
der  nächstfolgenden  y^  u.  s.  w.  keine  Konsequenz  mehr  hat. 

Die  Gleichung  (84)  stimmt  Innerhalb  ihrer  Ordnung  mit  Schreiber,  Formel  c  8.  31,  und  toU- 
ständig  mit  der  Formel  c  von  Wittstein,  8.  XI,  welche  auch  nur  bis  sn  y»  einsohliessUch  geht. 

Wahre  Meriddan-Kanvergene. 

Die  Meridian  •  Konvergenz  y,  wie  sie  im  Anschluss  an  Fig.  3.  S.  464  definiert 
wurde,  ist  von  der  besonderen  Natur  der  vorliegenden  Abbildungsart  abhängig  und 
entspricht  nicht  genau  der  Definition  Meridian-Konvergenz  ct—a  von  Fig.  3.  in  §  60. 
8.  345,  wie  auch  schon  auf  S.  346  bemerkt  wurde. 

Um  aach  die  Meridian-Konvergenz 
in  dem  früheren  Sinne  a'-^a  Fig.  3.  S.  345 
zu  bestimmen,  betrachten  wir  in  Fig.  4. 
einen  Punkt  Ä  mit  der  Breite  gp  und  der 
Länge  X  gegen  den  Anfangsmeridian  NO, 
auf  welchem  in  der  Breite  (p^  eine  geo- 
dätische Linie  (pi  A  rechtwinklig  nach  A 
abgeht,  so  dass  man  sagen  kann,  auf  dem 
Ellipsoide  sei  von  0  bis  (pi  die  Abscisse 
und  von  qoi'  bis  A  die  Ordinate  des  Punktes 
A,  und  zwar  Abscisse  und  Ordinate  beide 
als  geodätische  Linien  verstanden. 

Ausser  dem  Punkte  (p{  nehmen 
wir  noch  auf  dem  Meridian  ON  einen 
Punkt  qpj,  von  welchem  ebenfalls  recht- 
winklig eine  Linie  nach  A  abgeht  (in 
Fig.  4.  punktiert  gezeichnet);  diese  zweite 
Linie  qpj  A  ist  aber  rdekt  eine  geodätische 
Linie,  sondern  eine  sehr  flach  gekrümmte 
andere  Linie,  von  welcher  sich  nachher  er- 
geben wird,  dass  sie  das  ElUpsoid-Bild 
zu  der  geraden  Ordinaten-Llnie  y  des  kon- 
formen Coordinatensystems  ist. 

Jordan,  Handb.  d.  Vennesstingsknnde.    4.  Aufl. 


III.  Bd. 
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Wenn  in  A  die  zwei  Tangentialrichtungen  A  P/  und  A  P^  rechtwinklig  auf 
A(fi{  nnd  auf  Aq^i  gezogen  werden,  so  ist  NAP{=y'  die  Meridian  -  Konvergenz 
zwischen  q)i   und  A  in  dem  gewöhnlichen  Sinne  von  c^=a  in  Fig.  3.  8.  346. 

Um  diese  wahre  Meridian •  Konvergenz  y'  zu  bestimmen,  nehmen  wir  von  den 
Reihenentwicklungen  des  früheren  §  74.  Gleichung  (27)  S.  396  bis  zur  dritten  Ordnung 

mit  M  =  0  und  «^  =  -^  ^nd  t  =  tang  q){  fttr  die  Ausgangsbreite  qoi': 

a'-a  =  y=j^tang(f{^ g^ tang gpj' (1  4-  2 tans/^ (f{ -+-  i/i«)  (35) 

Hiezn  von  (26)  8.  895  mit  denselben  Substitutionen: 

A  CO*  (Pi'=  |-  -  ^  tang2  <p,'  (36) 

Also  durch  Division  von  (35)  und  (36): 


y'=Xm,p,'(l-g^^(l  +  ,2)) 


y'  =  },8in q>i  —  -^  sin qpj'  cos^  (fi  (1  +  rj^)  (37) 

Zur  Beduktion  von  der  Fusspunktsbreite  (pj'  auf  die  Punktbreite  cp  können 
wir  als  hinreichend  die  Mhere  Formel  (17)  §55.  S.  305  nehmen: 

<Pi  =<PH ö— «tnqocosqp 

also  8in q^i  =  stn  cp  n ^ —  sirKpcos^qt 

Dieses  wird  mit  (37)  verbunden,  wobei  1  -htfi  V^  zu  beachten  ist,  also: 

^8  Y2 
y'=X  sinqi  n ^ —  sin  qo  cos«  (p  (38) 

Dieses  ist  die  wahre  Meridian-Konvergenz,  welche  mit  der  (}auss  sehen  Meridian- 
Konvergenz  y  in  (33)  verglichen  giebt: 

y  —  /  =  ö^  «n  <)p  co«2  (p  (2  t^Ä  -h  2 17*) 

oder  in  erster  N&herung  genügend: 

2 

y  —  y '  =  — -  X3 172  5m  g)  co«2  (p  (39) 

0 

Dieses  ist  auch  der  kleine  Winkel  Pj'  APi  in  Fig.  4.,  und  da  dieser  Winkel 
besteht  und  nicht  gleich  Null  ist,  so  wird  erkannt,  dass  die  geodätische  Linie  (pi  A 
nicht  das  ellipsoidische  Bild  der  ebenen  Ordinate  y  sein  kann,  sondern  dass  eine 
andere  Linie  qpj  A  für  jenes  Bild  eintreten  muss. 

Der  ellipsoidische  Faktor  if  in  (37)  zeigt,  dass  die  Differenz  y— /  nur  auf 
dem  EUipsoid,  nicht  aber  auf  der  Kugel  existiert. 

§  87.    YergrössernngsTerhältnis. 

Nach  (1)  und  (5)  §  86.  S.  460  ist  das  Vergrösserungsverhältnis  m  bestimmt  durch: 

^     (J«2                daJ2_^.(|y2 
m2= ^ 


dS2       {Md<p)2-^{Nqieo8dX)2 
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dXi  I        I     Md«,    \t\  (^> 


nan  in 


Nach  Fig.  1.  und  2.  §  86.  S.  459  hat  man  in  den  rechtwinkligen  Dreiecken : 


~ —  =  cotgt     und     ■=:= -^  =  cotJcr 

Wo  i  der  Biohtangswinkel  im  ebenen  System  und  a  das  Azimut  auf  dem  Ellipsoid 
ist,  damit  wird  (1): 


d  A2  A«  cos«  (jp  (1  -Hcot^  a) 

ii  A  iVcos  qp  «n  <  ^  ' 

Wir  betrachten  nun  besonders  den  Fall,  dass  a  =  90®  werde,  d.  h.  dass  der 

Ellipsoidbogen  d  8  auf  einem  Parallelkreis  liege,  was  zur  Folge  hat,  dass  q)  konstant 

ist  und  femer,  dass  t  =  90®  —  y  wird,  wenn  y  die  Meridian-Konrergenz  ist,  welche  in 

Fig.  8.  S.464  konform  abgebildet  wird.    Damit  erh&lt  man  aus  (2): 

dy    8€cy  .f^. 

^  =  dÄF^^  -(^^ 

Hiezu  hat  man  aus  (32)  §  86.  S.  464: 

^  =  2V  cos  <p  +  y  ^'  ccw«  (p  (1  —  e2  -h  jy«) 

Femer  hat  man  aus  (33)  §  86.  8.  464: 

y^Xsintp^Xi...  Äecy=l-h^=  1  +  ^*4?^-+-...  (5) 

Dieses  genügt,  um  in  erster  Nährung  m  zu  bilden,  nämlich  als  Produkt  von 
(4)  und  (5): 

m  =  1  +  y  co«2  qo  (1  —  «2  -H  ij2)  4-  Y  «n2  qp 

m=l-+-yC0«>qp(l-i-i?8)  (6) 

Das  ist  zunächst  nur  das  VergrOsserungsverhältnis  in  der  Richtung  des  Pa- 
zallelkreises,  also  rechtwinklig  zum  Meridian;  da  aber  bei  der  konformen  Projektion 
m  nach  allen  Seiten  gleich  ist,  können  wir  das  in  (6)  gefundene  m  sofort  allgemein 
gelten  lassen. 

Um  übrigens  eine  Probe  zu  haben,  wollen  wir  doch  auch  noch  m  fOr  den 
Meridian  besonders  bestimmen,  und  schreiben  zu  diesem  Zwecke  aus  (1),  (4)  und  (5) 
§86.  S.460: 


^('■^(-Mh-J 
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Gehen  wir  aaf  den  Meridian  Aber,  so  wird  hier  nach  Fig.  B.  §  86.  S.  464 

d  y 

--^  =  —  tang  y    and  femer    d A  =  0, 

also       «  =  (!:?)«?.? 

Um  1^1  zu  bilden,  hat  man  von  (18)  §  86.  S.  462: 

X  =  B-hy^^mqpcogqp-KA"*... 
dx       ^      A«  fdN  .  .^      ^  ^r  .  o     \ 

Dabei  ist  nach  §B4.  Gleichung  (e)  S.  208: 
also  —  =  Jtf-h  |(^3i7«'J^<p-h|.co«2<p---f«n«<pj 


=  3f-h4^6  «>«H(l-t8H-i78V  dabei  ist  31=  ;,^,-.  also: 


ra  2  ^  v^*---n'rM  «»--  *-•  ^  -  yg. 


Das  ist  dasselbe  wie  bei  (4),  also  muss  auch  die  Weiterrechnung  fAr  m  in  der 
Meridianrichtung  denselben  Wert  geben  wie  früher  bei  (4)— (6)  in  der  Parallel- 
kreisrichtung. Es  ist  also  die  Formel  (6)  allgemein  giltig,  in  der  Meridianrichtung, 
rechtwinklig  dazu,  und  in  allen  Bichtungen. 

Um  die  Formel  fflr  m,  welche  in  (6)  nur  bis  A^  geht,  auch  noch  bis  A4  zu 
entwickeln,  mflssen  wir  auf  (17)  §86.  S.  461  zurflckgehen  und  von  dort  entnehmen: 

dy 
dX. 

und  Yon  (38)  §  86.  S.  464: 

y=X8in<p-h-^sinq)  cos^  qp  (1  -h  3  jy«  h-  2 1;*) 


[iv7L-,p=^^^2'^*'H^-''-^'^)-^2i«^*^5-18''  +  **>         t') 


y^       5  A^  A^ 

M«  y  =  1  -h  ^  -h  2^  y^  =  1  -h  Y «m2  <p  +  —  «in2 <p  «w«  qp  (8-+-  5 1«)  (8) 

Wenn  man  diese  (8)  und  (7)  nach  Anleitung  von  (3)  multipliziert,  so  erhält  man : 
m  =  1  -h^^  co«2(p(l-+-9;a)-h|^cofi4<p(5-4(2)  (9) 

Das  ist  die  Weiterentwicklung  von  (6)  bis  auf  A^  einschliesslich,  aber  mit 
Weglassung  aller  Glieder  1^2  a.  s.  w.  in  den  Coöfficienten  von  A^.  Innerhalb  dieser 
Yemachlftssigung  stimmt  unsere  Formel  (9)  auch  mit  der  entsprechenden  Gleichung 
Yon  Schreiber  S.  36.  (wie  immer  nach  goniometrischer  Umformung). 

Es  ist  auch  leicht,  innerhalb  der  angenoomienen  Genauigkeit  die  Formel  (9) 
auf  y  zu  reduzieren,  denn  es  ist  nach  (20)  §  86.  S.  462: 

X-  .y ^ n-t2^      ^ 

']^cos(p      hmcosq)^  -^ 

A2  =  _    ^ -? n  —  ^2  -i. . .  \ 
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Damit  wird  (9): 

Es  ist  aber         ^=y      ""»^      '"^F»      "^^      iVl"  "i«"^  ~^~' 

also        «=l  +  2^  +  2&.  aO) 

Der  Nenner  H  im  zweiten  Gliede  gilt  nnr  n&heningsweise,  doch  kann  man 
ihn  wohl  annehmen ,  da  wir  ja  ohnehin  alle  l  -htfi  -  • .  im  zweiten  Gliede  vernach- 
lässigt haben.  Darum  ist  anch  inbegriffen,  dass  bei  dem  Übergang  von  A  anf  y  in 
N  nicht  mehr  unterschieden  wurde,  ob  es  zu  q>  oder  zu  qD^  gehören  soll,  d.  h.  es  ist 
die  Reduktion  (25)  §  86.  S.  468  nicht  mehr  angebracht  worden;  und  innerhalb  der 
ersten  Näherung  haben  wir  nun  in  (10)  wieder  dieselbe  Formel  wie  früher  in  der 
sphärischen  Entwicklung  yon  §  50.  Gleichung  (10)  S.  281. 

Entfemungs-Reduktian. 

Wenn  die  wahre  Länge  einer  geodätischen  Linie  auf  dem  Ellipsoid  =  S  und 
deren  ebenes  Abbild  =  s  ist  und  m  das  VergrOsserungsrerhältnis  in  differentialem 
Sinne,  so  ist: 

S=ßäs  (11) 

und  hiezu  ist  der  Wert  von  m  aus  der  Formel  (10)  einzusetzen;  wir  wollen  aber 
dabei  das  Glied  mit  H  nicht  mitnehmen,  weil  eine  hierauf  sich  erstreckende  Inte- 
gration schon  früher  in  §  85.  gemacht  worden  ist  Es  wird  also  zunächst  nur  genommen : 

1  t/2 

und, insoweit  konnte  es  scheinen,  als  ob  die  einfache  Entwicklung  von  §50.  wieder 
ihre  Stelle  fände,  allein  jene  Entwicklung  war  nur  sphärisch  mit  konstantem  r,  während 
wir  nun  den  mittleren  Erümmungs-Halbmesser  r  nach  den  Ellipsoidgesetzen  reränderlich 
annehmen  müssen. 

Es  kommt  dabei  wieder  die  Änderung  von  V  in  Frage,  nämlich  nach  (25) 
§  86.  S.  468: 

^-J^-l-(-^-?l)««e      oder       ^'  -1      ^«P-yi)^.t 
und  da  -•  =  ^»  ^t  man  auch : 


Es  ist  aber  in  erster  Näherung: 

"  M 


X  —  Xi 


alsr  ster  Näherung: 

-  =  T^{i-'-^-^*')  (18) 


»•l" 
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Dabei  ist  im  zweiten  Glied  einfach  V^M=  N=r  gesetzt,  wof&r  auch  r^ 
geschrieben  werden  kann. 

Ans  (12)  und  (18)  hat  man  also: 

^'-^(•-^^^'■')         <») 

Dieses  m  gehöre  zn  einem  Punkte  mit  den  Coordinaten  a;  ^,  an  irgend  welcher 
Stelle  des  Bogens  AGB  Ton  Fig.  2.  §  85.  S.  458,  welcher  als  Abbild  einer  geodä- 
tischen Linie  8  anftritt.  Wenn  man  nnr  bis  zur  8^«n  Ordnung  einschliesslich 
rechnet,  so  kann  man  sowohl  die  Gerade  A  B  als  auch  den  Bogen  Asf  B  9h  Abbild- 
länge 8  der  geodätischen  Linie  S  annehmen,  denn  die  Unterscheidung  zwischen  Bogen 
AGB  und  Sehne  AB  kam  erst  bei  der  4teii  Ordnung  in  Betracht,  wie  wir  in 
§  85.  bei  (28)  S.  455  gesehen  haben. 

Die  Kurre  A  B  in  Fig.  2.  §  85.  S.  455   sei  bestimmt  durch  eine  Gleichung 

zwischen  /  und  jr,    indem   ein  schiefes  Coordinatensystem  gelegt  wird  mit  AB  91b 

Axe  der  l  und  einer  Axe  der  jr,   welche  gegen  AB  um  +90^  gedreht  ist.    Indessen 

brauchen  wir  innerhalb  der  angegebenen  8teD  Ordnung  die  £  selbst  gar  nicht  zn 

berücksichtigen,  es  genfigt  zunächst  zu  setzen  (als  Abkfirzung  von  (12)  §85.  S.458): 

x^  Xi  -hlcosti  y  ='yx  -h  l  sin  ti  (15) 

also  wird  (14): 

Es  ist  zu  bemerken,  dass  das  letzte  t  hier  wie  immer  die  Bedeutung  t  =  tang  (p 
hat,  während  ti  der  Kichtungswinkel  yon  AB  im  System  xy  ist 

Die  Gleichung  (16)  wird  nach  Potenzen  von  {  geordnet,  und  soll  dabei  geben: 

l=a-l-|!^Z-hyP-KÖJ8  (17) 

Dann  haben  die  Co^fficienten  a,  ß,  y,  ö  folgende  Bedeutungen: 

«=i-/;^  (18) 

r=    -'4?    +i^^— V*  (20) 

6=  '        +?i^«l»Ji^,  (21, 

Wenn  man  die  Funktion  (17)  entsprechend  (11)  integriert  und  zwar  zwischen 
den  Grenzen  1  =  0  und  1=^8,  so  bekommt  man: 

^  ßs  ««ÖS« 

Andererseits  führen  wir  drei  Werte  von  -  ein ,  für  den  Anfang,  für  die  Mitte 
und  für  den  Endpunkt  der  Linie  AB,  nämlich: 
/  =  0  soll  geben 

*      2    • 
1  =  s    ^ 


1 

= 

iX-h 

'i- 

^4 

,S8 

^*8 

1 

a-h 

ßs  + 

r»i 
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Dieses  mit  (22)  yerglichen  wird  geben: 

8    ~  6  \mi       «lo       W2/ 

Wenn  man  also  die  drei  rerschiedenen  —  nach  der  Funktion  (12)  ausrechnet,  and 

m 

zwar  nicht  bloss  für  die  drei  Terschiedenen  y,  sondern  auch  mit  BUcksicht  auf  die 
Veränderlichkeit  von  r,  entsprechend  den  geographischen  Breiten  (pj,  qpo>  ^%  oder  den 
Abscissen  Xq^  ^i  t  ^»  so  bekommt  man  nach  (23)  die  richtige  Entfemnngs-Bednktion, 
ohne  dass  man  dabei  die  Codfficienten  a,  ß^  y,  ö  gebraucht  hätte;  es  hat  genügt  ein- 
zusehen, dass  sich  —  durch  eine  Funktion  S^n  Grades  von  der  Form  (17)  aus- 
m 

drücken  lässt. 

Trotzdem  wollen  wir  doch  auch  noch  den  Ausdruck  (22)  mit  Einsetzung  der 
Cofifficientenwerte  a,  ß,  y,  ö  nach  (18) — (21)  bilden,  und  zwar  mit  Umsetzung 
8 sinti^  y^  —  yi  und  8 easti  =  X2  —  Xi,  wodurch  man  erhält: 

f  =l-5^(yi«-^yiy2-t-ya«)-^S(^--a^i)(yi«  +  2yiy8-f-3y22)    (24) 
Hier  kann  man  noch  fj  auf  den  Mittelwert  Tq  reduzieren,  nach  (18): 

Dieses  mit  (24)  verbunden  giebt: 

7  =  ^  ~  6^  <2/l«  +  yi  y«  +  ys«)  -  ^^  («Tj  -  xi)  (y»«  -  yj«)  (25) 

Hier  gilt  Tq  als  mittlerer  Erümmungs-Halbmesser  für  die  mittlere  Breite  qpo 
oder  für  die  mittlere  Abscisse  x^  der  betrachteten  Linie  AB, 

Die  Gleichung  (25)  in  logarithmischer  Form  geschrieben  wird: 


Dieses  sUmmt  mit  Schreiber  8. 49,  wenn  man  wie  Immer  die  gegenseitigen  Zeichenomform- 
nngen  maobt    In  erster  N&hemng  sUmmt  dieses  auch  mit  dem  früheren  (12)-'(U)  §  60.  8.  282. 

§  88.    Bichtnngs  -  Bednktion. 

Um  das  Erümmungs- Differential  zu  bestimmen,  betrachten  wir  in  Fig.  1.  und 
Fig.  2.  S.  472  zwei  benachbarte  Punkte,  welche  auf  dem  Ellipsoid  durch  einen  kleinen 
Bogen  dS  und  in  der  Ebene  durch  da  yerbunden  sind,  und  untersuchen  die  yer- 
schiedenen  dabei  in  Betracht  kommenden  Sichtungen  und  Winkel,  unter  Zuziehung 
dessen,  was  schon  in  §  86.  bei  Fig.  4.  S.  465  über  die  beiden  Meridian-Konvergenzen 
y'  auf  dem  Ellipsoid  und  y  in  der  Ebene  gesagt  worden  ist 

Dann  wird  man  aus  Fig.  1.  alsbald  die  folgenden  Gleichungen  herauslesen  können; 

ri~2'2=(;'2--yi)-(«2-«i) 
^i  -  ^2  =  (^2  -  ri)  +  {(72-  y%)  -  {y\  -  xi'))  -  («2  -  «1) 

oder  als  Differential: 

dT=d/-f.rf(y  — /)-da  (1) 
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Richtongs-RednktioD. 


Auf  dem  ElUpsoid  ist  nach  (38)  §  86.  S.  464: 

also        dy'^dX8in<p-hXeo8q}dq} 

Flg.  1.    ElUpsold. 


Flg.  8.    Bbene. 


Dagegen  das  Differential  der  Meridian-EonYergenz  zwischen  den  beiden  Pankten 
selbst  wie  immer  nach  §  69.  Gleichung  (5)  S.  878 : 

da  =  dXnnq)  (8) 

Also  nun  ans  (1),  (2),  (3)  zusammen: 

dT^^Xcosqfdqf-hdir  —  y')  (4) 

Von  froher  (39)  §  86.  S.  466  hat  man: 


y  —  y'=  yA8i^«»(jp< 


Sg} 


Auch  dieses  differentiiert  giebt: 

d{y  —  y')  =  2rfiX^8in(fieos^(fidX 
Also  im  ganzen  mit  (4)  zusammen: 

<J  r  =  A  CO»  (jp  <J  <p  -h  2  jyZ  X*  «n  <p  oos'^  (fidX 
Hiebe!  ist  nach  den  Grundformeln  Yon  (8)  und  (4)  §  69.  8.  378: 


,         dx 


und 
Also  wird  (5): 


Xco8(^^  jj^ 


also     d  A  cos  (p  = 


__  dy 


N 


-^''n-'i"R" 


(5) 
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Hier  ist  genaa  MN=r^  nnd  im  sweiten  Gliede  kann  man  genähert  i\r8=  fS 
setzen  also: 

äT=^^-^2ffit^^dy  (6) 

Damit  wird  wieder  ebenso  verfahren  wie  bei  (28)  §  50.  6.  288  oder  wie  bei  (9) 
§  85.  S.  458,  n&mlich  mit  den  Bezeichnungen  l  und  £  nach  Fig.  2.  §  85.  S.  458. 

dl^'  dl"  r^  dl  ^^"^    TS  dl  ^^> 

Es  soll  wieder  r^  als  yeränderlich  angenommen  werden  nach  dem  früheren  (18) 
§  87.  S.  469: 

i-vM'--'"'"'*')  « 

also  wird  (7): 

d2£__   y  I        A(x-^x{)       \dx      o^.y^dy 

dl^"r{i[^  r        "^  ^Idl^^"^^  f^dl  ^^' 

Die  Coordinatennm  wandlang  wieder  ebenso  wie  (15)  §  87.  S.  470  giebt: 
X  =  «1  -+-  /  CO»  ti        und        y  =  yi  -h  I  «n  *j  \ 

dx  ^  dy        .   ^  \    (10) 

Diese  (10)  in  (9)  eingesetzt,  werden  wieder  eine  algebraische  Funktion  geben 
von  dieser  Form:  ^ 

-5|  =  il-hBZ-hC|2  (11) 

wobei  die  Coöfficienten  folgende  Bedeutungen  haben: 

1  2 

^  =  77yiCO«<i-+-:;;8»72ty,2«tnti  (12) 

B^^fmtxcoaix-t-  ^—^^^  (sm^  tx  -  co«2  «,)  (1 8 

C  =  -*-  -^  *  **'•  *i  (**^*  ti  —  2  cos2  e, )  (14) 

Die  übrige  Rechnung  nimmt  wieder  den  früheren  Gang  bei  (29)  §  50.  S.  284 
und  (19)  §  85.  S.  454,  nämUch: 

^'=="2- -^-6- ^-12-  (^^) 

^2= -2- ^-3- ^-4  (^^) 

Die  Einsetzung  von  A,  B,  G  aus  (12)— (14)  in  (15)  und  (16)  wird  geben: 

^1  =''-^2-(2yi+y2)-0aJ2--«i)2(yiH-y8)+0y2-y,)  (8yi2-f-2y,y8-f-y,2)      (17) 

^2  =^|^yi+2y2)-|*^(«2-«l)«(yi4-8j/2)-f-^(y2-yi)  (yi«^2yiy2+8y22)   (18) 

Die  Überführung  von  rj^  in  einen  Mittelwert  wird  diesesmal  so  gemacht: 

2  «1  H-  ^2 
«12  = 3 

also  X12  —  «1  =  -s-  (^—  aci) 


und 

_«i-H2a:2 
«21  -        3 

und 

a?2i-^=-3-(«i  — «2) 
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Deshalb  nach  (13)  §87.  S.  469: 


Damit  geben  (17)  nnd  (18)  aber  in: 
«1  =  -|=^(2yi+y2)-|^J(x2-Xi)2(j,2-y,)  +  0y2-y,)(»yi*+2yiye+y2*)  (20) 
«8=^?(yi+2y2)+^j(xj-«,)2(yi-yi)+^(y2-yi)^yi«  +  2y,y,+3y8«)(21) 

Diese  Formeln  stimmen  mit  Schreiber,  S.  46,  wenn  man  die  BeEelohnnngsum&ndenmgen 
berücksichtigt;  nnd  In  erster  N&herung  haben  wir  auch  Übereinstimmung  mit  den  früheren  (81)— (82) 
S  50.  S.  284. 

Schlussbetrachtung, 

Alle  Formeln,  welche  in  den  vorstehenden  §§  86.-88.  gefanden  worden  sind, 
gehen  in  die  entsprechenden  früheren  Formeln  von  §  58.  und  §  50.  über,  wenn  man 
die  höheren  Glieder  wegl&sst,  wie  wir  an  den  betreffenden  Stellen  bereits  angegeben 
haben.  Insbesondere  sind  die  Formeln  Ton  §  87.  und  88.  bei  Weglassang  aller  ifi 
lediglich  die  sphärischen  Formeln  von  §  50;  and  wenn  man  sich  damit  begnflgen  will, 
so  kann  man  auch  die  Tiel  einfacheren  sphärischen  Entwicklangen  yon  §  50.  an  Stelle 
der  amständlichen  §§  87.  and  88.  treten  lassen. 

Für  kleine  Geltangsbereiche,  etwa  von  der  Grösse  der  vierzig  preossischen 
Katastersysteme ,  würden  in  der  That  die  früheren  Formeln  von  §  50.  and  §  58.  mit 
demselben  Rechte  angewendet  werden  können,  wie  die  ebenfalls  nicht  weiter  getriebenen 
sogenannten  Soldner  sehen  Formeln. 

Ein  Land  mit  praktischer  Anwendung  der  Gaass  sehen  konformen  Theorie  giebt 
es  zar  Zeit  in  Deutschland  nicht  (nachdem  das  Hannoverische  System  aa^^eben 
worden  ist  vgl.  S.  829)  and  deswegen  wollen  wir  aach  Zahlenanwendongen  zn  den 
§§  86.-88.  hier  unterlassen. 

§  89.    Torteile  der  konformen  Coordinaten. 

Nachdem  wir  schon  in  §  52.  eine  Vergleichang  der  kongraenten  (Soldner  sehen) 
and  der  konformen  Coordinaten  angestellt  haben,  welche  am  Schiasse  daselbst  S.  297 
in  allem  Wesentlichen  za  Gansten  der  konformen  Coordinaten  aasgefallen  ist,  ist  es 
angezeigt,  nochmals  hieraaf  zorückzakommen. 

Dabei  sei  auch  ein  Wort  über  die  Bezeichnung  JcongrutnU.  Coordinaten*'  eingeschaltet. 
Wir  wollen  unter  kongruenter  geodätischer  ebener  Abbildung  einer  auf  einer  krummen  FlJUihe  ge- 
zogenen Linie  diejenige  ebene  Abbildungslinie  verstehen,  welche  ein  Landmesser  auf  der  krummen 
Fläche  mit  Theodolit  und  Uesslatten  messend,  nach  gewöhnlichen  Feldmess-  und  Bechenregeln  aar 
einer  Zeichenebene  herstellen  würde  (abgesehen  von  dem  Vexjüngungsmassstabe  der  Zeichnung). 
Wir  bedienen  uns  dabei  wie  bei  der  mathematischen  Definition  der  geodätischen  Linie  (§  08.  8. 873) 
der  Feldmessoperationen  als  Veranschaullchnng  einer  mathematischen  Begrlfliibestimmnng,  und 
wir  finden  hierauf  leicht  den  Satz,  dass  die  geodätisch  kongruente  ebene  Abbildung  einer  geodä- 
tischen Linie  Immer  eine  Gerade  der  Ebene  Int,  deren  lineare  Grösse  der  rektifizierten  geodättochan 
Linie  gleich  ist.    Die  „geodätische  Krümmung"  ist  In  diesem  Falle  gleich  Null  (Tgl.  hlezn  Q  107Jl 

Die  Ordlnaten  y  und  y.  der  ebenen  Soldner  sehen  Projektion  Flg.  1.  |  46.  8. 876  sind  in  dleaem 
Sinne  geodäUsch  kongruente  Abblldnngen  der  sphärischen  Ordlnaten  y  und  »«  von  Flg.  1  8  46.  8.  257. 
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wie  aacb  die  •phäriscbeii  AbscUsen  x  and  x,  von  Fig.  1.  S.  267  geodäüsob  kongruent  abgebildet 
werden  (während  für  Irgend  eine  andere  Linie  z.  B.  ^  ^  =  «  in  Fig.  1.  S.  267  die  Abbildung  durohaua 
nicht  mehr  geod&tisch  kongruent  ist). 

Aus  diesen  Gründen  haben  wir  die  sogenannte  Soldner  sehe  Coordinaten*ProJektlon,  um 
eine  kurze  mathematische  Benennung  zu  haben,  »kongruente"  Projektion  genannt  Im  Gegensatz 
zu  der  Gauss  sehen  .konformen  Projektion". 

Zuerst  nochmals  auf  das  allgemeine  Prinzip  der  Konformität  zurückkommend, 
nach  welchem  zwei  Meine  Dreiecke  im  Urbild  and  im  Abbild  einander  ähnlich  sind 
(vgl.  §  50.  S.  279)  wollen  wir  unterscheiden ,  ob  die  Änderung  des  Massstabsyerh&lt- 
nisses  m  Ton  Punkt  zu  Punkt  so  beträchtlich  ist,  dass  auf  ein  und  demselben  Karten- 
blatt  die  Veränderlichkeit  bemerklich  wird.  Nehmen  wir  z.  B.  das  bekannte  stereo- 
graphische Halbkugelbild  der  Erde,  so  hat  dasselbe  am  Rande  doppelt  so  grossen 
Massstab  als  in  der  Mitte;  und  deswegen  ist  der  Vorteil  der  Konformität  in  diesem 
Falle  nicht  unbedingt  Ausschlag  gebend,  denn  wenn  man  doch  einmal  auf  einem 
Blatte  verschiedene  Massstäbe  an  verschiedenen  Punkten  haben  muss,  ist  die  Verschie- 
denheit des  Massstabes  in  einem  Punkte  nach  verschiedenen  Richtungen  auch  nicht 
mehr  so  sehr  schlimm. 

Andererseits  betrachten  wir  den  Fall,  dass  eine  grosse  Karte  einheitlicher 
konformer  Projektion  in  so  viele  einzelne  Blätter  zerschnitten  wird,  dass  innerhalb 
des  einzelnen  Blattes  der  Massstab  als  konstant  gelten  kann;  und  dann  tritt  die 
Konformität  in  ihr  schönstes  Licht. 

Diesen  Fall  haben  wir  aber  bei  unseren  Katasterkarten;  setzen  wir  z.  B.  als 
sehr  gross  t/i  =  99000«  und  y^  =  100  OOO»»»,  so  wird  entsprechend  (vgl.  §  49.  S.  276) : 

fWi  =  1  H-  1^  =  1,000  1203  m^  =  1  -¥\^^^  =  1,000 1228 

w,  ~  1  =  0,1203'«'«  för  l'»  «12  —  1  =  0,1228»»»»  für  1«» 

Diese  zwei  Werte  sind  so  nahe  einander  gleich,  dass  man  ihren  Mittelwert, 
0,1215"""  fQr  1»  ,  als  konstant  für  das  ganze  Blatt  annehmen  kann,  dass  man  also 
mit  einem  Massstabe  fllr  das  ganze  Blatt  ausreicht;  dieses  gilt  für  konforme  Coordinaten. 
Dagegen  bei  Soldner  sehen  Coordinaten,  bei  welchen  die  Formel  (4)  S.  275  oder 
(4)  S.  292  gilt,  kommt  man  mit  einem  Massstabe  für  jedes  Kartenblatt  nicht  aus, 
sondern  man  würde  in  die  unangenehme  Lage  versetzt,  eine  ganze  Windrose  von 
Massstäben  auf  die  Karte  zu  zeichnen,  bei  denen  für  jeden  einzelnen  das  Vergrösser- 
ungsverbältnis  nach  oos'^a  berücksichtigt  werden  muss. 

Durch  einen  kleinen  Kunstgriff  kann  man  die  Maximalverzerrung  leicht  auf 
die  Hälfte  ihres  Wertes  herunterbringen,  indem  man  einen  Mittelwert  als  konstante 
Verzerrung  einführt,  etwo  so,  dass  ^  =  &  dem  Maximalwert  m^  und  ^  =  c  dem  Mittel- 
wert mo  entspricht,  also: 

y8  ,        c2  ,        &2  I»  y2  — c2 

m=l-h272      •       ^'^0=1  +  272  '»i  =  l-^2T2  mo  =  ^-^-272 

52 

Nimmt  man  c^  =         so  wird  für  y  =  0  und  y  =  b: 

o 

Mtn  —  =  1 =  1  —  -—       und      Max  —  =  1  4-  jr—z  =  1  -f-  7— s 

Wq  r2  4 /•2  niQ  2r2  4r2 

Man  kann  auch  cß  anders  annehmen,  z.  B.   so  dass  die  Quadratsumme  aller 

(- 

\*wo 


f  —  —  1 J2,  als  Integral  aufgefasst ,  ein  Minimum  wird,  was  eintritt  mit  c2 :  62  =  1  •.  g. 
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8olche  nnd  ähnliche  Betrachtangen,  für  konforme  and  fOr  Soldner iche  Coordinaten 
haben  wir  angestellt  in  ^Zeitschr.  f.  Verm.'  1896,  S.  249—252,  woranf  hier  Terwiesen 
werden  mag. 

Die  Fl&chenyerzerraogen,  yon  welchen  auch  schon  in  §  52.  8.  293  gesprochen 
wnrde,  sind  in  der  Soldner  sehen  Projektion  im  allgemeinen  halb  so  gross  als  bei 
der  konformen  Projektion,  und  dieser  einzige  Vorteil  ist  yon  Anhängern  der  Soldner- 
sehen  Projektion  lebhaft  heryorgehoben  worden,  jedoch  ist  dazu  folgende  Oberlegong 
za  machen: 

Wenn  z.  B.  bei  der  prenssischen  Ordinatengrenze  y  =  64  OOO*  die  Fl&chenyer- 

zerning  1 :  20000  in  Soldner  scher  Projektion   beträgt ,  nnd   1 :  10000  in  konformer 

Ganss  scher  Projektion,  so  ist  das  in  beiden  Fällen  anschädlich  neben  den  Messongs- 

fehlem;  z.  B.  aaf  !*•  macht  jenes  1 :  10000  nar  l<",  während  nach  preassischer  An- 

weisang  die  zalässige  Abweichong  zweier  Bestimmangen  hiefflr  80«*"  oder  der  mittlere 

80 
Fehler  einer  Bestimmang  etwa  =  rand  20«"  beträgt,  d.  h.   das  20 fache  des 

oy  2 

Verzerrangsfehlers.    Nimmt  man  grossere  Flächen,   etwa   1«^,  so   kann   allerdings 

scheinbar  der  yon  der  Projektionsyerzerrang  herrührende  Flächenfehler  an  den  Mess- 

angsfehler  heranreichen,  aber  dann  ist  es  zanächst  ziemlich  gleichgiltig,  ob  dieses  im 

Verhältnis  etwa  1 : 8  oder  1 : 4  stattfindet;  zweitens  aber  werden  grosse  Flächen  nicht 

selbständig  gemessen,  sondern  sie   werden  aaf  irgend  welchen,  z.  B.  polygonometri* 

sehen.   Wegen  ans  den  Netzcoordinaten  abgeleitet  nnd  nehmen  yon  dort  die  Netzyer- 

zerrangsfehler  als  anschädlich  mit  in  sich  aaf,  gerade  wie  auch  die  Hohenredaktionen 

ygL  S.  29^),   welche  gewöhnlich  aach    nicht  besonders  berücksichtigt  werden.    Es 

ist  hier  yiel  richtiger,  dass  alle  Netzproben  genügend  in  sich  selbst  stimmen,  als  dass 

die  Netzverzerrang  als  ganzes  mit  in  Bechnang  gebracht  wird,  was  übrigens  aach 

nngehindert  geschehen   konnte,  sowohl   in  der  Soldner  sehen   als  in  der  konformen 

Projektion. 

Ftg.  i. 

Übergehend  zar  Triangalierang  betrachten   wir 
mit  Fig.  1  ein  rechtwinkliges  gleichschenkliges  Drei- 
-•  eck,  dessen  Hypotenuse  parallel  der  x-Axe  des  Coordi- 

V  natensystems  liegt  mit  y,  =  yg  =  -•-  64000",  nnd  mit 

N.        der  Seite  1.2  =  2000».    Der  dritte  Pankt  3.  hat  dann 
°V^^  2/2  =  -+-  65000-. 

/q  Dieses   sind  Natarmasse    auf   der  Engel    ohne 

^  Rücksicht  aaf  ebene  Kartenprojektion,   and  es  folgen 

^  daraus  die  drei  Dreieckswinkel ,   da  das  Dreieck  hin- 

reichend als  eben  berechnet  werden  kann,  so: 

Winkel  l.  Winkel  2.  Winkel  8. 

45*»  0'  0,00"  45«»  0'  0,00"  90*»  0'  0,00"  (1) 

Wenn  man  eine  Mittelbreite  ()p  =  50''  annimmt,  so  hat  man  nach  §  50.  S.  286: 

log  2'^  =  6.089  183,  log  ^^^^  =  5.612  062      nnd      log  ^^^  =  0.926  487 

nnd  damit  werden  die  Coordinaten  in  Soldner  scher  and  in  konformer  Projektion  be- 
rechnet nach  (7)  §  49.  S.  276  nnd  nach  (9)  §50.  S.  281.  wie  folgt: 
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7.  Projektion  Söldner^  kongruent 

Punkt  1.    yi=+  64000-  a^i  =        -h  0,0000- 

,       2.     y2  =  -»-  ö^öOO  «8  =  -h  2000,1006 

,       3.    3/3  =  -^  65000  «8  =  -h  1000,0503 


^        ,^  „      1000,0000 
*^^(^'^)  =  1000,0503 

(1,8)  =  44«  59*  54,813" 
1.3  =1414,2491" 


yg  —  y,  =  -h  10000       xg  —  a?!  =  -h  2000,1006 
y«  —  yi  =  H-         0       jcg  —  »1  =  -h  1000,0503 
Die  Winkel  des  ebenen  geradlinigen  Dreiecks  In  der  Soldner  sthen  Projektion  er- 
geben sich  hieraus: 

Winkel  1.  Winkel  2.  Winkel  3. 

44 «>  59'  54,818"  44«  59'  54,813"  90«  0'  10,374"  (2) 

Winkelsumme  =  180«  0'  0,000" 

IL  I^ojektion  Gauss,  konform. 
Punkt  1.     Tj  =  H-  64001,0730  Xi-^-h       0,0000  j 

„       2.     72=^04001,0730  «g  =-+*  2000,1006  tang  {\  S)  =  ^—*^^ 

,      3.     Ys  =  H-  65001,1241  aJg  =  -^  1000,0503 


1000,0503 
45«  0' 0,08' 

Entfernang  1.3    =   1414,2853« 


^'SScT  (1,8)  =  45«  0' 0,082' 


Ts— y,  =  -h    1000,0511    a:8—a;i  =  -h  1000,0503 
Yg—  Yi  =  -h        0,0000   x3— aca  =  -»"  2000,1006 
£s  sind  also  die  Winkel  des  ebenen  geradlinigen  Dreiecks  in  der  Gauss  sehen 
konformen  Projektion: 

Winkel  1.  Winkel  2.  Winkel  8. 

45«  0'  0,082"  45«  0'  0,082"  89«  59'  59,836"  (3) 

Winkelsumme  =  180«  0'  0,000" 

Die  Richtungsreduktionen  nach  den  Formeln  (6)  und  (7)  %  52.  S.  294  werden 
für  die  Richtung  (1,2): 

Soldner  ^12  —  «12  =  -»-  0,163"  -h  5,268"  =  h-  5,431" 
(rauss     T12  —  ti2  =  -h  0,163" 

Dabei  bezieht  sich  0,163"  auf  die  der  Dreiecksseite  durch  die  Projektion  er- 
teilte Erflmmung,  welche  in  beiden  Projektionen  gemeinsam  ist  und  der  zweite  Teil 
5,268"  ist  Ton  der  eigentümlich  schädlichen  Soldner  sehe  einseitige  Verzerrung  her- 
rflhrend.  Wir  wollen  diese  Reduktionen  T  —  t  hier  nicht  weiter  yerfolgen.  (Bei 
Soldner  scher  Projektion  wären  dabei  die  früher  in  Fig.  4.  §  50.  S.  278  behandelten 
Verhältnisse  zu  berücksichtigen). 

Es  ist  uns  hier  yielmehr  um  die  Betrachtung  der  ebenen  geradlinigen  Dreiecke 
in  beiden  Projektionen  zu  thun,  welche  durch  die  Dreieckswinkel  (2)  und  (3)  im  Ver- 
gleiche mit  (1)  genügend  charakterisiert  sind.  Während  in  der  konformen  Projektion 
die  grösste  Winkel  Verzerrung  0,2"  beträgt,  steigt  diese  Verzerrung  auf  10,4"  in  der 
Soldner'schen  Projektion,  und  damit  ist  der  grosse  Schaden  der  letzteren,  d.  h.  der 
Soldner  sehen  Projektion  für  Kleintriangulierung  und  Polygonzugsmessung  deutlich 
yor  Augen  gelegt. 

Der  Mecklenburgische  Kammeringenieur  Vogeler,  welcher  die  Vorteile  der  kon- 
formen Projektion  in  seinem  Lande  besitzt,  hat  in  der  „Zeitschr.  f.  Verm."  1896> 
S.  260 — 261  die  Vergleichung  so  zusammengefasst: 

Bei  der  konformen  Projektion  in  Mecklenburg  kann  die  Triangulirung  III. — IV. 

Ordnung  ohne  alle  Reduktionen  -  2  u.  s.  w.  ausgeführt  werden,  und  zwar  bis  zu  100*^ 
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Entfernang  von  der  Hauptaxe,  es  sind  hierbei  WinkeWenemingen  tod  grosseren 
Beträgen  als  etwa  1"— 2"  nicht  za  befürchten. 

Dagegen  bei  dem  Soldner  sehen  System  werden  alle  Winkel  IQ,— IV.  Ordnung 
bis  herunter  zu  den  Polygonzugswinkeln  durch  Verzerrungen  von  5"— 10"  entstellt, 
wenn  man  die  Systemgrenze  von  60000*  vom  Meridian  erreicht,  oder  um  ein  geringes 
Qberschreitet 

Die  nachstehende  Tabelle  l&sst  alle  Vorzüge  der  konformen  Chtuss  sehen  Pro- 
jektion und  die  Nachteile,  die  die  Soldner  sehen  Coordinaten  mit  sich  bringen,  klar 


erkennen. 


Dabei  ist  für  die  Mittelbreite  50<»  nach  S.  286  %  A  =  0.9264  9: 


r- 

.  t  nach  den  Formehi  (7)  und  (6)  §  52. 

S.  294. 

Jx=X2'-'Xi 

yi  = 

yi  = 

yi  = 

yi  = 

yi  = 

30000- 

40  000- 

60000- 

80000- 

100  000- 

und 

!       ** 

(  ** 

j. 

h 

^ 

^^=3/2—2/1 

i       1 
5      S 

1 

1 

a 

1 

1 

1 

S 
1 

o 

S 
1 

II 

II 

II        II 

n             II 

II 

II 

11 

91 

50- 

0,0 

1.1 

0,0 

2,0 

0,0     4.« 

0,0 

8,1 

0.0 

12,7 

100- 

0,0 

1.2 

0,0  1  2,0 

0.0     4,6 

0,0 

8,1 

0,0 

12,7 

500- 

0.0 

1,2 

0.1     2,1 

0,1  ,  4,7 

0,1 

8,2 

0,1 

12,9 

1000- 

0,1 

1.8 

0,1     2,2 

0,2  i  4,8 

0,2 

8,4 

0,3 

18.0 

5000- 

0,4 

1,7 

0,5     2,8 

0,8     5,7 

1.0 

9,6 

1.8 

14,0 

10000- 

0,8 

2.4 

1,1     8,7 

1.6  1  7,0 

2.1 

n» 

2,6 

16,6 

20000- 

1,9 

».9 

2,4 

5,6 

3,4 

9.6 

4.4 

14.7 

6.4 

20.8 

Hier  f&Ut  zuerst  in  die  Augen,  dass  bei  abnehmender  Entfernung  die  Ricbtungs- 
Eeduktionen  bei  der  konformen  Qauss  sehen  Projektion  verschwinden,  bei  der  Soldner  sehen 
Projektion  aber  nicht. 

Femer  geht  aus  dieser  Übersicht  hervor,  dass  eine  ebene  Eleintriangulierung 
mit  einer  Genauigkeit  von  ±  2^'  bis  3'',  welche  den  heutigen  Instrumenten  entspricht 
und  durchaus  wünschenswert  ist,  bei  der  Soldner  sehen  Projektion  schon  von  y  =  40000" 
an  zur  inneren  Unmöglichkeit  wird.  Die  Soldner  sehen  Katastersysteme  müssten  auf 
30  bis  40*-  Abstand  von  der  Hauptaxe  beschränkt  werden,  wenn  sie  den  konformen 
Coordinaten  mit  einem  Geltungsbereiche  von  80  bis  100^  Abstand  vom  Meridian 
das  Gleichgewicht  halten  sollten. 

In  Bayern  werden  daher  nach  einer  Mitteilung  von  Franke  in  ^Zeitschr.  f.  Verm.* 
1896,  S.  332  schon  von  y  =  20*-  an  die  sphärischen  Eorrektionsglieder  der  Soldner  sehen 
Formeln  berücksichtigt  und  zwar  mit  graphischen  Hilfsmitteln,  die  wir  schon  in  §  46. 
8.  263  kurz  erwähnt  haben ,  und  so  bleibt  die  Bayerische  Eleintriangulierung  immer 
noch  innerhalb  V'^2*'  richtig,  während  z.  B.  im  Preussischen  Kataster  mit  ^=60^ 
ohne  sphärische  Korrektionen  sich  Winkelverzerrungen  einstellen,  welche  die  Messungs- 
fehler guter  Theodolite  bereits  merklich  übersteigen,  und  zum  mindesten  als  inkonsequent 
bezeichnet  werden  müssen. 

Eine  Triangulierungs-Betrachtung  mag  noch  auf  die  Centrierungen  bei  excen- 
trischen  Triangulierungspunkten  Bezug  nehmen. 
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Wenn  mit  y  =  64^  im  Söldner  sehen  System  eben  triangaliert  wird,  so  werden 
eüd-nOrdliche  Verschiebungen  von  S**  auf  1**  yemachlässigt,  oder  z.  B.  15""  auf  8**. 

Es  ist  das  ähnlich  wie  wenn  ein  Trigonometer  bei  Turm-Centrierungen  oder 
dergl.  bei  rund  4*"  Zielweite  in  nordwestlicher  Richtung  eine  süd-nördliche  Excentri- 
cität  von  15**  vernachlässigen  wollte,  während  er  gleichzeitig  sich  abmühte,  seine 
Winkel  am  Theodolit  auf  wenige  Sekunden  genau  zu  messen;  —  denselben  Fehler 
begehen  die  Katastervermessungen,  welche  bei  Soldner  sehen  Coordinaten  bis  y  =  64*" 
eben  triangulieren. 

Eine  letzte  Betrachtung  mag  sich  noch  auf  Polygonmessungen  beziehen,  welche 
bei  Soldner  sehen  Coordinaten  mit  y  =  64*"  auch  schon  mehr  Verzerrungen  erleiden 
als  bei  genauen  Messungen,  z.  B.  bei  einigermassen  feinen  Stadtvermessungszflgen 
zulässig  ist.  Die  Polygonwinkel  erleiden  im  Soldner  sehen  Systeme  nach  der  Tabelle 
S.  478  Verzerrungen  ganz  unabhängig  von  der  Streckenlänge  bezw.  Ziel  weite,  welche 
bei  Zügen  zu  rund  50"— 150"  angenommen  werden  mag.  Nimmt  man  y%  —  yi  = 
X2 — Xi  =  100"  oder  =  50",  so  entsteht  bei  y  =  60*"  eine  maximale  Eichtungsreduktion 
von  4,6''  also  eine  maximale  Winkel  Verzerrung  von  9,2''.  Im  ganzen  kann  man  bei 
y  =  64*"  eine  Winkelverzerrung  von  5" —10"  annehmen,  was  bei  feinen  Stadtvermess- 
ungszügeu  bereits  erheblich  an  die  Messungsfehler  heranreicht  oder  sie  überschreitet 

Oder  betrachte  man  die  linearen  Verschiebungen  von  rund  1 :  20000  oder  5"" 
auf  100",  so  sind  diese  auch  schon  zu  hoch  bei  feinen  Stadtvermessungen. 

Statt  die  Entfernungen  s  und  die  Richtungswinkel  a  einzeln  nach  den  Formeln  (3) 
S.  292  und  S.  294  unten,  zu  reduzieren,  könnte  man  zwar  auch  nur  die  8  cos  a  nach  (4) 
S.  292  reduzieren,  allein  das  würde  wieder  andere  Übelstände  mit  sich  bringen. 

Mag  man  nun  solche  Fehler  als  unerheblich  oder  als  bereits  schädlich  betrachten, 
jedenfalls  muss  man  vor  Augen  führen,  dass  alle  diese  kleinen  Widerwärtigkeiten 
mit  einem  Schlage  verschwinden,  wenn  man  statt  der  Soldner  sehen  Projektion  die 
konforme  Grausssche  Projektion  anwendet, 

VgL  hiesn  »aoh  mehrere  Artikel  In  der  .Zeltsobr.  f.  Verm.*"  1896,  8.193—215,  8.349—252, 
8.  257-063.  8.  821—839. 

§  90«    Preussische  Polyeder-Projektion. 

Ausser  den  verschiedenen  in  diesem  Kapitel  bebandelten  mathematischen  Pro- 
jektionen zur  ebenen  Darstellung  rechtwinkliger  oder  geographischer  Coordinaten  wollen 
wir  zum  Schlüsse  noch  eine  Projektionsart  betrachten,  welche  sich  hauptsächlich  für 
geographische  Coordinaten  und  Messtischzeichnung  eignet,  nämlich  die  Preussische 
sogenannte  Polyeder  -  Projektion ,  welche  wir  in  ihren  Grundzügen  schon  in  §  57. 
Fig.  2.  S.  819  kennen  lernten. 

Es  war  dort  davon  die  Bede,  dass  man  die  bekannten  Messtisch-Trapeze  der 
topographischen  Abteilung  der  Landesaufnahme  auf  zweierlei  Arten  auftragen  kann, 
erstens  unmittelbar  nach  ihren  Vierecksseiten  (AB^  CD,  AC  n.  s.  w.  S.  818)  und 
zweitens  durch  die  Coordinaten  ihrer  Eckpunkte  in  irgend  welchem  anderen  System. 

Von  letzterem  sei  aber  nun  nicht  die  Bede,  sondern  nur  von  dem  Auftragen 
der  einzelnen  Trapeze,  welche  als  geradlinig  behandelt,  mit  ihren  Bändern  links  und 
rechts  zusammengelegt  eine  zusammenhängende  Projektion  eines  Parallelkreisstreifens 
geben,  aber  mit  ihren  Nord-  und  Südrändem  nicht  scharf  zusammenpassen  können. 
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Das  so  entstehende  Klaffen  ist  in  der  Praxis  gleichgiltig,  iasofem  man  niemals 
mehr  als  einige  benachbarte  Blätter  zasammeniulegen  hat,  wobei  der  Papiereingang 
viel  wichtiger  ist  als  jenes  unmerkliche  Klaffen;  und  wir  betrachten  daher  die  Her- 
stellung nach  S.  318  mit  der  Hil&tafel  von  S.  [41]  des  Anhangs  aU 
erledigt,  und  haben  nur  noch  eine  Kleinigkeit  nachxutragen,  welche 
früher  in  §  57.  8.  318  unten  und  8.  319  kurz  berührt  worden  ist, 
nämlich  die  schwache  Krümmung  der  Süd-  und  Nord-Ränder. 

Wir  nehmen  hiezu  nebenstehende  Fig.  1.  in  Besiehung  za 
der  früheren  Fig.  1.  §  81.  S.  428,  und  betrachten  die  Kegel- 
abwicklung  SAB  zur  Breite  qf  und  80 D  zur  Breite  gp.  Dann 
ist  der  Abwicklungs-Halbmesser  SC  ^  SD  =  8E  =  Neoig  ()P  und 
der  Bogen  CD  =  Neasq^X,  wenn  N  wie  gewühnlich  der  Quer- 
Krümmungs-Halbmesser  zur  Breite  <p  ist.  Dann  giebt  Fig.  1  die 
kleine  Pfeilhöhe  h  in  bekannter  Näherung: 


h  = 


CE^ 


28E~' 
oder  für  X  in  Minuten: 


Ä  = 


2Ncotgqf         8  -»       -» 


A« 


g       Nain  qcosq>=  ^^,^  Nsin  2  <p 


(1) 


1 :  25000  den  kleinen  Wert 


=  0.00013-  =  0,13- 


Nehmen  wir  rund  g?  =  50**,  also  nach  S.  [20]  log  N^  6.80550, 
^  dazu  A.=  10',  so  giebt  yorstehende  Formel  (1): 

Ä  =  3,828- 
Dieses  ist  natürliches  Mass  und  giebt  in  der  Kartendarstellung  in  Verjüngung 
3,328- 
25ÖÖ0 

Dieser  Betrag  yon  rund  0,1—  ist  so  klein,  dass  man  ihn  kartographisch  wohl 
yemachlässigen  kann,  indessen  würde  seine  BerQcksichtigung  auch  leicht  sein. 

Klaff tn  der  Blääer.  Ohne  ftuf  alldB  elDZUgeben,  wm  hier  in  kurtographlaeber  Besiehnng  noch 
angefügt  werden  könnte,  wollen  wir  nnr  noch  bemerken,  dMi  die  im  Voretehenden  beechriebenen 
prenssiecben  Blfttter  in  PArftllelkreiBscbichten  sieh  zwanglos  «neinander  fügen  lassen,  dass  aber  eine 
Schichte  mit  einer  Mittelbreite  g>  an  die  benachbarte  Schichte  mit  der  Mittelbreite  9>-|-6'  oder  9>~  6  nickt 
völlig  anschllessen  kann.  Ohne  die  Formel  für  das  Klaffen  zwischen  Je  zwei  solchen  Schichten  hier 
zu  entwickeln,  wollen  wir  nnr  wenigstens  die  Formel  selbst  angeben.  Wenn  b  der  richtige  Meridian - 
bogen  zwischen  9  und  9  -^  d  q>  t»i  und  X  die  L&nge  eines  MeridUns  von  der  Mitte  an  gesählt,  so 
wird  in  diesem  Meridian  statt  des  wahren  Bogens  b  ein  Bogen  b*  auftreten  nach  dem  Verhiltnis 


j  =  l-l-r^^co»^9 


mit 


Man  kann  hieraus  berechnen  mit  d9=^(i',  b^Mdg>,  und  X  =  10°f  <3ass  6'  — ft  =  70«  oder 

vexjüngt  b'  —  6=  70«  :  26000  =:  8*»  wird ,  woraus  sich  die   praktische  Unsehftdlichkeit  des  flraglichen 

Klaffens  im  Vergleich  mit  dem  Papiereingang  u.  s.  w.  herausstellt. 

h' 
Wir  wollen  aber  hieran  noch  eine  weitere  Bemerkung  knüpfen ,  dass  das  Verhiltnis  —  = 

0 

1+  r^  ^coa*9  (das  übrigens  hier  auch  nur  genähert  angegeben  ist),  dazu  führen  kann,  aus  der  vor- 
stehenden Betrachtung  eine  Art  von  konformer  polykoniseher  Projektion  abzuleiten,  welche  in  erster 
Näherung  mit  ^^^  Gauss  sehen  konformen  Projektion  von  §  86.  nberelns tlmmt  Dieses  später  näher 
auszuführen  möge  vorbehalten  bleiben. 

Wir  wollen  nun  noch  die  ümkehrung  derjenigen  Aufgahe  vornehmen,  welche 
bereits  in  §  57.  S.  319  durch  Einrechnen  der  Trapezecken  in  ein  Eataster-Goordinaten- 
System  behandelt  worden  ist,  d.  h.  wir  wollen  nun  umgekehrt  die  Au^be  stellen,  in 
ein  vorhandenes  Messtischblatt  der  topographischen  Karte  1 :  25000  die  x-  und  ^-Linien 
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eines  Eatastersystems  einzarechnen ,  etwa  um  Eartennachträge  aus  dem  Kataster  in 
das  topographische  Blatt  bequem  und  genau  hinüberzutragen  u.  s.  w.  Insofern  es 
sich  nur  um  Zeichnung  im  Massstab  1 :  25000  handelt,  wollen  wir  uns  mit  Genauig- 
keit von  rund  0,1"  in  den  Breiten  (p  und  in  den  Längen  L  begnügen. 

Man  konnte  daran  denken,  für  runde  Werte  x  und  y  die  zugehörigen  Breiten 
(p  und  L  nach  §  55.  8.  808  auszurechnen,  und  darnach  das  Netz  der  o^  und  y-Paral- 
lelen  in  das  topographische  Blatt  hineinzubringen;  und  man  kann  das  wohl  thun,  wozu 
ausser  dem  Schema  S.  808  keine  weitere  Anleitung  nOtig  ist.  Aber  es  bietet  sich 
ein  graphisch  besseres  Verfahren  so  dar,  dass  man  nur  die  üamlschnitte  bestimmt, 
d.  h.  auf  dem  West-  und  Ost-Rand  des  Blattes  die  Schnitte  für  runde  rc,  und  auf  dem 
Süd-  und  Nord-Rand  die  Schnitte  für  runde  y,  wie  auf  nachfolgender  Fig.  2  zu  sehen  ist. 

Flg.  2. 
PreiiHlsclies  Mesatltchtrapez  (vgL  Flg.  2.  S.  819)  mit  eingerechneteD  Randachziltten  für  x  und  y. 


II 


<P  =  52»  30'  0.0' 


52°  29'  24,7"    - 


52*  26'  42,9" 


52»  24'  1.2" 
V  =  62»  24'  0.0" 


SS 


s 


A 

I  X=- 15000™ 

B 

E  j 

•?i  X*-20000«n 

i 

1   1 

n"! 

1^ 

C  __ 

i.X-:25000W__. 

.  D 

ff>  =  62»  80'  0,0" 
52»  29'  26,4" 


52»  26'  44.6" 


52»  24' 2,8" 
7-  =  52"  24'  0,0" 


Bleiben  wir  zuerst  bei  dem  West-  und  Ost- Rand,  so  wird  die  Aufgabe  lauten: 
für  gegebene  Länge  L  und  Abscisse  x  soll  die  Breite  qp  berechnet  werden.  Wenn  qpo 
und  Xo  die  Grundwerte  des  benutzten  Kataster- Coordinatensystems  sind,  z.B.  nach 
S.  308-309: 


Gelle  g)o  =  52^  37'  32,6709"  Xo  =  27^  44'  54,8477" 

so  hat  man  auch  für  jedes  qp  und  L  die 

Differenzen         qp  —  qpo  =  ^  <P  L  —  Jjo=X 

Aas  (8)  §  55.  S.  304  und  (19)  S.  305  folgt: 
X  V2 

Jordan.  Sandb.  d.  Vermessuagskuode.    4.  Autl.     Ili.  Bd. 


(2) 
(3) 

(4) 


31 
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Desgleichen  aus  (10)  S.  804  mit  q>  =  qiQ-h  dcfi: 

NcosqiQ         N     cosqiQ       " ' 
Die  Aasrechnong  mit  dem  Eonstanten  (2)  giebt: 

g)  =  52<»  87'  82,67"  -f-  [8.509  938]  x  —  [4.06902]  A2  (6) 

L  =  27  °  44'  54,85"  4-  [8.725  662]  y  -h  [8.52823]  y^  <p  (7) 

Diese  Nähenmgsformeln  genfigen  fflr  den  angegebenen  Zweck,  auf  0,1"  genaa; 

auf  genauere  Berechnung,  welche  leicht  zu  machen  wftre,  wollen  ¥rir  hier  nicht  eingehen. 

Man  wird  natfirlich  nach  einem  Netzbilde  zuerst  fiberlegen,  welche  Schnitte 

fiberhaupt  in  Frage  kommen,  und  so  wollen  wir  nach  Fig.  2.  S.  481  z.  B.  berechnen  den 

Schnitt  von  x  =  —20  000"  auf  dem  West-  und  Ost-Rand: 

West-Rand  Ost-Rand 

Xo=  27<»44'  54,85"  JLo=  27  M4'  54,85" 

i  =  27    20  L  =  27    80 


X  =    —  24'  54,85"  X  =    —  14'  54,85" 

=    —1494,85  =         894,85" 

a;  =    —  20000»  X  =    —  20000« 

Die  Ausrechnung  nach  der  Formel  (6)  giebt: 

(Po  =  52«  87'  82.67"  cpo  =  52°  87'  82,67 

-  10  47,10  —   10'  47,10 

—  2,62  —  0,94 


<p  =  52°  26'  42,95"  qp   =  52°  26'  44,63" 

Zweitens  wollen  wir  ausrechnen  die  Schnitte  von  y  =  —  25000*  mit  dem  Nord- 

Und  Süd-Rand:  Nord-Rand  Süd-Rand 

(Po  =  52°  87'  82,67"  (Po  =  52°  37'  32,67" 

(p  =52°  30'  (p  =52°  24' 


Jg)=      —r  32,67"         ^(f>=    —13' 32,67" 
d(p=      —452,67"  ^(p=    —812,67" 

y=      —25000-'"  y=    —25000'"" 

Die  Ausrechnung  nach  der  Formel  (7)  giebt: 

io  =  27°  44'  54.85"  Lq  27°  44'  54.85" 

—  22' 9.24  —22'   9.24" 

-h       3.82^  -h         6.86" 

L  =27°  22' 49.43"  I,=27°  22' 52.47' 

In  Fig.  2.  sind  diese  Schnitte  nebst  anderen  eingetragen.  Diese  Fig.  2  giebt 
das  nördliche  Blatt  der  Stadt  Hannover,  welches  auch  schon  in  §  57.  S.  319  mit 
ABC D  gezeichnet  ist. 

Es  sei  dazu  auch  noch  kurz  erwähnt,  dass  man   die  nun  berechneten  Rand- 
schnitte von  Fig.  2.  auch  dadurch  erhalten  kann,  dass  man  die  früher  in  §  55.  S.  318—320 
berechneten  Randmasse  proportional  einteilt,  z.B.  auf  dem  West-Rand  AC  hat  man: 
A        (p  =  52°  30'    rr  =  —  13909,6  Öx^  1090,4 

a;  =  —  15000            6000,0 
a;  =  —  20000           5000,0 
a;  =  —  25000               35,9 
C       (p  =  52°  24'     g  =  —  25085,9 

d(p=z    0°   6'Jx=       11126,3  11126,3 

Wenn  man  den  Ö  x  entsprechende  d  cp  proportional  einrechnet,  so  bekommt  man 
dieselben  Werte  wie  nach  den  Formeln  (6)  und  (7). 
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^  91.    Abscissen  als  Meridianbogen. 

Obgleich  die  Meridiaabogenlängen  schon  in  §  35.  gründlich  behandelt  worden 
sind,  wollen  wir  nno  doch  znm  Schlosse  dieses  Kapitels  über  geodätische  Coordinaten 
nochmals  darauf  znrückkommen,  und  noch  eine  ausführliche  Tafel  der  Meridianbogen- 
längen  B  vom  Äquator  qp  =  0  bis  zur  Breite  <jp,  von  Minute  zu  Minute,  in  den  An- 
hangstafeln Seite  [55]— [57]  beigeben. 

Um  die  Berechnung  dieser  Tafel  nachzuweisen,  greifen  wir  zuerst  zurück  auf 
die  Werte  B  von  §  35.  S.  216,  welche  im  Folgenden  wiederkehren,  (mit  weiteren  Dezi- 
malstellen) nebst  den  Minutonbögen  fw,  welche  nach  dem  ersten  Gliede  von  (40)  S.  218 
für  z/  (p  =  r  berechnet  sind : 

m  =  M^  =  üf^  =  ^  ^  =  [3.269  8237-607]  -1  (1) 

Dabei  ist  V  oder  log  V  für  den  Mittelwert  <p  zu  nehmen,  z.  B.  wenn  es  sich 
um  m  zwischen  45 ^'O'  und  45°  1'  handelt,  so  ist  der  Mittelwert  ()p  =  45°0'30"  zu 
nehmen ,  um  aus  der  Tafel  Seite  [4]  des  Anhangs  log  V  =  0.000  7280*957  zu  ent- 
nehmen.   So  ist  das  Folgende  entstanden: 

Meridianbogenlängen  B  von  0°  his  (p  und  Minutenbogen  m  von  go  bk  (p  -h  1'. 


qp 

B 

von  qp  bis  qp  -h  1' 

m 

dm 

«  dm 
^=  60 

45° 

4  984  439,266150" 

von  45°  O' bis  45°  r 

1851,993567-. 

46 

5  095  568,458  505 

,  46°  0'  ,  46°  r 

1852,318238 

0>324671~ 

0,0054112" 

47 

5  206  717,124  088 

,  47°  0'  .  47°  r 

1852,642604 

0,324366 

0,0054061 

48 

5  317  885,233  043 

,  48°  0'  ,  48°  r 

1852,966271 

0,323667 

0,0053944 

49 

5  429  073,731700 

,  49°0'  ^  49°  r 

1853,288843 

0,322572 

0,0053762 

50 

5  540  279,542  823 

„  50°  0'  .  50°  r 

1853,609925  J?''^*fJ^^^ 

0,0053514 

51 

5  651  505,565  163 

.  51°  0'  ,  51°  r 

1853,929127  ^«31^202 

0,0053200 

52 

5  762  750.674  593 

„  52°  0'  „   52°  r 

1854,246057  ^'^^^^^^ 

0,0052822 

53 

5  874014,723  147 

„  53°0'  ,,  53°  r 

1854,560322 

0,314*^65 

0,0052378 

54 

5  985  297.540  011 

,  54°0'  „  54°  r 

1854,871543 

0,311221 

0,0051870 
0.0051299 

55 

6  096  598,930  561 

„  55°  0'  .  55°  r 

1855,483323 

0,307794 

d  m 

Wie  man  sieht,  sind  die  -^  =  Ö  schon  einigermassen  beständig;  und  durch 

allmähliches  Aufaddieren  dieser  ö  könnte  man  bereits  eine  Tafel  der  m  selbst  her- 
stellen, welche  dann  schrittweise  zu  den  B  addiert  auch  zu  einer  Tafel  der  B  führen 
müssten.  Das  kann  man  aber  besser  machen  durch  Ausrechnung  der  d  als  Differen- 
tiale nach  (35)  S.  217: 

d^m       3af  o.       3c    ,«      -.     ^  3  ce'2    .  „ 

j^  =  -^'7^  ^  =  -^  ^^<^082  (p  tangcp  =^-^  «n2g) 

und  für  Intervall  von  1': 


^  =  l7?'4?  =  t"^^^^^^l'-^ 


(2) 


Z.  B.  zwischen  qp  =  45°  und  qp  =  46° 
<p=  45°  5'  45°  15'  45°  25' 

ö=      0,0054116      0,0054117      0,0054115 


haben  wir  ausgerechnet: 
45°  35'  45°  45' 

0,0054113      0,0054108 
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Die  Samme  dieser  ö  ist  0,0324671  und  das  10  fache  =  0,324  671  füllt  also 
gerade  das  Intervall  d  m  zwischen  den  zwei  ersten  m  unserer  Tabelle  S.  483. 

Allerdings  ist  in  der  Gegend  von  qp  =  45^  die  ganze  Bechnangsart  am  günst- 
igsten, weil  hier  der  Faktor  sin  2  qp  in  der  Gleichung  (2)  nahezu  konstant  ist;  aber 
auch  in  weiter  abstehenden  Breiten  bleibt  das  Verfahren  brauchbar,  und  es  ist  somit 
nachgewiesen,  dass  man  nach  Ausrechnen  der  nOthigen  Ö  durch  einfaches  Aufad- 
dieren (mit  der  Bechenmaschine)  die  Tabellen  Seite  {55] — [57]  des  Anhangs  herstellen 
kann.  Dieses  ist  geschehen  in  Verbindung  mit  der  vergleichenden  Zuziehung  der 
schon  auf  S.  216  zugezogenen  Tabellen  von  F.  G.  Gauss  und  Hartl.  Wir  haben  auch 
dort  schon  gesehen,  dass  die  verschiedenen  Berechner  in  den  letzten  Stellen  deswegen 
von  einander  abwichen,  weil  sie  von  verschiedenen  Annahmen  in  Bezug  auf  die 
letzten  Stellen  der  Bessel  sehen  Erddimensionen  ausgegangen  sind.  Unsere  neue  Tafel 
S.  [55] —[57]  des  Anhangs  giebt  nun  die  Werte  B  und  m  entsprechend  den  Eonstan- 
ten der  preussischen  Landesaufnahme  von  §  31.  S.  191  unten;  allerdings  auch  nicht 
mit  voller  Gewähr  der  letzten  Millimeterstelle,  weil  dazu  die  bei  (2)  angedeutete 
Bechnungsart  noch  etwas  sch&rfer  gemacht  werden  müsste ,  was  in  Ermanglung  eines 
Bedürfnisses  scharfer  Millimeterangaben  vorerst  unterblieben  ist.  Auch  muss  daran 
erinnert  werden,  dass  die  frühere  Tabelle  8.  [38]  aus  den  angegebenen  Gründen  die  B 
imgeflUhr  um  1"*"  kleiner  giebt  als  die  nun  ausführliche  Tabelle  S.  [57]. 

Um  eine  Anwendung  unserer  Tabelle  Seite  [55] — [57]  zu  zeigen,  wollen  wir 
nochmals  das  Beispiel  Celle  von  S.  220  vornehmen : 

Celle  (Po  =  52^  37'  32,6709" 

Dazu  soll  B  ge^nden  werden.    Man  nimmt  aus  Seite  [57]: 
fÖT  (j)  =  52°  37'  Bi  =  5  831  361,276" 

ö(p  =  32,6709"  mit  m  =  1854,441- 

Hiemach  kann  man  ausrechnen: 


logÖ(p 
log  60 


log  öcp:60 
logm 


1.5141611 
1.778  1513 


9.736  0098 
3.268  2180 


log  OB         I  3.004  2228       ÖB^ 1009,771'" 

JB  =  5832371,047-  (^> 

Bequemer  und  ausserdem  noch  etwas  schärfer  rechnet  man  mit  Zuziehung  der 
Coöfficienten  [1]  aus  der  Anhangstalel  S.  [30]— [35].  In  unserem  Falle  ist  die  Mittel- 
breite g)  =  52°  37' 16,33545"  giltig,  also  nach  S.  [33]  Zop  [1]  =  8.509  9387 ,  womit 
man  weiterrechnet: 

log  [1]  !  8.509  9387  Bj  =  5  831  861,276- 

logöqp  I  1.5141611  ÖB=         1 009,770- 

log{Öq^'.[l])  I  3.004  2224  B  =  5  832  371,046-  (4) 

Dieses  stimmt  mit  Bq  von  S.  220,  weil  die  Tafeln  S.  [38]  und  S.  [57]  an  dieser 
Stelle  übereinstimmen,  was,  wie  schon  mehrfach  bemerkt,  sonst  nicht  auf  1—  genau 
der  Fall  ist. 

Mit  den  Anbaugstafeln  S.  [38]  und  S.  [55]— [57]  kann  nun  stets  der  Meridian- 
bogen Bj  welcher  in  den  Foimeln  von  §  58.  S.  323  und  dann  in  §  86.  S.  461  vor- 
kommt, als  Funktion  einer  Breite  qp  bestimmbar  betrachtet  werden,  ebenso  wie  auch 
umgekehrt  g/  als  Funktion  des  zugehörigen  B;  und  alle  unsere  Coordinatenformeln . 
in  welchen  ein  solches  B  vorkommt,  sind  dadurch  gesichert. 
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Wir  wollen  aber  auch  noch  die  Coordinatenformeln  betra<;hten,  in  welchen  eine 
Breitendi£ferenz  ^  qp  als  Funktion  eines  Abscissenwertes  x  vorkommt  oder  umgekehrt. 
Z.  B.  die  Dessauer  queraxigen  Coordinaten  §  83.  S.  441  geben  mit  y  =  0  und  ^  =s  0 
aus  (24)  and  (27)  S.  441: 

,  J(p    c        3Jg^2c,^       J(jp8c-,      ,       ^^        ^      A    9M\      fa\ 

^"^  ^  =  -/75^2--^f  l^^'«-"2^F7'?*^-^^*'-'7~^^'^)      ^^) 

Diese  Formel  für  x  stimmt  mit  der  Formel  für  m  in  (37)  §  36.  S.  218,  wio 
es  sein  muss ,  and  ebenso  aach  mit  (33)  §  78.  S.  413.  Die  andere  Formel  d  qi  ist 
die  Umkehrang  von  x,  wie  man  sich  anmittelbar  überzengen  kann.  Wenn  es  sich 
nan  am  Hilfstafeln  za  den  Formeln  S.  441  oder  ähnlichen  handelt,  sa  wird  man  zuerst 
die  Hauptglieder  von  (5)  und  (6)  tabulieren,  wie  wir  für  die  Dessauer  Formeln  S.  441 
gethan  haben ,  (nicht  nur  für  x  und  J  qp,  sondern  auch  für  y  and  X  zu  S.  441),  und 
ebenso  kann  man  auch  die  folgenden  Gliedern  von  (5)  und  (6)  tabellarisch  ausrechnen, 
dabei  auch  die  gleiche  Zeichen  habenden  Glieder  mit  x  und  x8,  sowie  J(p  and  dqfi 
zusammenfassen  u.  s.  w.;  und  solche  Tafeln  scheinen  uns  besser  und  bequemer  als  die 
Tafel  der  Werte  B  selbst  von  S.  [55]— [57],  weil  man  durch  üntertabellen  mit  ^qp  = 
r  dann  10"  1"  0,1" .. .  die  Sache  so  bequem  einrichten  kann,  dass  nur  noch  glattes 
Zusammensetzen  nötig  ist,  alles  dieses  unter  der  Voraussetzung,  dass  die  x  und  Jq> 
verhältnismässig  klein  sind,  (bei  queraxigen  Coordinaten). 

Dann  kommt  aber  noch  die  Frage,  ob  die  O)ordinaten  kongruent  oder  konform 
sind,  also  in  §  83,  ob  die  Formehi  (24),  (27)  S.  441  oder  (36),  (39)  S.  444  benützt 
werden  sollen,  oder  ob  die  Hilfstafeln  so  eingerichtet  werden  sollen,  dass  sie  auf  beide 
Fälle  passen. 

Alles  dieses  sind  kleine  Formfragen,  welche  aus  Veranlassung  der  Formeln 
von  §  83.  aufgestellt  warden,  welche  auch  durch  tabellarische  Hilfen  bereits  teilweise 
beantwortet  wurden,  ohne  dass  hier  weiter  darauf  einzugehen  wäre. 


Kapitel   VIII. 

Konforme  Abbildung  des  Ellipsoids  auf  die  Kugel. 
^  92.    Allgemeines. 

Ausser  der  konformen  Abbildung  des  Ellipsoids  auf  die  Ebene,  welche  wir  in 
den  früheren  §§  86.-88.  behandelt  haben,  verdanken  wir  Grauss  auch  noch  eine  weiter- 
gehende Theorie  dieser  Art,  hei  welcher  das  ümdrehungsellipsoid  auf  eine  Kugel  kon- 
form abgebildet  wird,  so  dass  nur  noch  die  Formeln  der  sphärischen  Trigonometrie 
erforderlich  sind,  um  geodätische  Aufgaben  des  Ellipsoids  zu  lösen. 

Auuer  den  schon  In  §  86.  8.  459  zusammengestellten  allgemeinen  Litteratnrangaben  Ist  bler 
besonders  als  Quelle  zu  nennen :  .Untersuchungen  über  Gegenstände  der  höheren  Geodäsie  von  Oarl 
Friedrich  Gaass",  erste  Abhandlung,  der  KönigL  Sozietät  überreicht  1843»  Okt  28.  In  der  Gesamt- 
Ausgabe  «Carl  Friedrich  Gauss  ,Werke*'  ist  diese  Abhandlung  aufgenommen  In  Band  IT,  Göttingen 
1878,  S.  259-800. 

Die  Theorie  der  konformen  Abbildung  des  Ellipsoids  auf  die  Kugel  hat  in 
jüngster  Zeit  erhöhte  Bedeutung  erlangt,  indem  die  trigonometrische  Abteilung  der 
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prenssischen  Landesaofnahroe  diese  Theorie  znr  Anlage  eines  konformen  rechtwinkligen 
Coordinaten Systems  über  ganz  Preussen  verwertet  hat,  von  welchem  schon  in  dem 
früheren  §  59.  S.  331  kurz  die  Rede  war,  mit  einigen  Citaten,  zn  welchen  auch  noch 
eine  Mitteilung  von  General  Schreiber  in  den  „Verhandlungen  der  1887er  Konferenz 
der  perm.  Kommission  der  Internat.  Erdmessung,  Berlin  1888*,  Annex  X^,  S.  10—11 
gehört 

Die  fragliche  Anwendung,  bestehend  in  einer  Doppelprojektion,  werden  wir  in 
dem  nachfolgenden  §  101.  ausführlich  behandeln.  Zunächst  haben  wir  die  reine  Kugel- 
projektion vorzunehmen. 

wir  behADdelD  In  dem  nachfolgenden  Kapitel  die  Abbildung  des  ElIlpsoldB  auf  die  Engel 
nach  den  dtlerten  klassiachen  Oans«  sehen  Original-Schriften. 

Wir  haben  in  unserer  Bearbeitung  die  Bezeichnung  von  Gauu  beibehalten »  Jedenf^s  die 
Konstanten  P,  Q^  a,  m.  u.  s.  w. ,  während  Im  übrigen  unser  auch  sonst  gebrauchtes  F'  =  1  -|-  Ir'  steh 
nützlich  erwiesen  hat. 

Weggelassen  haben  wir  alle  Entwicklungen  über  die  dritte  Ordnung,  unter  Verweisung  auf 
das  Original- Werk. 

Ändern  mussten  wir  In  §  98.  den  Art  18,  welcher  über  Azimut-Reduktion  handelt,  well  hiebet 
OausB  die  geod&tische  Linie  als  kürzeste  Linie  nach  der  Theorie  der  Variations-Rechnung  einführt, 
die  in  unseren  Gang  (Geod&tlscbe  Linie  S.  367—376)  nicht  passt ,  weshalb  wir  eine  andere  Entwick- 
lung §  98.  an  Stelle  von  Art  13  gesetzt  haben. 

Dazu  wurde  in  §  99.  eine  andere  allgemeine  Formel  von  Scbols  eingefügt. 


ng.i. 

Flg.  2. 

Ellipsold. 

Kugel. 

N 

T 

dA-adl 


§  93«    tirmidforineln. 

In  Fig.  1.  beieichnet  da  das  Differential  einer  geodätischen  Linie   auf  dem 

Ellipsoid  und  in  Fig.  2.  ist  d  sf  das  Differential  eines  entsprechenden  Grosskreisbogens 

auf  einer  Kugel  vom  Halbmesser  A.    Im  flbrigen  gelten 

folgende  Bezeichnungen  und  daraus  folgende  Beziehungen: 

Ellipsoid  Kugel 

Punkt  P  g 

Breite  gp  u  (1) 

Längen-Unterschied  dl  d k  =  adl  (2) 

Hiebei  ist  a  eine  vorläufig  eingeführte  Konstante, 

deren  Wert  sich  nachher  ergeben  wird.    Weiter  haben  wir 

einander  entsprechend: 

Parallelbogen  PyP'^Ncos^>dl    Q^q^Acosuadl    (3) 

Meridianbogen  PPi  =  Jtfd(p  gg,  =  Jdw  (4) 

Dabei  sind  M  und  iV  wie  gewöhnlich  die  beiden 

Hauptkrümmungs- Halbmesser  des  Umdrehungs  -  Ellipsoids. 

Wenn  nun  <iQ\(j[  konforme  Abbildung  von  PPiP' 

sein  soll,   so  müssen  die  Seiten  der  beiden  Dreiecke  ein 

konstantes  Verhältnis  haben,  welches  mit  tu  bezeichnet  sei, 

also: 

Adu       aAeosu  ... 

Mdcp       Noo8(f>  ^ 

Hieraus  erhält  man  als  Beziehung  zwischen  der  sphärischen  Breite  u  und  der 

sphäroidischen  Breite  gr  die  Differentialgleichung: 

du  _^     M  cos u 
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Das  Krümmungs- Verhältnis  M:N  wird  nach  (25)  §  32.  S.  197  eingefahrt: 

yf        l      .      du       a  cosu  .^. 

oder  in  anderer  Form,  mit  W^  statt  FZ  nach  (25)  §  32.  S.  197 : 
du   _a(l~e2)    dg)    _    «(1— g«)      dqt 
cos  u  ""        W^       coscp  ~"  1  —  e^  sin^  (p  cosq 
Zur  Integration  zerlegen  wir  in  Teilbrüche: 

1  —  c«  1  \     e^eoscp         \     e'^coscp 


(7) 


(1  —  e2  sin^q)  cosqt       coscf»       2  1  +  «  sin  (]p       2  1  —  e  «in  gp 
Damit  giebt  die  Integration  von  (7): 

log  fang  f 45®  -h  y  j  =  a  |  %  tang  f  45<»  4-  -|-j  —  y  «  %  (1  -|-  e «in  q) 

-j-  -^  elog  (i  —  e  8inq>)\  —  log  y 

Dabei  ist  —log-j-  als  Integrations-Konstante  zugesetzt ;  die  vorstehende  Gleich- 
ung lässt  sich  damit  aach  so  schreiben: 

Wenn  diese  Beziehung  Bzwischen  u  und  qp  erfüllt  ist,   so  wird  m  aus  beiden 

Formeln  (5)  übereinstimmend  erhalten,  und  zwar  nach  der  zweiten  Form  von  (5),  mit 

Einsetzung  von  N  nach  (22)  S.  197,  N  =  aiW  also  aus  (5): 

aAcosu  A  eo8u  „.  ... 

m  =  ^r= ,      fn  =  a W  (9) 

Ncoscp  a   co8(f} 

oder  auch  nach  S.  189  und  S.  197: 

W       V  Aacosu  ..  ,.^. 

—  =  —        also        m  = V  (10) 

a        c  c    cosq) 

Die  Beziehung  zwischen  den  geographischen  Längen  l  und  A  ergiebt  sich,  da  a 
konstant  ist,  nach  (2)  sofort: 

X  =  al  (11) 

Die  Gleichungen  (8),  (10)  und  (11)  enthalten  bereits  die  Lösung  der  gestellten 
Aufgabe  im  Grundzuge,  und  wir  wollen  im  Anschluss  an  die  umstehenden  Fig.  3.  und 
Fig.  4.  die  bis  jetzt  gewonnenen  Ergebnisse  zusammenfassen: 

Fig.  3.  S.  488  stellt  ein  geodätisches  Polar-Dreieck  auf  dem  EUipsoid  vor,  mit  den 
Breiten  <p  und  (p'  und  dem  Längenunterschiede  l;  die  geodätische  Linie,  welche  die 
beiden  Punkte  mit  den  Breiten  q)  und  cp'  verbindet,  hat  die  lineare  Grösse  s  und  die 
beiden  Azimute  a  und  a'. 

Fig.  4.  S.  488  ist  das  konforme  sphärische  Abbild  von  Fig.  3. ;  den  Breiten  qp  und  q/ 
entsprechen  die  sphärischen  Breiten  u  und  u'  nach  der  Gleichung  (8),  der  sphärische 
Längenunterschied  X  =  al  wird  aus  dem  Längenunterschied  /  des  Ellipsoids  erhalten 
durch  Multiplikation  mit  einem  konstanten  Faktor  a ;  und  der  Grosskreisbogen  s'  steht 
zu  der  geodätischen  Linie  «  in  Beziehung  durch  das  VergrOsserungs- Verhältnis  m,  indem 
s'  =/w  d  8  sein  muss. 

Die  Azimute  ß  und  ß'  auf  der  Kugel  sind  nicht  genau  gleich  den  Azimuten 
a  und  c^  auf  dem  Ellipsoid,  jedoch  werden  bei  den  nachfolgenden  Anwendungen  die 
ß  und  a  wenigstens  nahezu  einander  gleich  sein. 
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§94. 


Flg.  8. 
EUipsold. 


Fig.  4. 
Kugel  mit  dem  Hftlsmesser  4. 


Ax-al 


a'mdi-q' 


?-Ap 


(i^d-fq 


Durch  die  Breiten -Bezeichnungen  qp  =  P-^- p  und  w  =  Q  4-^  ist  angedeutet, 
dass  P  eine  gewisse  Normalbreite  auf  dem  Ellipsoid  und  Q  die  entsprechende  Normal - 
breite  auf  der  Kugel  ist,  sowie  dass  p  und  q  Breiten-Di£ferenzen  sind. 

§  94.    Wahl  der  Konstanten. 

Die  Grundgleichungen  (8),  (10)  und  (11),  welche  am  Schluss  des  vorigen  §93.  gefunden 
wurden,  enthalten  drei  willkürliche  Konstanten,  nämlich  a,  k  und  den  Kugel-Halbmesser  A. 

Man  hat  nun  in  seiner  Gewalt,  durch  zweckmässige  Bestimmung  dieser  Kon- 
stanten a,  k  und  A  zu  bewirken,  dass  für  ein  bestimmtes  Crebiet  die  Abweichung  des 
VergrOsserungs- Verhältnisses  m  von  dem  Wert  1  möglichst  klein  wird. 

Zu  diesem  Zwecke  nehmen  wir  einen  etwa  der  Mitte  des  Gebietes  zugehörigen 
Wert  P  der  Breite  qp  an,  welchem  auch  ein  gewisser  Wert  Q  der  Breite  u  auf  der 
Kugel  entsprechen  wird. 

Indem  wir  zugleich  auch  die  Bezeichnungen  p  und  q  für  Breiten  -  Differenzen 

auf  dem  Ellipsoid  und  auf  der  Kugel  einführen,  haben  wir,  wie  auch  schon  in  Fig.  3. 

und  Fig.  4.  des  vorigen  §  93.  eingeschrieben  ist,  die  zusammengehörenden  Bezeichnungen : 

Ellipsoid-Breite    qp  =  P  -h  p  (1) 

Kugel-Breite  u  =  q-\-q  (2) 

In  der  Normalbreite  P,  bzw.  Q  soll  das  Vergrösserungs- Verhältnis  m  =  1,  also 
20^  m  =  0  sein ,  und  für  irgend  welche  andere  Breite  soll  log  m  bestimmt  sein  durch 


eine 


Reihe,  deren  erste  Glieder  die  Ableitungen  — ~—  und  — 4   „     sein  werden. 

®         du  d\ß 


Wir  können  nun  über  die  drei  Konstanten  a,  k  und  A  so  verfügen,  dass  auch 
diese  beiden  ersten  Ableitungen  für  die  Normalbreite  verschwinden,  wir  haben  also 
für  die  drei  Konstanten  a,  k  und  A  folgende  drei  Bedingungen: 

für  u  =  QsoU  sein:  1)  m  =  1  oder  logm  =  0  (3) 

(4) 


2)^  =  0 
'      du 


s,'^"  =  . 


(5) 
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Hiernach  haben  wir  uns  zuerst  mit  den  beiden  ersten  Ableitungen  von  logm 
zn  beschäftigen,  und  nehmen  zaerst  von  (10)  und  (6)  §  93.  S.  487  die  zwei  Gleichungen : 

m  =  —  -^^^^  V             wobei  V  =  j/l  -i-e'«co52(p  (6) 

c     cosqi                                                      ^  ^  ' 

und                                                   j-^  = ~  {V 

du        acosu  ' 


Durch  Ableitung  ?on  V  erh&lt  man,  ebenso  wie  bei  (13)  §.  74.  S.  393 

dcp  "" 
Nun  giebt  (6) 


d  V  e'2  «2 

-j—  = =■  sin  qi  eos  (p  = ^ tang  q>         (wo  i/«  =  c'2  cos«  q>)  (8) 


logm  =  log \-  log  cos  u  —  log  cosq»  -h  log  V 

dlogm  ,  ,  r«  cos  qp       1^  ,  V^  cos  qp 

— -^^ —  =  —  tang  u  -h  tang  gp ^ '=-  tang  op 

du  ^  "^  ^  acosu         V       ^^  acosu 

dlogm           ^                 sinw  ,-^ 

/     =  —  tang  u  h ^  (9) 


d^  Zop  m  __ 
~~dW "      eos^ 


1  1         /  rZcosnp  .       \ 

"5 — I =—   cos  gp -hstnwstnu] 

8^u      acos^u\      ^    acosu  ^         J 


^^=-ö-^-ö-(— «2  4-  Vico8^(p-\-asin(p8inu)  (10) 

Um  nun  die  Bedingungen  (3),  (4)  und  (5)  einzuführen,  hat  man  in  (6),  (9)  und 
(10)  zu  setzen:  qp  =  P  und  u  =  Q.    Dieses  giebt: 

aus  (6):  i  =  A2_?^K        (wo  F2  =  l  4-e'2cos2p) 

c    cos  P  (11) 

aus  (9):  o  = -- tang  Q -^  ^^  (12) 

aus  (10):                   0=:  —  a^-^V^co8'^P-ha  sin  PsinQ  (13) 

Nun  giebt  sofort  (12) :            asinQ  =  sinP  (14) 

Dieses  in  (13)  gesetzt  giebt,  mit  Rücksicht  auf  F2  in  (11): 

a^^l-he'^eos^P  (15) 

(14)  giebt  auch  a^cos^Q  =  «2 — sin^  P  und  dieses  nebst  (15)  in  (11)  gesetzt, 

giebt:  a  ^   ^    - 1 /1ß^ 

^-  F2-l4.e'2cos2p  ^^^f 

Dieses  ist  nach  (24)  §  32.  S.  197  der  mittlere  Krümmungs- Halbmesser  in  der 
Breite  P.    Aus  (14)  und  (15)  findet  man  auch: 

«2  C052  Q  =  (\-^e'^co8^P)  —  {snfi  P)  =  cos2  p  -h  e'2  cos^  p 

=  «)«2P(1  4-c'2co«2p) 

acosQ^cosPV  wobei  V2  =  1  -+■  «'2  cos2 p  (17) 

Aus  (14)  und  (17)  folgt  auch: 

tangQ=  VtangP  (17a) 

Aus  (15)  und  (16)  haben  wir  also  die  Eonstanten  a  und  A,  und  durch  (14) 

wird  auch  die  dritte  Eonstante  k  bestimmt,   insofern  dadurch  P  und  Q  miteinander 

verbunden  sind;  setzt  man  nun  in  (8)  §  93.  S.  487  <)p  =  P  und  u  =  Q,  d.  h.  wendet 

man  jene  Gleichung  auf  die  Normalbreite  an,  so  erh&lt  man: 
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Es  bietet  sich  nun  folgender  Gang  der  Rechnung  dar :  Man  nimmt  eine  Normal- 
breite  P  auf  dem  Ellipsoid  willkttrlich  an,  berechnet  damit  den  mittleren  Krümmungs- 
Halbmesser  A  nach  (16),  dann  a  nach  (15),  Qnach  (14)  und  endlich  fc  nach  (18); 
dann  kann  man  für  jede  Ellipsoidbreite  ()p  die  zugehörige  Kugelbreite  u  und  auch  das 
zugehörige  Vergrösserungsverhältnis  m  nach  (8)  und  (9)  §  93.  S.  487  berechnen. 

Statt  dessen  kann  man  aber  auch  so  yerfahren,  dass  nicht  eine  Normalbreite  P 
auf  dem  Ellipsoid ,  sondern  eine  Normalbreite  Q  auf  der  Kugel  als  willkürlich  (runde 
Zahl)  angenommen  wird.  In  diesem  Falle,  der  nicht  wesentlich  verschieden  von  dem 
ersten  Falle  ist,  kann  man  aber  nicht  geradezu  nach  den  Formeln  (14)  und  (15)  rechnen, 
sondern  man  muss  aus  (14)  und  (15)  die  Breit-e  P  eliminieren,  um  «2  in  Q  aus- 
zudrücken.   Wenn  man  hiezu  aus  (14)  nimmt: 

cos^  P  =  (\  —  a^ sirfiQ)^  =  1  —  2 &?  sirß  Q  ^  a^ sin<  Q 
und  wenn  man  dieses  in  (15)  einsetzt,  so  wird  man  auf  eine  Gleichung  gefQhrt,  welche 
«2  und  «4  enthält,  und  nach  «2  aufgelöst  dieses  giebt: 

«  ^  1  -h  2  g^g  Siffi  q  -  ynf  4  ?2"g?n2  g  CQ62  Q  .^gv 

""  2e'2«n4Ö 

Diese  Gleichung  (19)  nebst  (14)  gestattet  dann  die  Weiterrechnung  in  der 
früheren  Weise. 

Da  aber  die  Formel  (19)  zur  unmittelbaren  Ausrechnung  sehr  wenig  geeignet 
ist,  d.  h.  unmittelbar  angewendet  keine  scharfe  Berechnung  geben  kann,  empfiehlt  es 
sich,  sie  in  eine  Reihe  zu  entwickeln  nach  S.  196: 

t  -IC 

yT-f-  4 e'2 sin'^q cos^ Q  =  l  -^-^ e'2 sirfi  Q cos^ Q  —  ^ e'^ ^n^  Q co8<  Q 

ü  O 

H-  ^  e'6  sin^  q  €08^  Q  —  ^-^  256  e'8  «nS  Q  cos«  Q 

Damit  giebt  (19)  eine  Reihe,  deren  drei  erste  Glieder  sind: 

«2  =  1  4-  e'2  co^  g  _  2  6'4  sin^  Qcos^Q-h  5<j'6 sin*  Q  co«8  Q  (20) 

Damit  ist  alles  zur  Anwendung  vorbereitet. 

Es  handelt  sich  um  Einführung  einer  Normalbreite  P  oder  Q,  Das  nächst- 
liegende wäre,  die  Ellipsoidbreite  P  als  runde  Zahl  für  die  Mitte  des  geographischen 
Anwendungsbereiches  anzunehmen;  aber  Gauss  hat  einen  sphärischen  Normalwert  Q 
zu  Grunde  gelegt,  nämlich: 

Kugel    C  =  52^40'0"  (21) 

Ausserdem  werden  von  Gauss  als  Besselsche  Erddimensionen  angenommen: 

loga  =  6.514  8235'337  für  Toisen 

und  loga  =  6.804  6484-637  für  Meter  (22) 

log  yü^  =  9.998  5458-202  (23) 

löge  =  8.912  2052-079         log  «2  =  7.824  4104  158  (24) 

Diese  Werte  (23)  und  (24)   sind  dieselben  wie  die  von  uns  in  §  31.   8. 190 

angegebenen,  während  log  e2  nach  (24)  in  den  letzten  Stellen  von  unserer  Annahme  auf 

8.  191  abweicht.    Dieses  rührt  von  den  Unsicherheiten  her,  welche  früher  überhaupt 

in  Bezug  auf  die  letzten  Stellen   der  Bessel  sehen  Erddimensionen  bestanden  haben 

(vgl.  §  31.  8.  190-191). 

Die  trigonometrische  Abteilung  der  Preussischen  Landesaufnahme  hat  von  der 
ganzen  Gauss  sehen  Theorie  der  konformen  Kugelabbildung  mit  ihren  eigenen  Konstanten 
(d.  h.  mit  den  auf  8. 191  fett  gedruckten  Zahlen)  eine  Neuberechnung  mit  Tabellen 
durchgeführt,  welche  wohl  später  auch  veröffentlicht  werden  wird. 
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Soweit  wir  im  Folgenden  eigene  Berechnungen  angeben,  haben  wir  die  Zahlen 

von  S.  191  und  S.  193  beibehalten,  nämlich: 

log  a  -  6.804  6484-637  fftr  Meter  (25) 

^0^  c  =  6.806  0976-435    ,        ^  (26) 

hg  «2  =  7.824  4104-237    ,     log  e'2  =  7.827  3187-888  (27) 

log(\-  «2)  =  Jog  ^A_  =  9.997  0916-404  (28) 

Damit  wollen  wir  die  übrigen  Konstanten  nach  den  vorstehenden  Formeln  aus- 
rechnen.   Als  willkürliche  Annahme  wird  zu  Gmnde  gelegt,  wie  bei  (21)  angegeben: 
Normal-Kagelbreite    Q  =  52^^  40'  0"  (29) 

Damit  berechnet  man  a^  nach  der  Beihe  (20): 

«2=  1,00090  88703  -  28399  -h  111  =  1,00090  60415 

log  a  =  0.000  1966-558  (30) 

a  =  1  H-  0,000  425  918  —  =  1  —  0,000  452  7 18  (31) 

a 

Es  folgt  die  Berechnung  von  P  nach  (14);  man  findet: 

P  =  52°  42' 2,53251"  (32) 

%smP=  9.9006297-679    ,    %  cos  P=  9.7824573*113    ,    Zop  trtn^P=  0.1181724-566 
Mit  cos  P  hat  man  auch: 

log  «'2  «052  p  =  log  Tj^  =  7.892  2384-059  (33) 

und  damit  kann  man  geradezu  F2  =  1  h-  iy2  berechnen : 

log  F2  =  0.001  0702.432    ,     log  V  =0 .000  5851-216  (34) 

Zur  Probe  kann  man  auch  log  V^  nach  der  Formel  (24)  S.  211  berechnen,  oder 
log  V  durch  Interpolation  aus  der  Hilfstafel  S.  [57]  des  Anhangs  bestimmen;  beides 
giebt  dasselbe  Ergebnis  wie  (34). 

Ehe  man  weiter  geht,  kann  man  auch  die  Probe  nach  (17),  acosQ—  VeosP 
anstellen,  welche  mit  einem  Fehler  von  0*001  schliesst,  der  nicht  weiter  zu  verfolgen  ist 
Mit  2o^F2Dach  (34)  hat  man  auch  nach  (16)  den  Kugelhalbmesser  A,  die 
Ausrechnung  mit  (26)  und  (34)  giebt: 

log  A  =  6.805  0274*003  (35) 

Endlich  ist   auch   noch   k   nach   (18)  zu  berechnen,   man   hat   hiezu   esinP 
=  0,064  988  270  546  und  weiter: 
—  esinP\^ 

2 


logtangalib 


log  cotglib'' 


I) 
I) 


9.997  6898-845 


9.471  9371-356 


9.528  7020-994 


%ik  =  9.998  3291-195 
logj  =  0.001  6708*805 

Gauss  giebt  log  ~  -  =  0.001  6708-804 


(36) 

Hier  haben  wir  die  unerhebliche  Differenz  0.001  gegen  die  Angabe  von  Gauss 
in  Art  6.  der  ,, Untersuchungen  über  Gegenstände  der  höheren  Geodäsie* ,  während 
die  anderen  Konstanten  P,  log  a,  log  A  nach  (82),  (30),  (35)  bis  auf  die  letzte  Dezimale 
mit  den  Angaben  von  Gauss  stimmen. 

Dieses  ist  eine  Versicherung,  dass  die  Verschiedenheit  der  Werte  log  «2  in  (24) 
und  (27)  sich  in  den  Konstanten  P,  a,  A  und  k  bei  Rechnung  mit  lOst^Uigen  Loga- 
rithmen nicht  mehr  bemerklich  macht;  während  in  den  späteren  OoSfficienten-Berech- 
nungen,  wenn  der  Faktor  if  auftritt,  die  kleine  Verschiedenheit  in  den  Annahmen 
von  «2  bzw.  «'2  bemerklich  wird. 
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Wir  haben  Mher  auch  eiD  Zahlenbeispiel  zur  Bestimmung  von  u  and  m  bei 
gegebenem  qp  durchgerechnet,  nach  den  Grundformeln  (8)  und  (10)  §  98.  S.  487.  Die 
Einzelheiten  dieser  Rechnung  waren  in  den  früheren  Auflagen,  z.  B.  3.  Aufl.  1890, 
S.  431 — 432  angegeben,  wir  wollen  hier  nur  noch  das  Ergebnis  dieser  Elechnung  her- 
setzen, ffir  die  Karlsruher  Breite: 

qp  =  49^^  C  0"  u  =  48''  58'  18,08"  log  m  =  0.000  0002-7  (37) 

Die  genaueren  Werte  hiefttr,  welche  man  aus  der  Hilfstafel  S.  [60]  des  Anhangs 
durch  Interpolation  finden  kann,  sind: 

(p  =  49°  0'  0"  u  =  48*»  58'  18,0784"  log  m  =  0.000  0002*48       (38) 

Die  Übereinstimmung  zwischen  (87)  und  (88)  ist  insofern  hinreichend,  als  die 
Werte  u  und  log  m  von  (37)  nur  mit  7  stelligen  Logarithmen  (+  0*25)  gerechnet  sind. 

Die  Rechnung  nach  den  geschlossenen  Formeln  (8)  and  (10)  §  93.  S.  487  ist 
umständlich  und  yerhältnism&ssig  ungenau. 

Ein  besseres  Rechnungs- Verfahren  erhält  man  durch  Reihen-Entwicklungen,  zu 
welchen  wir  in  §  96. — 97.  übergehen  werden, 

§  95.    Gonlomeirlsehe  Hilfsgrösnen. 

Unsere  vorstehenden  Entwicklungen  und  Berechnungen  zur  Bestimmung  der 
Konstanten  in  den  Grundformeln  sind  sachlich  nichts  anderes ,  als  was  Gauss  in  Art. 
3.-5.  der  , Untersuchungen  über  Gegenstände  der  höheren  Geo<iäsie,  erste  Abhand- 
lung^ gegeben  hat  In  der  Form  aber  sind  wir  von  Gauss  abgewicben,  indem  wir 
die  bisherigen  Bezeichnungen  unseres  Buches,  namentlich  V^  =1  -h  if  mit  rj^  =  e'^  cos  (jp^ 
beibehielten,  und  dann  die  Ausrechnung  auf  dem  zuerst  sich  darbietenden  Wege 
machten;  und  da  wir  damit  den  Gauss  sehen  2>ahlenwerten  innerhalb  der  Genauigkeit 
10 stelliger  Logarithmen-Rechnung  gleichgekommen  sind,  wäre  nichts  weiter  zu  bemerken. 

Nun  hat  aber  Gauss  in  Art.  4.  der  , Untersuchungen*  u.  s.  w.  eine  Gruppe  von 
goniometrischen  Hilfsgrossen,  g>,  ^,  tj^  S  eingeführt,  welche  dazu  dienen  sollen,  die 
logarithmischen  Rechnungen  bequemer  und  schärfer  zu  machen,  deren  Zusammenhang 
unter  sich  und  mit  den  übrigen  Grössen  e,  P,  Q  nicht  sofort  einzusehen  ist. 

Dieser  Zusammenhang  ist  uns  durch  eine  sphärische  Figur  am  besten  klar  ge- 
worden, welche  wir  in  Fig.  1.  S.  493  nebst  den  zugehörigen  Gleichungen  mit- 
teilen. 

Dabei  behalten  wir  die  Gauss  sehe  Numerierung  der  Gleichungen  bei,  indem 
z.  B.  die  Nummern  (13),  (14)  u.  s.  w.  der  Gkiuss  sehen  Original-Abhandlung  , Unter- 
suchungen über  Gegenstände  der  höheren  Geodäsie,   erste  Abhandlung*   entsprechen. 

Es  wird  zuerst  ein  Hilfswinkel  qp  eingeführt  durch  die  Gleichung: 

sinq  =  e  (13) 

damit  wird:  e'2  = =  tang^  gc' 

Folglich  nach  (15)  §  94.  S.  489: 

«2  =  1  -j-  e'2  cos4  p  =  i  -H  tans/^  qr-  cos*  P 
Nun  setzt  man  abermals: 

lang  qp  coa'^  P  =  iang  f  (14) 

COSQ 
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Weiter  wird  gesetzt: 

e  sin  P=  sine  (22) 

Die  durch  (13),  (14)  und  (22)  eingeführten  Hilfswinkel  %  f  und  0  lassen  sich 
nebst  den  Breiten  P  und  Q  in  einer  sphärischen  Figur  vereinigen,  welche  in  Fig.  1. 
gezeichnet  ist.  Man  hat  hiebei  den  Bogen  AB  =  0,  auf  welchem  die  Bogen  AD 
und  BD  rechtwinklig  angesetzt  sind,  so  dass  D  der  Pol  von  AB  ist,  also  bei  D 
der  Winkel  0  wieder  erscheint. 

Nach  (18)  und  (22)  ist  B  C  =  P  die 
Hypotenuse  eines  rechtwinkligen  sphärischen 
Dreiecks  ABC,  dessen  eine  Kathete  AB  =  0 
und  dessen  Winkel  bei  C=  qf  ist.  Dadurch 
ist  der  Punkt  G  bestimmt  und  es  wird  von 
ihm  eine  Senkrechte  CF  auf  BD  gef&Ut, 
ferner  FB  =  FB  abgetragen,  so  dass  BCB' 
ein  gleichschenkliges  Dreieck  wird.  Dass  der 
bei  C eingeschriebene  Winkel  B C-P=  90*»— ^ 
in  Übereinstimmung  mit  (14)  ist,  zeigt  sich  so: 
Dreieck  CBF  giebt 

co8P=cotg  (90*»  —  ^  cotg  (90°  —  x) 
Dreieck  CBA  giebt  cos  P  ==  cotg  ()p  cotg  x 
woraus  durch  Multiplikation  die  Gleichung  (14) 
folgt. 

Von  (14)  und  (16)  haben  wir: 

sin  Q  =  si7i  Pcos  ^  (17) 

Dieses  entspricht  dem  rechtwinkligen 
Dreieck  BCF  als  Sinus-Gleichung,  ausfQhrlich 
geschrieben: 

sin  Q  =  sin  Psin  (90®  -  l) 
Nun  haben  wir  das  Recht,  aus  der  sphä- 
rischen Figur,  Fig.  1.  beliebige  Gleichungen 
herauszulesen,  welche  die  gleiche  Berechtigung  haben,  wie  wenn  sie  aus  den  bisherigen 
Gleichungen  rein  goniometrisch  abgeleitet  wären.  Die  Senkrechte  C  F  =  rj  wird  aus  dem 
rechtwinkligea  Dreieck  CFB  erhalten  durch  die  Gleichung: 

tang  ly  =  «w  ^  tang  P  (15) 

Dasselbe  Dreieck  CFB  giebt  auch: 

cos  rjcosQ  =  cos  P  (18) 

sin  T]  =  tang  f  tang  Q  (19) 

und  wenn  man  auf  dasselbe  Dreieck  CFB  eine  der  Gleichungen  anwendet,  welche 
durch  Division  der  zweiten  und  vierten  Gauss  sehen  Gleichungen  von  §  27.  S.  165 
entsteht  so  bekommt  man: 


and 


fang 


2 


'  V2  (90®  -  (90°  -  0 
.sVw  1/2  (90® -h  (90*»—^) 


tong-, 


P  —  Q  t  V 

lang  —-^^  =  tang-^  tang  -^ 


(20) 
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Das  Dreieck  G  D  B'  giebt : 

sin  (y  — -  2  ^)    _  sin  0 
sin  (2  Q  -  90  °)  ""  50^ 
Dann  wegen  (22)  nnd  (13): 

«w  (2  f  —  qp)  =  c c<w  2  Q  =  ««nqr  CO«  2  Q  (21) 

Ans  den  rechtwinkligen  Dreiecken  ABC  und  BC F  findet  man : 
coscp  =  sinx  cos  B 
cos  (90®  —  05)  =  sin  (90®  —  i)oosri    ,    oder  «in x  =  cos  ^eosij 

nnd  darch  Elimination  von  a;  aus  diesen  beiden  Gleichungen : 

casq>=:eos^cosr]cos0  (23) 

Unser  F2  lägst  sich  ebenfalls  in  qp  und  0  ausdrücken.    Nach  (22)  und  (13)  ist : 

r«  =  1  -h<f'2  cos^Fz= =  — ^— 

1  —  «2  cos^  gr^ 

Nach  (9)  S.  189: 

a  =  c  y  i — e2  =  c  CO«  qp     dazu    A  =  -  «  ,    also : 

__  a  cos  gp 
"■  cos^e       I 
Der  Uilfs Winkel  0  von  (22)  (s.  oben  bei  (16),  nämlich  8in0  =  esinP,  giebt 
auch  eine  Umformung  für  k  nach  (18)  §  94.,  nämlich  zunächst  nach  (22): 

1  H-e«mP  ""  lT«in  0  ""  ^  ^  i  '   2      ) 
Damit  geht  die  frühere  Formel  für  k  von  (18)  §  94.  über  in: 

Wir  werden  im  Nachfolgenden  die  goniometrischen  HilfsgrOssen  nicht  anwenden, 
merken  uns  aber  zum  Umsetzen  unserer  Bezeichnungen  in  jene,  hauptsächlich  die  oben 
nach  (23)  gefundene  Beziehung: 

OOS0  =  Veoscp 

§.  96.    Beihen-EntwicklniiK  für  die  Breiten-Differenz. 

Die  Beziehung  zwischen  der  Breite  qp  auf  dem  Ellipsoid  und  der  zugehörigen 
Breite  u  auf  der  Kugel  ist  zwar  durch  die  Gleichung  (8)  §  93.  S.  487  gegeben,  welche 
zu  jedem  Werte  qp  den  zugehörigen  Wert  u  berechnen  lässt ;  allein  mancherlei  Bedürf- 
nisse  werden  dadurch  doch  nicht  befriedigt;  jene  geschlossene  Formel  ist  zur  Rechnung 
überhaupt  unbequem  (vgl.  das  Zahlenbeispiel  §  94.  S.  492),  und  kann  zur  Auflösung 
naqh  qp  bei  gegebenem  u  nur  etwa  indirekt  benützt  werden.  Dieses  und  andere  Gründe 
machen  eine  Reihen-Entwicklung  erwünscht. 

Da  auf  dem  Ellipsoid  eine  Normalbreite  P  und  (auf  der  Kugel  eine  Normal- 
breite Q  angenommen  wurde,  sollen  die  Breiten  allgemein  durch  ihre  Differenzen  gegen 
P  und  Q  ausgedrückt  werden,  d.  h.  wir  setzen  nach  §  94.  (1)  und  (2)  S.  488: 

Ellipsoid      qp  =  PH-p  (1) 

Kugel  u=Q-hq  (2) 

Da  die  Beziehung  zwischen  P  und  Q  bekannt  ist ,  handelt  es  sich  jetzt  nur 
noch  um  eine  Beziehung  zwischen  p  und  q,  welche  in  zwei  Formen  aufgestellt  werden 
kann,  nämlich: 
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Dabei  soll  das  Zeichen  ]  andeuten,  dass  nach  Ausführung  der  Differentiierungen, 
p  =  0  und  3  =  0,  oder  qp  =  Pund  u  =  Q  zu  setzen  sei. 

Wir  wollen  zuerst  die  Form  (4)  vornehmen  und  haben  hiezu  von  (6)  §  93.  S.  487 : 

du  ^    l    acosu  .^. 

d~q>  "  F 2"  coscp  ^  ^ 

Hiebei  ist,  wie  schon  früher  in  §  34.  S.  208  angegeben : 

V  =  yi-h«'2c052g)  =  |/1  H-172  (6) 

'j^=--^'  it  =  tang<f)  (7) 

:=—nri^V-'H    und    '-l^l  =  _  n  r- 1  (8) 

a(p  a(f> 

Dieses  haben  wir,  weil  es.  wiederholt  gebraucht  wird,  vorausgeschickt,  und  nehmen 

die  ebenfalls  mehrfach  vorkommende  Ableitung  des  zweiten  Faktors  von  (5)  besonders: 

d   laco8u\  1      /  .du  .      \  ,^. 

3~    =  — ^—  {  —asinu  -z —  eo8  q!  -h  a  cos u 8tn w]  (9) 

d(p\  co8(p  I      cos^  g)  \  d  (jp       ^  / 

Setzt  man  hier  (5)  ein,  und  berücksichtigt  V^  =  l-\-rj^  nach  (6),  so  wird : 

=770- \-t-\-r^t\  (10) 

Wenn  man  nun  (5)  nochmals  ableitet,  so  hat  man  zuerst  wegen  (8): 

d2  M  _  21/2    acosu         1      d   (acosu\ 

d^~  Vi     cosqt  "*"  F2  5^  \  cos  gp  y 
Setzt  man  den  bereits  in  (9)  vorbereiteten  Wert  ein,  so  erhält  man: 

(i2u_    1    oicosuf  asinu\  ,,.. 

Als  Vorbereitung  der  nächsten   Ableitung  hievon  behandeln   wir  zuerst  den 
letzten  Teil,  und  finden  in  ähnlicher  Weise  wie  oben  bei  (9)  und  (10): 
J 
d 
Nun  giebt  (11)  weiter: 
(J8  u      ^rß  ^  acosu  (       .   „ ^      asinuX 
a  <)p3       Fö       cos  (ff  \  '  coscf  j 

1      d   faeos 


d    (asinuX        l    lfaco8u\^     asinu  ^..         ^\  .^«x 


V^  d(p\  cos 


i(f  /  \  cos<f  J 


V^    cosq:    y  '         '  '  ^         ^      dq>\cosq>  J] 


(13) 


Da  wir  bei  der  dritten  Potenz  stehen  bleiben  wollen,  handelt  es  sieh  jetzt 
darum,  alle  die  Substitutionen  zu  machen,  welche  bei  (8)  und  (4)  durch  ]  angedeutet 
sind,  d.  h.  <)p  =  P,  u  =  Q  SU  setzen.  Es  ist  aber  nach  (14)  und  (17)  §  94.  S.  489 
astnQ^  sinP  und  acosQ  =  VcosP,  und  daraus  folgt: 

« smu  1  ^  ^  astnu-l  ^  ^  acastr^  ^  ^ 

sinqi  j  coscp  j  cos  gp  J 
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und  dieses  in  (10)  und  (12)  gesetzt,  giebt  (da  K«  =  1  + 1^^  ist) : 

3 I  =  ~  3 I  =  1  -f-  <2  (15) 

dqr    co«g)J        V  dqp    cos  qpj  ^    ' 

Wenn  man  diese  (14)  and  (15)  in  den  drei  allgemeinen  Ableitungen  (5),  (11) 
und  (13)  einsetzt,  so  ziehen  sich  diese  Ableitungen  sehr  zusammen,  und  wenn  man 
alles  gleichartige  zusammen  ordnet,  so  erhält  man: 

^]  =  ^(l-«^  +  '^-^4,;2««)  (17) 

Mit  diesen  (16)  und  (17)  kann  man  die  Formel  (4)  zoaammensetzen : 

Auf  ähnlichem  Wege  wie  diese  Reihe,  welche  nach  Potenzen  von  p  fortschreitet, 
kann  man  auch  die  umgekehrte  Reihe  (3)  finden,  welche  nach  Potenzen  Ton  q  fort- 
schreitet und  jp  bestimmt;  indessen,  wenn  wir  nicht  weiter  als  bis  zur  dritten  Ord- 
nung gehen,  bekommen  wir  die  umgekehrte  Reihe  auch  dadurch ,  dass  wir  geradezu 
die  Reihe  (18)  stufenweise  umkehren  (ygl.  §  29.  S.  179—181).  In  erster  Näherung 
giebt  (18): 

pr^g  F— ~g2i;2t     ,     p^  =  ^  V^ -^^  q^  V  f^t -h 

Dieses  jp^  und  pS  =  ^8  v\  in  (18)  eingesetzt,  und  alles  nach  gleichen  Potenzen 
geordnet,  giebt  sofort: 

p  =  ^F-|-,;232«  +  l^(-l^t2-.,^  +  5,72t2)g8  (19) 

In  den  Reihen  (18)  und  (19)  sind  p  und  q  in  analytischem  Masse  verstanden ; 
wir  wollen  nun  statt  dessen  die  unabhängige  Veränderliche  p  in  (18),  q  in  (19)  in 
Graden ,  und  die  Funktion  q  oder  p  in  Sekunden  zählen ;  dann  nehmen  die  Reihen 
(18)  und  (19)  folgende  Formen  an  (welche  (6)  und  (5)  S.  485  entsprechen): 

3600         3600  3  jy«  t    ,      3600    t    ,     .      ,.        «      .    o  *9x  ^       ,oan 
«="7-^^-^--2-  F3-^--^o2  2-K5(-l  +  ^'-^/'-4'?'**)l^       (20) 

p^^mVq^^^\riitq^^^^lf^(^\^t^^rl^^hriit^)^      (21) 

Wenn  man  hier  die  Coäfficienten  mit  den  Eonstanten  von  g  94.  ausrechnet,  so 
bekommt  man: 

q  =  3595,566  945  p  -h  0,304  138  6587  p^  -  0,000  946  265  801  p3  n-  . . .         (22) 
p  =  3604,438  521  q  —  0,305  264  9836  q^  -^  0,001  002  642  525  gS  ^  . . .         (23) 

Wenn  man  diese  Reihen  als  konvergierend  und  mit  der  dritten  Potenz  ab- 
brechend behandeln  will,  so  braucht  man  die  Coefficienten  nicht  mit  so  vielen 
Stellen ;  wir  haben  jedoch  viele  Stellen  ausgerechnet  zur  Vergleichung  mit  den  Zahlen- 
angaben von  Gauss,  welcher  in  Art.  6.  und  Art.  8.  der  Untersuchungen  über  Gegen- 
stände der  höheren  Geodäsie  die  Reihen  bis  zur  fflnften  Potenz  ausgeführt  giebt 
Insbesondere  die  zur  Tafel-Berechnung   von  Gauss  angegebene  Reihe  von  Art.  8.  ist 
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p  —  q=    443,852122 


100 


-3952,649  780  (^y* 
-f  1002,642  506  L 


100/ 

looy 

5 


bieza 


H- 4119,589  282  [. 

-431.181  628  (j?J 

Die  Anwendaug  dieser  Reihe  auf  q  = 
M  =  Q  4-  2  =  45<»  40'  0" 
q  =  ^lo 

—  31,069  995" 
— 14,957  984 

—  0,343  906 
+  0,098  911 
4-   0,000  725 

p-^q  =  —  46,272  219 
p=z  —  7o    0'  46,272  219" 
P  =  52<>  42'     2,53251" 
(p  =  F-^p  =  45*^  41'  16,26029" 


[3.484  6769-820] 
[3.001 146M21] 
[3.614  8539-196] 

[2.634  661] 

7°  und  g=  4-7°  giebt: 

59°  40*  0" 

«  =  4-7° 
4-31,069  965 
— 14,957  984 
4-  0,343  906 
+  0,098  911 
—   0,000  725 

4-16,554  07? 

4-    7°    0'  16,554  073" 
52°  42*    2,53251" 
59°  42'  19,08658" 


(24) 


Diese  Werte  liegen  bereits  jenseits  der  Grenzen  der  Qaass  sehen  Tafel,  von  der 
wir  einen  an  den  Grenzen  etwas  erweiterten  Aaszug  auf  Seite  [60]— [61]  des  Anhangs 
gegeben  haben. 

Da  das  letzte  Bechnungsglied  immer  noch  0,0007"  ausmacht,  und  die  Kon- 
vergenz nicht  sehr  stark  ist,  kann  man  schliessen,  dass  fOr  die  Genauigkeit  von 
0,00001",  welche  Gauss  seiner  Tafel  gegeben  hat,  die  Werte  «  =  — 7°und5=4-7° 
als  ftusserste  Grenzen  zu  betrachten  sind. 


§  97.    Selben- Entwicklung  ffir  das  Yergrosserangs-Yerhältnls. 

Das  Vergrösserungs- Verhältnis  ist  nach  (10)  §  93.  S.  487: 


A  acosu  _ 
m  = —  V 


(1) 
c    cosqi 

In  der  Normalbreite  <p  =  P  (und  u  =  Q)  ist  dieses  Verhältnis  m  =  1;   und 

wenn,  wie  bisher,  irgend  eine  Breite  auf  der  Kugel  u  =  Q  -i-  q  gesetzt  wird,  so  wird 

für  irgend  eine  solche  Breite  sich  das  Verhältnis  m  als  Funktion  von  q  darstellen 

lassen,  oder  die  Reihe  für  logm  habe  zunächst  diese  Form: 

,  d  log  m"l  d^logm']q^       cßlogm'l^  ,^. 

Da  aber  die  beiden  ersten  Ableitungen  von  logm  gleich  Null  gesetzt  wurden 
(4)  und  (5)  §  94.  S.  488),  so  zieht  sich  (2)  zusammen  auf: 


logm 


^  rf8^%m-jg3  ^^^^ 


JordftD,  Handb.  d.  YermeMiiiigskande.    4.  Aufl.    IIL  Bd. 
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Hieza  haben  wir  von  (10)  §  94.  S.  489  die  zweite  Ableitung: 
cfilogm  _  —ä^-h  Vi  cos^  qt -\-  a  sin  (p  sin  u  __  Z 


(5) 


also  weiter •  ^^J^^  -  JL  f ^ ^^_ ^Ä z] 

also  weiter.  ^^3      -j^\^^^^       ^^^j 

Wenn  man  nachher  wieder  die  Substitutionen  für  die  Normalbreiten  Q  und  P 
nach  (14)  §  96.  S.  495  zu  machen  hat ,  wird  man  finden ,  dass  der  Z&hler  Z  in  (4) 
verschwindet,  es  bleibt  also  nur  von  (5): 

Da  auch  a^  im  Zähler  Z  von  (4)  konstant  ist,  handelt  es  sich  also  nur  noch  um : 

iL  7  H 

-     =  -3—  ( V^  eo8^  Of  -h  asinwsinu) 
du       du^  ^ 

=  [2  V  —  co«2  (p  —  2  V^cosq)  sin  qf  |  y^  -i-  a  cos  (p  ^^  sin  u  -{-  a  sin  <p  cos  u    (7) 

Dabei  ist  nach  (8)  und  (7)  §  94.  S.  489  zu  beachten  mit  tangq  =  t: 

dV  172  ,     d  qp       V^cosw 

=  —  ;- 1     und      T^  =  -^ 

dcp  V  du        acosu 

Dieses  in  (7)  eingesetzt  giebt: 

,       ft    o  .        o  ft  rr«  .        .    F2  CO»  flp  V^cosw. 

(—2rflt  cos2  w  —  2  V^  cos  q>  stn  w) -^  acosw sin  u -{- a  sin  qi  cos  u 


Nun  muss  man  wieder  die  Substitutionen  (14)  §  96.  S.  495  machen,  wodurch 

K^2   QQß  (D 

-  =  V  wird,  und  die  vorstehende  Gleichung  giebt  dadurch  mit  i  =  tangq>: 
acosu  ®  * 

dZ^ 

dt 


y—  I  =  —  2  Vrj^t  cos^  qp  —  2  V^  cos  qt  sin  (p  -^  a  cos  q  V  -i-  a  sin  q  cos  u 


COS^  OD  1 

(14)  §  96.  S.  495  berücksichtigt,  dass  — ^^  =      ^  »  so  wird  man  vollends  erhalten 


Wenn  man   weiter  den  Nenner  N=ä^cos^u  aus  (4)  zusetzt  und  wieder  von 
rücksichti 

^%ml      _^252^  1  1 

und  mit  1^2  =  1  -|-  1^2  rieht  sich  dieses  zusammen,  wobei  nun  t  =  tang  P  wird : 
dßlogml       — 4 172  4 192 

Die  gesuchte  Keiho  für  log  m  ist  daher  nach  (3) : 

2  «2 
logm  =  —     '  tq^-hq*...  mit  t  =  tang P  (9) 

Wenn  man  hiebei  stehen  bleiben  will,  d.  h.  wenn  man  q^  und  p^  vemach- 
l&ssigen  will,  so  kann  man  leicht  auch  logm  in  p^  ausdrücken,  denn  da  nach  (19) 
§  96.  S.  496  in  erster  Näherung  p  =:  q  V  ist,  kann  man  (9)  auch  so  schreiben : 

2  tß 

logm  =  —-^^tjß-\-..,  mit  t  =  tang P  (10) 


3  F4 
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§  97.  Reihen-Entwicklang  für  das  Yergrösserangs-Verhältnis.  4^9 

In  (9)  und  (10)  bedeutet  log  den  natürlichen  Logarithmus;  will  man  also  ge- 
wöhnliche Brigg  sehe  Logarithmen  haben,  so  muss  man  noch  den  Modulus  f/i  zusetzen, 
and  wenn  man  zugleich  die  Formeln  für  q  oder  p  in  Graden  einrichten  will,  so  muss 
man  noch  mit  q**^  dividieren;  d.  h.  man  erhält  aus  (9): 

'^^*"  =  -^|-  F*«'  mit  t  =  tangP  (11) 

Die  Ausrechnung  mit  den  Konstanten  von  (25)— (28)  §  94.  S.  491  giebt  für 
Einheiten  der  siebenten  Logarithmenstelle: 

% m  =  —  0049  796 165 g3  4-  . . .  (12) 

Auf  gleiche  Weise  erhält  man  von  (10): 

logm  =  —  0049  612  4Z4jß-h...  (13) 

In  Art.  7.  und  Art  9.  der  ^Untersuchungen  über  Gegenst.  d.  höheren  Geodäsie* 
hat  Gauss  diese  Entwicklungen  bis  zur  sechsten  Potenz  fortgesetzt,  wodurch  erhalten 
wurde: 


Zo^ m  =  —  4979616394  (^oö)^-  16150-3076  L^^^  —  23973*954  L^^ 


— 125  671-0  (^y 


(14) 


[lOOj 

Dabei  ist  g  in  Einheiten  von  1^  und  logm  in  Einheiten  der  1^^  Dezimale  des 
Logarithmus  gezählt.  Unsere  Formel  (12)  ist  also  nur  die  erste  Näherung  der  Gauss- 
sehen  Formel  (12a),  nach  welcher  die  Gauss  sehen  Werte  logm  unserer  Anhangstafel 
Seite  [60]— [61]  berechnet  sind.  Beispielshalber  nehmen  wir  für  g  =  —  4®  oder 
IC  =  46*» 40'  und  für  g  =  -h  4^  oder  u  =  58*» 40'  aus  jener  Tafel  logm=-h  10559 
uud  logm  =  —  10-990,  während  die  Näherungsformel  (12)  in  beiden  Fällen  nur  giebt 
%  w  =  + 10-7  und  =  — 10-7. 

Bisher  haben  wir  immer  nur  log  m  behandelt,  eine  Formel  für  m  selbst  erhalten 
wir,  da  in  (9)  und  (10)  natürliche  Logarithmen  gelten,  sehr  einfach  hieraus: 

»»=l~|-^tg8  +  ...    oder    m=l-.A^^ti>8  (15) 

und  umgekehrt  (wobei  immer  t  =  tang  P  bedeutet) : 

-  =  l  +  i$*2'     o^er     1  =  14-1-^*2,8  (16) 

m  3r*  m  d   V^    ^  ^    ' 

Bedukiian  von  Entfernungen. 

Der  Wert  m  gilt  nur  für  unendlich  kleine  Entfernungen ,  d.  h.  wenn  d  8  eine 

kleine  Entfernung  auf  dem  Ellipsoid  und  ds  die  entsprechende  Entfernung  auf  der 

Kugel  bedeutet,  so  ist 

m  =  -3-^     oder     dS  =  —  ds 
dS  m 

und  um  auch  endliche  Entfernungen  s  und  S  vergleichen  zu  können,  hat  man  diese 
Gleichung  zu  integrieren,  ähnlich  wie  schon  in  §  50.  S.  282  und  in  §  85.  S.  455 
geschehen  ist 

Zu  diesem  Zwecke  zählen  wir  die  sphärische  Breiten-Differenzen  q  von  einem 
Werte  qi  an,  welcher  dem  Anfang  des  ganzen  Bogens  s  entspricht  und  die  Länge  des 
Bogens  a  selbst  zählen  wir  ebenfalls  vom  Anüang  an  mit  +  o;  in  dem  Azimut  ßi» 
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Da  der  Kagelhalbmesser  ^  A  ist ,  haben  wir  die  Breiten-Differenz  9  —  g^  als 
eine  Reihe  nach  Potenzen  von  x  mit  dem  Ansgangs-Azirnnt  ^i^  d.  h.  wir  können  daza 
die  früheren  allgemeinen  Beihenentwicklangen  von  §  64.  benützen,  d.  h.  wir  haben 

Ton  (27)  S.  359  mit  u  =  —  c(w  jf^i  nnd  mit  v  =  -    sin  ßi : 
A,  A, 

X  «B^ 

Breitendifferenz        3  —  ?i  =  -|-  c<w  i^i  —  h  ^2  ^*"*  ^^  '^"^  (^  "*"  ^^ 

Es  genügt  für  das  Folgende  zu  wissen,  dass  dieses  eine  quadratische  Fnnktion 

von  X  ist,  und  dass  damit  auch  —  nach  (16)  sich  in  eine  nach  steigenden  Potenzen 

von  X  fortschreitende  Reihe  entwickeln  lassen  wird,  ganz  ebenso  wie  bei  einer  früheren 

ähnlichen  Betrachtung  von  §  85.  sich  der  Ausdruck  —  als  eine  Potenzreihe  a-\-  ßl 

tn 

4-  /  /^  +  . . .  auf  8.  456.  oben  darstellen  liess. 

Das  genügt  auch,  um  die  Beziehung  zwischen  einer  auf  dem  Ellipsoid  liegenden 
geodätischen  Linie  8  und  ihrem  Abbilde  a  auf  der  Kugel  durch  eine  Beziehung  dar- 
zustellen, welche  der  fr&heren  (31)  §  85.  S.  457  oder  auch  (16)  §  50.  S.  282  ent- 
sprechend, in  erster  Näherung  so  lautet: 

8        o  \»ni        Wo        fn%j 
wobei  m|  das  Yergrüsserungs-Verhältnis  am  Anfang,  m^  in  der  Mitte  und  m^  ftm  Ende 
bedeutet. 

Wenn  die  verschiedenen  m  nicht  sehr  verschieden  sind,  so  kann  man  noch  mehr 
genähert  rechnen,  und  z.  B.  logarithmisch  kurz  so  nehmen: 

logs-hg8J-'3-^>-±^^'^-^  (18) 

Das  ist  auch  dasselbe,  wie  wenn  man  schreibt: 

|r  =  y^wj  (19) 

Dazu  sei  auch  nochmals  bemerkt,  dass  iS  die  geodätische  Linie  auf  dem  Ellipsoid 
und  8  die  entsprechende  Linie  auf  der  konformen  Kugel  vom  Halbmesser  A  ist. 


§  9&    Azlmnt-Bednktion. 

Wenn  zwei  Punkte  des  Ellipsoids  auf  die  Kugel  konform  abgebildet  sind,  so 
kann  man  auch  die  Verbindungslinien  beider  Punkte  in  Betracht  ziehen,  und  zwar 
denken  wir  uns  auf  dem  Ellipsoid  beide  Punkte  durch  eine  geodätische  Linie  und  auf 
der  Kugel  durch  einen  Grosskreisbogen  verbunden. 

Man  darf  aber  nicht  annehmen,  dass  nun  der  Grosskreisbogen  schlechthin  die 
Abbildung  der  geodätischen  Linie  sei;  das  ist  ebensowenig  der  Fall,  als  dass  bei  der 
ebenen  konformen  Abbildung  von  §  50.  die  Gerade  in  der  Ebene  als  Abbildung  des 
Grosskreisbogens  genommen  werden  dürfte,  und  wir  werden  eine  ähnliche  Betrachtang 
wie  bei  Fig.  5.  S.  281  oder  Fig.  2.  S.  453  nun  auch  für  die  Eugelabbildung  anzustellen 
haben. 
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In  nebenstehender  Fig.  1.,  welche  sich  ant  die  Kugel  bezieht,  betrachten  wir 
zwei  von  dem  Ellipsoid  herübergetragene  Pankte  mit  den  Kngelbreiten  u  nnd  u'  und 
dem  Längen  -  unterschied  a  l.    Der  mit  K  bezeichnete  Fig.  i.  (Engel). 

Verbindnngsbogen  sei  grOsster  Kreisbogen  der  Kugel,  N 

und  ausserdem  haben  wir  eine  Kurve  G  gezogen,  welche 
das  konforme  Kugel-Abbild  der  geodätischen  Linie  des 
Ellipsoids  ist. 

Eine  geodätische  Linie  des  Ellipsoids  bildet  sich, 
wie  schon  zu  Anfang  bemerkt  wurde,  im  allgemeinen 
nicht  als  Grosskreisbogen  der  Kugel  ab,  und  es  handelt 
sich  nun  darum,  die  Azimut-Differenzen  a — ß  und  ß'—  d 
zwischen  dem  Abbild  G  der  geodätischen  Linie  und  dem 
Grosskreisbogen  K  zu  bestimmen. 

Nach  dem  Prinzip  der  Konformität  sind  hiebei 
die  Azimute  a  und  a',  welche  das  Abbild  der  geodä- 
tischen Linie  auf  der  Kugel  zeigt,  gleich  den  Azimuten 
«  und  ci  der  geolätischen  Linien  auf  dem  Ellipsoid,  so  dass  die  Azimut-Differenzen 
a  — j5  und  «'— /^  der  sphärischen  Fig.  1.  das  sind,  was  wir  bestimmen  müssen. 

Unsere  nächste  Aufgabe  wird  sein,   das  Krümmungs- Differential  der  Linie  G 
relativ  gegen  K  (Fig.  1.)  zu  bestimmen,  und  dafür 
haben  wir  mit  Fig.  2.  eine  Differential  •  Figur  zu 
Fig.  1.  besonders  herausgezeichnet. 

Wir  betrachten  mit  Fig.  2.  die  Meridian- 
Konvergenz  ttg  —  «1  für  ein  kleines  Stück  des  Ab- 
bildes der  geodätischen  Linie,  und  die  Meridian-Kon- 
vergenz /?2  —  ^1  für  ein  entsprechendes,  zwischen 
denselben  Meridianen  liegendes  Stück  des  Kreis- 
bogens. Dabei  ist  dl  der  Längenunterschied  auf 
dem  Ellipsoid,  also  ad\  der  entsprechende  Längen- 
unterschied auf  der  Kugel,  wobei  a  die  Längen- 
Keduktionskonstante  nach  (15)  §  94.  S.  489  bedeutet. 

Dazu  bestehen  zwei  Differentialgleichungen: 

Grosskreisbogen  KK  ß^  — ßi  =  dlsincp  (1) 

Ellipsoid  oder  Kugel- Abbild  GG^  CC2  —  ai  ^  adlsinu  (2) 

Also  die  Differenz     d  =  {ß^  —  ßi)  —  («2  —  ai)  =  dl(a sin u  —  sin <jp)  (3) 

Diese  Differenz  ö  ist  die  Krümmung  des  Bogens  GG\  indem  die  drei  anderen 
Seiten  des  unendlich  kleinen  Vierecks  Fig.  2.  als  Grosskreisbogen  keine  geodätische 
Krümmung  haben  und  in  der  Differentialbetrachtung  als  Gerade  zu  betrachten  sind.' 
Es  ist  nämlich  die  Winkelsumme  des  kleinen  Vierecks  von  Fig.  2.: 

(180<>-  ft)  -h  ß^-h  (ISO  —  oa)  -h  ai  =  SeO^-h  {ß^-  ßi)  -  («g-  «i)  =  360«+  d 
und  dieses  stimmt  mit  dem  in  Fig.  2.  eingeschriebenen  Winkel  d,  sowie  mit  der  Be- 
deutung von  d  in  der  Gleichung  (3). 

Zur  schärferen  Begründung  der  Oleiohnng  (8)  nrag  auch  noch  bemerkt  werden ,  dass  der 
Qnerftbetand  y  der  Linien  K  nnd  O  sich  nachher  als  sehr  klein,  nnr  von  der  Ordnung  i^'  «*  q^  zeigen 
wird  nnd  deswegen  kommt  der  sphärische  Excess  des  kleinen  Vierecks,  d.  h.  die  Flächenkrümmung 
neben  der  Linienkrümmung,  nicht  in  Betracht 
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Wir  wollen  nun  mit  Fig.  8.  ein  sphärisches  Coordinatensystem  x  y  annehmen, 

wohei  der  Ereishogen  Qi  Q^  als  o^Axe  die  Bedentang  von  der  Linie  K  in  Fig.  1.  und 

I"»«.  »•  der  Linie  X'  von  Fig.  3.  dieselbe  Be- 

fö        deotnng  wie  die  Linie  G  in  Fig.  1.  hat, 

^  nämlich   konformes   Abbild   der   geo- 

•*         dätischen  Linie. 

^^-^-"^^^'^  ^X.^'^^'^f'  ^*  "**'*  ^^^  *^  ^®°  schon  an- 

^f-*:— —  gegebenen  Grflnden  das  sphärische  Co- 

ordinatensystem  rc  y  in  erster  Nähenmg  wie  ein  ebenes  rechtwinkliges  System  behandeln 
darf,  dürfen  wir  anch  das  bei  (3)  gefundene  Erümmnngs-Differential  zn  der  Gleichnng 
beo  fitzen : 

dx^      dx      ^  ^^  dx  ^  ^ 

Dabei  mossten  wir  die  linke  Seite  negativ  schreiben,  weil  bei  dem  Coordinaten- 
systero  von  Fig.  3.  die  Kurve  L'  gegen  die  rc-Aze  konkav  ist 

l^un  kommt  es  zuerst  darauf  an,  die  Funktion  asinu  —  simp  zu  entwickeln, 
und  dazu  haben  wir  nach  Fig.  3.  und  Fig.  4.  §  93.  8.  488 

qp  =  P-l-p  u  =  Q-^q 

also  nach  der  Taylor  sehen  Reihe: 

sinq)  =  8inP-i'pco8P—~RinP  (5) 

a sinu  =  a sin Q  -i-  a  q cos  Q  ^  a  ^  sin Q  (6) 

Zur  Vergleich ung  zwischen  p  und  q  hat  man  nach  (18)  §  96.  S.  496  die  Reihe: 

«=  f+tÄ^*^^-^  (7) 

Zugleich  beachte  man  auch  die  Grundformeln  für  P  und  Q  nach  (14)  und  (17) 
§  94.  S.  489: 

asinQ  =  8inP      und      acosQ=VcosP  (8) 

Aus  (5)  und  (6)  bekommt  man  zunächst,  da  sich  die  ersten  Glieder  wegen  (8) 
aufheben : 

a8inu  —  sinq)  =  a  q  cos  Q  ^  p  cos  P -h  ^-^^Z^  sin  P  (9) 

Wegen  (8)  und  (7)  ist  aber: 

aqcosQ=  Vcas  pf^^+l^jßtang  P^ 

und  wegen  (7): 

p2=  22^2=32(1-1-178)      oder     p^—q^=~y^ffi 

Damit  kann  man  (9)  zusammensetzen: 

a «tn u  — «m g)  =  -g- ^i>2 sinP-h  -^  ^tj^sinP 

2  »2 
asinu  —  sinq)=^  -^ jß sin P     oder      =2tfiq^stnP  (10) 
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Zurückgreifend  auf  (4)  haben  wir  also  die  Erfimmnngs- Differentialgleichung: 


-U'^^^-^41 


Das  Differential  d  l  der  geographischen  Länge  l  hat  man  nach  der  allgemeinen 
Reihenentwicklung  Ton  (6)  §  74.  S.  893: 

Vsina      dSsina 


dl  = 


(12) 


c  cos  dp       Nco8q> 

Statt  ^5  fQr  die  geodätische  Linie  können  wir  in  unserem  Falle  genügend 
genau  dx  setzen,  und  indem  wir  auch  noch  in  erster  Näherung  qp  =  P  nehmen, 
haben  wir  aus  (11)  und  (12): 


d^y      2i72  ^   . 


(13) 


Dabei  beziehen  sich  JV,  a  und  P  auf  das  Ellipsoid,  und  wenn  wir  zur  Kugel 
übergehen  wollen,  ist  ^=  ^4  V  zu  setzen  (da  N  die  Bedeutung  von  r  in  (24)  §  32. 
8.  197  hat).  Das  Azimut  a  kann  hinreichend  genau  gleich  dem  Kugelazimut  ß  gesetzt 
werden  und  nach  (8)  ist  tangQ=  VtangP,  folglich  giebt  nun  (13)  beim  Übergang 
zur  Kugel: 


wobei  wir  zur  Abkürzung  schreiben  wollen 

21^2 


oder 


A  V^ 
AV 


sin  ß  tang  Q=  F 
sifi  ß  tang  P=  F 


(15) 


(15  a) 


Um  auf  X  überzugehen,  haben  wir  in  erster  Näherung  nach  Fig.  4.  zu  setzen: 


q  =  qi-h  -^cosßi-h, 


also 


gZ  =  q^-^2qi-jC0sßi-h. 


(16) 


Flg.  4. 


Normal-Pbirallel 

Hiebei  ist  qi  derjenige  Wert  von  g,  welcher  zu  dem  Anfangspunkt  Q|  gehört, 
und  22  derjenige  Wert  von  q,  welcher  zu  dem  Endpunkte  Q^  ^^  betrachteten  Bogens  s 
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gehört    In  gleicher  Weise  haben  wir  auch  fttr  das  Arimnt  ß,  welches  der  Breite  q 
and  der  Absdsse  x  entspricht,  nach  (29)  S.  359  mit  v  =^  -^  sin ßii 

ß  =  ßi-h^8%nßitangQi 

OS 

sin ß  =  sinßi'\'  -r  sin ß,  cos ß,  tsmg Qx  (17) 

Man  hat  also  ans  (16)  und  (17): 

q^8tnß  =  qlsin  ßi  -h~-r  (2  qi  sin  ßicos  ßi  -i-qlsinßi  cosßitangQi)         (18) 

Dieses  ist  eine  lineare  Funktion  von  o?,  welche  zur  Torübergehenden  Abkürzung 
so  geschrieben  werden  mag: 

q^sinß  =  f+gx    ,    wobei  f  =  3i« sin^ ft  (19) 

Damit  wird  nach  (14)  und  (15): 


dafi-^^^^''^  (2^) 


integriert: 


-g=-V.,  +  F(r«  +  ^-|^)  (21) 

-y  =  -V;i«-hF(^f-H^f)  (22) 

Dabei  ist  —  ip^bei  (2)  als  Integrations- Eonstante  zugesetzt,  während  in  (22) 
bei  y,  das  mit  x  =  0  yerschwinden  muss,  keine  weitere  Integrations-Eonstante  hinzu- 
kommt. Wenn  x  =  s  wird,  so  muss  y  =  0  und  ,^  =•  —  xf)^  werden,  dieses  giebt  aas 
(22)  und  (21)  folgende  zwei  Oleichungen: 

0=^^,s^F[f'^^g^) 

-»-  ^^2  =  —  ^1  +  ^(/*«  +  ^y) 

Diese  zwei  Gleichungen  dienen  zur  Bestimmung  von  %pi  und  xp^f  und  geben 
nach  xpi  und  xp^  aufgelöst: 

xp^^Fsl^f^-hg^^       oder       =^^U2f-^f+gs)  (23) 

xl;^=.Fs(^~^-hgl^       oder      =  ?^' (^f-^2{f-h gs)^  (24) 

Die  Bedeutungen  von  f  und  g  sind  durch  (19)  zu  bestimmen: 
für  a:  =  0      wird      qi^  sin'^  ß\  =  f 
„    x=s         ,         q2^sifi^ß2  =  f-^9^ 
Diese  zwei  Gleichungen  in  Verbindung  mit  (23)  und  (24)  geben: 

__Fs2q*  sinßi-hqlsinß^  .    _Fs  q\  sin  ßi -h  2  gl  sin  ß^        ^ 

Um  den  Faktor  F  nach  (15)  oder  (15a)  einzuführen,  und  nachher  das,  was 
sich  tabellarisch  berechnen  lässt,  abzutrennen,  fahren  wir  die  Funktion  ein: 

^tangQq^       oder       ^tangPq^=k  (26) 
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Dieses  allgemeine  k  wird  auf  den  Anfangspunkt  nnd  auf  den  Endpunkt  an- 
gewendet mit: 

Jki=5^tan^Pgj2      und       k^=='^tang  Pq^^  (27) 

Damit  gehen  die  Formeln  (25)  und  (26)  in  diese  Formen  Ober: 

ß,-a,  =  ,p,  =*«ii?^.+^««^8^  (29) 

Zur  Anwendung  in  Zahlen  muss  man  die  Funktion  k  nach  (26)  auf  bestimmtes 
Mass  einrichten.  Nehmen  wir  wie  bisher  q  in  Graden  und  dann  die  kleinen  Winkel 
\p  in  Sekunden,  so  hat  man  zu  setzen: 

fc  =  ^  ^tang  Pq^  =  20  TT  ^tangPq^ 

mit  den  Eonstanten  von  §  98.  wird  dieses  ausgerechnet: 

k  =  0,208  259  386  ^2  (log  =  1.798  1798-684) 

Die  hiemach  berechneten  Werte  k  sind  nur  erste  Näherungen,  welche  von  den 
genaueren  Werten  k  der  Gauss  sehen  Tafel  ähnliche  Abweichungen  zeigen,  wie  zwischen 
den  ersten  Näherungen  und  den  genauen  Werten  von  log  m,  welche  wir  bei  (14)  §  97. 
S.  499  zusammengestellt  haben. 

§  99.    Allgemeine  Beziehung  zwischen  dem  Yergrössernngs-Yer- 
hältnis  m  nnd  dem  Krfimmnngs-Dllferential  der  Abbildung« 

Im  vorigen  §  98.  haben  wir  das  Erümmungs- Differential  Ö  des  Abbildes  einer 
geodätischen  Linie  durch  eine  Differentialbetrachtung  in  Fig.  2.  S.  501  aus  den  beson- 
deren Eigenschaften  unseres  Abbildungsfalles  hergeleitet,  und  es  wird  wohl  immer 
möglich  sein,  die  besondere  Art  einer  konformen  Abbildung  zu  Bat  zu  ziehen,  um 
jenes  Erümmungs-Differential  zu  erlangen. 

So  haben  wir  z.  B.  auch  in  §  50.  mit  Fig.  2.  S.  283  und  in  §  85.  mit  Fig.  2. 
S.  453,  und  auch  noch  bei  der  Gauss  sehen  konformen  ebenen  Abbildung  in  §  88. 
S.  472  verfahren. 

Es  giebt  aber  eine  ganz  allgemeine  Beziehung  zwischen  dem  Differential  dm 

und  dem  Erümmungs-Differential  d  =  -^ ,  mit  Hilfe  deren  man,  sobald  m,  das  man 

ja  jedenfalls  haben  muss,  entwickelt  ist,  sofort  auch  Ö  finden  kann. 

Die  allgemeine  Theorie  zur  Bestimmung  von  d  aus  m  ist  von  Gauss  in  Art. 
12.~13.  der  Untersuchungen  über  Gegenstände  der  höheren  Geodäsie  und  in  §.  14.  von 
Schreiber,  Theorie  der  Projektionsmethode  der  Hannoverschen  Landesvermessung,  Han- 
nover 1866,  gegeben,  wobei  beidemal  die  geodätische  Linie  nach  den  Regeln  der 
Variationsrechnung  als  kürzeste  Linie  aufgefasst  wird. 

Eine  mehr  geometrisch  anschauliche  Entwicklung  und  Darstellung  dieser  Bahn 
hat  Professor  Schols  in  Delft  gegeben  in  der  Abhandlung:  Ännales  de  T^cole  poly- 
technique  de  Delft.  Ue  livraison.  Leide,  E.  J.  Brill  1884.  Sur  Temploi  de  la  pro- 
jection  de  Mercator  pour  le  calcul  d'une  triangulation  dans  le  voisinage  de  T^quateur, 
par  Gh.  M.  Schols. 
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In  §  10.  dieses  Werkes  wird  mit  beistehender  Fig.  1.  entwickelt: 

Das  Rechteck  ABC D  des  Urbildes  sei  ans  unendlich  kleinen  geodätischen 
Linien  gebildet,  nnd  werde  konform  abgebildet  in  dem  krummlinigen  Viereck  ah  ed. 
Durch  die  Mitten  e  und  f  der  Seiten  a  h  und  c  d  werden  Linien  gezogen,  in  welchen 
das  Vergrösserungs- Verhältnis  konstant  ist. 

(Diese  Linien  für  konstantes  VergrOsserungs- Verhältnis  m  sind  in  Fig.  1.  punk- 
tiert gezogen,  wobei  auch  bemerkt  sei,  dass  e  die  Mitte  Ton  ah  sein  sollte,  was  in 
dem  Holzschnitt  etwas  verfehlt  dargestellt  ist). 

Wenn  de  der  Parallelabstand  der  beiden  punktierten  Linien  und  ß  deren 
Winkel  mit  a 6  ist,  so  haben  wir: 

'*«•  1-  Die  kurzen  Linien  c  a  und  d  h  werden  ver- 

längert bis  zu  ihrem  Schnitte  o,  so  dass  oa  der 
KrüramangsHalbmesser  der  Kurve  a6  ist,   woraus 

folgt: 

oc  _oa-\-ac  _  cd 

~~  ah 


oa  oa 

also  aus  (l)  und  (2)  zusammen: 

dt        ^        \     de       cd 
co8ß  oa  cosp       ah 


(2) 


(8) 


oa 


Nun  ist  zu  beachten,  dass  Fig.  1  eine  Dilferentialfigur  sein  soll,  dass  also  cd 
und  a  h  unendlich  klein  sind,  dass  also  längs  c  d  und  a  5  das  VergrOsserungs-Verhältnis 
m  als  konstant  gilt,  und  zwar  sei: 

a6  ,  .cd        cd 

nnd      rn  +  dm  =  ^^=^-^ 

cd      m  +  dm      ,      dm 
ahm  m 


AB 


(4) 


Man  hat  also  aus  (8)  und  (4) 

1 


1     dz  _  dm 


oa  eosß  m 

Bezeichnen  wir  den  Erümmungs-Halbmesser  o  a  mit  R  oder  die  Krümmung  mit 
l:  R,  so  haben  wir  also : 

1         dm 


Krümmung 


-cosß 


(5) 


R      mdß 
oder  wenn  mit  logm  der  natürliche  Logarithmus  von  m  bezeichnet  wird: 

1  _dlogm 
R^      dz 

Als  erste  Anwendung  dieser  allgemeinen  Formel  wollen   wir  den  besonderen 
Fall  von  §  50.  S.  281  nehmen  mit: 


Krümmung 


cosß 


(6) 


m  =  l  -h 


oder      log  m  = 


-J?! 


(7) 


2r2       ^"'      2f2 

Die  Richtung  der  e  ist  hier  mit  der  Richtung  y  übereinstimmend,  weil  die  Linien 
für  konstantes  m  nach  Fig.  3.  S.  279  parallel  der  x-Aze  gehen,  und  ß  von  (6)  ist 
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der  Richtungswinkel  t^  Ton  Fig.  6.  S.  288,  es  giebt  also  die  allgemeine  Gleichung  (6) 
in  unserem  besonderen  Falle: 

Krümmung  ^  =  -j^  cos  ti  =  -^  cos  «i  (8) 

Dieses  (12)  stimmt  mit  (28)  Fig.  50.  S.  283,  wenn  man  das  auf  der  folgenden 

dx 
Seite  284  oben  stehende  jy  =  cos  ti  berücksichtigt,  und  auch  das  Vorzeichen  —  ent- 
sprechend der  Lage  des  Coordinatensjstems  einsetzt. 

Nach  dieser  ersten  Anwendung  auf  den  einlachen  Fall  von  §  50.  wollen  wir 
auch  die  Anwendung  der  allgemeinen  Formel  (6)  auf  unseren  Fall  der  konformen  Ab- 
bildung des  EUipsoids  anf  die  Kugel  Tomehmen. 

Dabei  ist  es  zuerst  nOtig,  die  Bedeutung  des  Winkels  ß  aufzusuchen,  d.  h.  des 
Winkels,  welchen  eine  abzubildende  geod&tische  Linie  mit  den  Linien  konstanter  Ver- 
grOsserung  m  bildet,  und  da  in  unserem  Falle  die  VergrOsserung  m  nur  von  der  geo- 
graphischen Breite  abh&ngt,  ist  das  ß  der  allgemeinen  Formel  (6)  entsprechend  90^  —  er, 
wenn  a  das  von  der  Meridianrichtung  an  gezählte  Azimut  ist.    Setzen  wir  ausserdem 

die  Krümmung  1 :  Ä  =  —  ^-^  in  dem  Sinne  von  Fig.  3.  und  Fig.  4.  §  98.  S.  502 

und  503,  so  haben  wir  aus  (6)  zunächst: 

(fiy      dlogm  .  ,  dlogm   .   ^  ,^. 

—  ^-^  =      /     srna      oder      =—/—8%nß  (9) 

djc«         de  dz  *^  ^  ^ 

wobei  die  Azimute  a  und  ß    Ton  Fig.  4.  §  98.  S.  503  hinreichend  als  gleich  ange- 
nommen werden  können.    Weiter  haben  wir  von  (9)  und  (10)  §  97.  S.  498: 

logm  =  -^^^^UmgPp»      oder      ^-j^tangPq^  (10) 

Das  Differential  dz,  welches  in  der  allgemeinen  Formel  (6)  vorkommt,  ist  in 
der  Meridianriehtung  zu  suchen,  d,h.  es  ist  dz  =  Adq,  wobei  nach  (24)  S.  197  der 
mittlere  Krümmungs-Halbmesser  des  Ellipsoids,  welcher  als  Kugelabbildunga- Halb- 
messer dient,  ist: 

A  =  y^      oder  auch      -^  =  p- 

weshalb  man  nun  hat: 

dlogm  __  dlogmdq_  _  258    -.^^  p^ 
dz     "     dq    dz"         V  ^  ^^^^dz 

dlogm  _       Si^Bg«  ^ly«^?«  .^^. 

—^^--'yj^tangP^^-^^^Umgii  (U) 

Dabei  ist  tangQ=  VtangP  gesetzt  nach  (17a)  §  94.  S.  489. 
Aus  (6)  und  (7)  hat  man  also  jetzt: 

Dieses  (8)  stimmt  mit  dem  früheren  (14)  §  98.  S.  503,  womit  also  eine  zweite 
Herleitung  des  Krümroungs-Differentials  gegeben  ist,  aus  welchem  die  Azimut-Reduktionen 
von  §  98.  sich  ergeben. 
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§•  100.    Hllfstafeln  und  Zahlenbeispiele. 

Gauss  hat  eine  aosfQhrliche  Tafel  zur  Reduktion  der  sphärischen  Breiten  auf 
sphäroidische  Breiten  nebst  logm  und  k  berechnet  und  in  den  »Untersuchungen  über 
Gregenstände  der  höheren  Geodäsie*,  erste  Abhandlung  S.  87 — 45  mitgeteilt.  (Carl 
Friedrich  Gauss*  Werke,  IV.  Band,  Göttmgen  1873,  S.  293—300.) 

Auf  Seite  [60]~[61]  unseres  Anhangs  haben  wir  einen  Auszug  der  Gauss  scheii 
Tafel  abgedruckt,  mit  dem  10 fachen  Intervall  ^«  =  10',  {Ju  =  V  bei  Gauss). 
Ausserdem  haben  wir  auf  Seite  [59]  eine  Hilfstafel  zur  Reduktion  der  geographischen 
Längen  mit  der  Eonstanten  a  beigegeben. 

Unsere  Haupttafel  Seite  [60]— [61]  verlangt  Interpolation  mit  zweiten  Diffe- 
renzen, wozu  §  30.  S.  183  Anleitung  giebt.  Damit  bekommt  man  nahezu  dieselbe 
Genauigkeit,  wie  mit  der  Originaltafel  selbst,  so  dass  ffir  einzelne  Fälle  der  Auszug 
als  Ersatz  des  nicht  immer  zugänglichen  Originals  dienen  kann.  Auch  giebt  der  Aus- 
zug eine  bequeme  Übersicht  der  Gesamt-Verhältnisse ;  man  sieht  z.  B.,  dass  logm 
nicht  über  0*1  geht  auf  der  ganzen  breiten  Zone  von  51^  20'  bis  54^  O'.  ÄhnUch 
verhält  es  sich  mit  den  Azimut-Korrektionen,  welche  von  der  TafelgrOsse  k  abhängen ; 
man  kann  also  auf  dieser  ganzen  nahe  3^  oder  rund  300  000  Meter  breiten  Zone  eine 
Triangulierung  sphärisch  berechnen,  ohne  eine  andere  Nebenarbeit  als  das  Verwandeln 
der  Breiten  q)  und  u  durch  Aufschlagen  in  der  Tafel. 

Wenn  die  neuen  Berechnungen  der  trigonometrischen  Abteilung  der  Preussi- 
sehen  Landesaufnahme,  die  wir  schon  in  §  94.  bei  (24)— (25)  S.  490  erwähnt  haben, 
veröffentlicht  sein  werden,  so  werden  diese  an  Stelle  der  alten  Gauss  sehen  Original- 
tafeln  zu  benfitzen  sein. 

Ausser  der  Oftuss  sehen  Tafel  ist  in  neuerer  Zeit  noch  eine  zweite  solche  Tafel  mit  süd- 
licherer Normalbreite,  nämlich  Q  =  46"  86' ,  berechnet  worden  von  Marek  und  Horsky.  Dieselbe, 
welche,  wie  die  Gauss  sehe  Tafel,  die  Bessel  sehen  Erddimensionen  zu  Grunde  legt,  ist  mitgeteilt  in 
dem  Werke  von  liarek:  «Technische  Anleitung  zur  Ausführung  der  trigonometrischen  Operationen 
des  Katasters ,  Budapest  1876* ,  &  262  262.  Einiges  weitere  hierüber  haben  wir  früher  in  der 
„Zeitschr.  f.  Verm.  1877",  S.  40—46  mitgeteilt,  und  einen  Auszug  der  Marek  sehen  Tafel  gab  unsere 
frühere  dritte  Auflage,  Karlsruhe  1878,  8.  408—404. 

Als  Anwendung  der  Gauss  sehen  Theorie  und  der  zugehörigen  Hilfstafeln  wollen 
wir  die  Berechnung  unseres  Jtleinen  sphäroidischen  Normal-Beispiels  (1)  §  73.  S.  391 
nehmen  in  dieser  Form: 

Gegeben:  cp^  =  49*»  30'  0"  (p^  =  50*»  30'  0"  (1) 

/=  lo  0'  0"  (2) 

Gesucht:  oti,  a^  und  s. 
Das  erste  ist,  die  Breiten  cpi  und  (p2  auf  die  Kugel  zu  übertragen,  d.  h.  die 
entsprechenden  Ui  und  u^  aus  der  Tafel  zu  entnehmen.    Von  Seite  [60]  unseres  An- 
hangs haben  wir: 

(p  Differenzen 

49*»  21'  44.31358" 
49«  31'  45,38838"      -MO'  1,07480"     -0,01736" 

10'  0"  =  601,07480" 

=  600" 
qp  =  49°  30'  hat  gegen  die  Nachbarwerte  die  Differenzen: 


u 

490 

20'  0" 

49*» 

30'  0" 

8'  15,68642"  =  -495,68642"  \  .....,..,, 
1'  45,38838"  =  + 105,38838"  |  <^"*»"'^ö" 
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Die  Interpolation  mit  Rücksicht  auf  zweite  Differenzen  gab: 

u  =  49°  28'  14,79882" 
Die  Rechnung  nach  der  Gauss  sehen  Originaltafel  gab  auf  0,00001"  genau  das- 
selbe, n&mlich  die  Zusammenstellung  für  alle  Werte,  die  uns  hier  interessieren: 
Ellipsoid,  <p  Kugel,  u  logm  k 

490  80'  0"  Ml  =  490  28'  14,79881"  1609        2,049" 

50°    0'  0"  49°  58'  11,67462"  0-969        1,462" 

50°  30'  0"  112  =  50°  28'    8,70541"  0525        0,973" 

Aus  den  drei  Werten  logm  bilden  wir  einen  Mittelwert  nach  dem  Gesetze  der 
Gleichung  (17)  §  97.  S.  500,  welcher  in  der  dort  angegebenen  Weise  auch  für  logm 
gilt,  und  in  unserem  Falle  giebt: 

,             1-609  4-  4 X 0-969  4-  0525      ,  ., „  ,, ^ 

log  m  = g =  1*017  (4) 

Der  Längenunterschied  /  =  1  °  0'  0"  wird  auf  die  Kugel  reduziert  durch  Mul- 
tiplikation mit  der  Konstante  a,  bzw.  durch  Benützung  der  Hilfstafel  Seite  [59J  des 
Anhangs,  mit  dem  Ergebnis: 

A  =  a/  =  1°  0'  1,630505"  (5) 

Nun  macht  mau  mit  Uj  und  u^  Ton  (3)  nebst  A  von  (5)  eine  sphärische  Polar- 
Dreiecksberechnung  nach  (4)  und  (5)  §  60.  S.  339,  wodurch  man  erhält: 
Sphärische  Azimute  ßi  =  32°  25'  21,4923"        ß^  =  33°  11'  19,4197"  (6) 

und  log  sin  ~  =  801 5  5452-409    ,    -f  =  0°  35'  37,85453" 

^  =A  —  giebt  log  ti  =  5.121  6104130 
hiezu  nach  (4)  —  log  w  =  — 1017 


%s  =  5.121 6103113    ,    »=132  315,375-  (7) 

Es  folgen  noch  die  Azimut-Reduktionen  nach  den  Formeln  (28)  und  (29)  §.  98. 
S.  505.    Man  hat  hiezu  die  schon  bei  (3)  angegebenen  k  und  die  abgerundeten  Azimute : 
jti  =  2,049"  ifca  =  0,973" 

a,  =  32°  25'  «2  =  33°  11' 

Die  Ausrechnung  nach  den  Formeln  (28)  und  (29)  S.  505  giebt: 

t/;i  =  ai  -  jf^l  =  -h  0,0 189"  =  ij;2  =  a^  —  /?2  =  —  0,0149" 

Diese  Reduktionen  zu  ßx  und  ß^  in  (6)  hinzugefügt,  geben  die  sphäroidischen 
Azimute : 

«1  =  32°  25'  21,5112"  «g  =  33°  11'  19,4048"  (8) 

In  diesen  (7)  und  (8)  besteht  die  Auflösung  der  gestellten  Aufgabe,  und  diese 
(7)  und  (8)  stimmen  auch  hinreichend  überein  mit  den  entsprechenden  Zahlenwerten 
von  §  73.  (1)  S.  391. 

§  101«    Doppel- Projektion  der  Prenssisehen  Landesanfnahme. 

Die  Gauss  sehe  konforme  Abbildung  des  Ellipsoids  auf  die  Kugel  ist  zu  einer 
wichtigen,  praktischen  Anwendung  gebracht  worden  durch  General  Schreiber  bei  der 
trigonometrischen  Abteilung  der  Preussischen  Landesaufnahme. 
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101. 


AU  Qaellenflcbrlften  taiefär  Bind  sa  oiüeren : 

.VerhaDdltingeD  der  1887er  Konferenz  In  Nizza  der  perm.  Komm.  d.  intern.  Erdm. »  Berlin 
1888,  Annex  Xb*",  8.  10-12,  and  frähere  Mitteil nug  in  Jordan-Steppe«  »Deutschef  Vermeunngtweaen, 
1882,  L",  S.  151— 15i.  Weitere!  tat  auoh  oiUert  und  erlintert  in  .ZeitMshr.  t  Yerm.,  1886*,  B.  25S-256, 
und  .Zeitachr.  t  Verm.,  1889',  8.  8-14. 

Namentlich  y.  Sehmidt:  Projektionamethode  der  trlgonometriachen  Abteilang  der  KöoigL 
Preoaa.  Landeaaufnahme,  .Zeitachr.  t,  Yerm.,  1894*.  8.  885-401  and  B.  409—418. 

Et  mag  auch  hier  nochmals  an  das  erinnert  werden ,  was  wir  schon  in  §  59.  8.  880—832 
hiesu  angegeben  haben. 

Wenn  man  nach  der  Oaoss  sehen  Theorie  das  fiUipsoid  auf  eine  Kog^l  ab- 
gehildet  hat,  so  dass  jedem  Pankte  mit  der  Länge  l  and  der  Breite  <p  anf  dem  Ellip- 
soid,  ein  Pnnkt  mit  der  Breite  u  and  der  L&nge  X  aaf  der  Engel  entspricht,  so  kann 
man  mit  diesen  sphärischen  geographischen  Coordinaten  u,  X  beliehige  sphärische  Um- 
wandlangen vornehmen,  z.  B.  daraas  sphärische  rechtwinklige  Coordinaten  x,  19  ab- 
leiten, and  diese  letzteren  Coordinaten  kann  man  wieder  konform  in  ebene  rechtwink, 
lige  Coordinaten  x,  y  ahhilden. 

Dieses  ist  das  System  der  Doppel-Projektion,  welches  für  die  trigonometrische 
Abteilang  der  Preassischen  Landesaufnahme  angenommen  worden  ist 

Als  Vorbereitang  hieza  haben  wir  bereits  in  §  50.  und  in  §  85.  manches  gehabt, 
was  nan  weiter  anszaffihren  ist. 

/.    Bereitung  der  sphärischen  reehttoinkligen  Coordinaten  x,  9. 
In  Fig.  1.  haben  wir  die  Gaasssche  Engel,  vom  Halbmesser  A  (nach  §  94. 
S.  489),  and  daranf  einen  Meridian  T  0  T',  von  welchem  die  Längen  X  gezählt  werden. 

Lrgend  ein  Pankt  F  habe  von  diesem  An- 
fangs-Meridian an  gezählt,  die  Länge  A,  nach 
Osten  positiv,  and  femer  die  Breite  u.  Derselbe 
Pankt  habe  aach  die  rechtwinkligen  Coordinaten 
a;,.9  in  Bezag  aaf  den  Ursprnngs-Meridian,  in 
welchem  der  Nallpankt  0  mit  der  Breite  Uo  an- 
genommen wird.  Die  Ordinate  t^  liegt  aaf  einem 
Bogen  Q Q'  rechtwinklig  zu  TOT'  and  bestimmt 
aaf  r  0  die  Fasspanktsbreite  uj  des  Pnnktes  />. 
Wir  betrachten  aach  einen  Parallelbogen  xa 
T  0  T\  am  die  Meridian-Eonvergens  /  zar  An- 
schaaang  za  bringen,  welche  in  dem  Pankte  F 
gegen  den  Anfangs-Meridian  stattfindet 

Wenn  wir  nan  die  Anfgabe  stellen,  aas 
gegebenen  t/Q,  u,  A  die  rechtwinkligen  Coordi- 
naten a;,  1),  nebst  der  Meridian- Eonvergenz  y  za  bestimmen,  so  liefert  ans  die  sphä- 
rische Trigonometrie  sofort: 

tangu  u%—Uq  ,,^ 


Fig.  1. 
Kngel  mit  dem  Halbmesaer  A. 

T 


sin  -~7  =  sin  Xcosu 


(2) 


lang  y  =  tang  X  sin  u  (3) 

Diese  Formeln  werden  wir  in  dieser  geschlossenen  Form  benutzen,  and  nidit 
in  Reihen  entwickeln,  weil  es  sich  am  grosse  Werte  x  and  1^  handelt,  bei  welchen 
die  Entwicklang  viele  Glieder  haben  müsste. 
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//.    Konforme  ebene  Abbildung  der  rechtwinkligen  Coordinaten, 

In  Fig.  2.  haben  wir  wieder  dieselben  Verhältnisse,  wie  in  der  vorhergehenden 
Fig.  1.,  jedoch  mit  zwei  Punkten  F  und  G,  welche  bzw.  die  rechtwinkligen  Coordi- 
naten  x,  ^  und  a:^,  t^'  haben. 

Fig.  2. 
Kugel  mit  dem  Halbmesser  A, 

T 


Flg.  8. 
Ebene. 


Fig.  8.  zeigt  ein  ebenes 
Abbild  Ton  Fig.  2.,  wobei 
zuerst  der  Anfangs-Meridian 
TEDOT'     wieder     als 

TED  0  T  erscheint,  und  /  ^^   ^ — ^-v^^  \  e 

zwar  in  unveränderter  Grosse,  1  /^J^T!^  \W  D 

so  dass also  0  DE  in  Fig.  2. 
und  in  Fig.  8.  in  gleichen 
Massen  dargestellt  sind, 
namentlich  auch  OD  =  0D 
und  D  E=  DE  in  beiden 
Figuren. 

Da  der  Punkt  D  die 
Breite  ux  und  0  die  Breite  Uq 
hat,  erhält  man  die  Abscisse 
X  des  Punktes  D  und  aller  Punkte  auf  der  Ordinate  D  F  aus  der  Differenz  U|  —  «o  • 


rc  =  (ui  —  uq)  — 


(4) 


wobei: 


/oö--  =  1.490  6022-671 


und      wo  =  52<>40'0" 


Die  Ordinatenlinie  D F'  und  EG'  in  Fig.  8.  sind  geradlinig  rechtwinklig  zu 
TT'  gezogen,  und  die  Ordinatenlängen  DF'  =^y  und  EG'  =  1/  sollen  so  gewählt 
werden,  dass  die  Abbildung  konform  wird,  d.  h.  so  dass  die  beiden  rechtwinkligen 
Dreiecke  FGH  und  F' G'  E\  die  wir  nun  als  unendlich  klein  annehmen,  einander 
ähnlich  werden.  Hiezu  ist  nOtig,  dass  zwischen  den  Katheten  ein  konstantes  Ver- 
hältnis besteht: 

F'  H'       E'  G' 

'hg^'^  (^) 


Hiebei  ist: 


Daraus  folgt: 


FE 
F'H'  =  dx 


FH=dxco8^ 
A 


dy=- 


H'O'  =  dy 
,      HG  =  d^ 

-dy 


COS 


(6) 


(7) 


■    M 
2A 


(8) 


Die  Integration  dieser  Gleichung  giebt: 
y  =  --  log  lang  (45 

wobei,  wie  gewöhnlich,  11  der  logarithmische  Modulus  ist  Nachdem  die  Beziehung 
zwischen  9  und  y  bestimmt  ist,  hat  man  auch  das  VergrOssorungs- Verhältnis  m  nach 
(4)  und  (7): 

(9) 


dy  ^ 

d\^  A 
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Diese  Fanktion  kann  man  in  eine  Reibe  entwickeln,  wie  schon  in  §  85.  S.  451, 
452  gezeigt  wurde,  namentlich  nach  (5)  S.  452,  wobei  nun  statt  r  der  Wert  A  ge- 
nommen wird: 

Dabei  ist  ^  linear  (in  Metern)  vorausgesetzt;  wenn  man  aber  X^  in  Winkelmass 
hat,  was  durch  \f'  (d.  h.  ^  in  Sekunden)  ausgedrückt  sein  soll,  so  hat  man  (10)  ao 
zu  schreiben: 

oder:  «  =  —  0"-+-    ^    0"3 -h    —  ö"^ 

und  mit  ausgerechneten  Cofifficienten-Logarithmen : 

y  =  [1.490  6022-671]  x('  -f-  [0.083  6007-5]  ^"8  ^  [8.85269]  lj"5  (Ha) 

Statt  der  Reihe  (11)  kann  man  auch  eine  Reihe  entwickeln,  welche  y  als  Funk- 
tion von  sin  ^  giebt.    Nach  §  28.  S.  172  ist  die  arc  «m-Reihe : 


A 

■    9       1 

also  nach  (10): 

y 

A 

1  .     "^ 

1 

+  -6' 

jm3  \ 

A 

-i^'-l) 

..A(..,|^ 

y 

h 

=  A  sin  -- 
A 

-i- 

A 

-T-^-'J 

i-*'l) 


1  . .  9 


(12) 


und  mit  ausgerechneten  Co^fißcienten- Logarithmen : 

y  =  [6.80502  74003]  sin  \  -f- [6.327 9061] sin^ \  -f  [6.10606] sin^  \        (12a) 

Diese  EntwickluDg  bis  zur  fünften  Ordnung  ist  ausreichend  für  Abstände  etwa  bis  zn  3^ ; 
für  weitere  Ausdehnung  ist  eine  Entwicklung  von  Schols  gegeben  in  dei  Abhandlang:  Annales  de 
röoole  polytechDique  de  Delft,  Ire  livraison,  Leide,  1884.  8ur  l'emploi  de  la  projection  de  Mercaior 
pour  le  oalonl  d'une  triangulation  dans  le  voiainage  de  l'öquatenr»  par  Ch.  M.  Schols.  Bis  zur 
Uten  Ordnung  giebt  Schols  §  25.: 

__  1  J^        1  J(»^        61     )f_        277^  _5»^         50521     ^»t 

^^ "" '   •"  6    A«  "^  24  .4*  "^  5040  Ä*  "^  72576  A»   "^  39916800  A«» 
und  die  Umkehrung: 

'       ^       6    A»"  "^  24  A*        5040  A«  "^  72576   A»        S991680Ö  A«» 

Schols  giebt  auch  die  UmkehruDg  unserer  Formel  (12)  bis  zur  11.  Ordnung  und  noch  vieles 
iDteressante,  was  auch  zu  unserem  früheren  §  85.  in  Beziehung  steht 

Alles  weitere,  was  für  die  Preussische  Landesaufnahme  gebraucht  wird,  haben 
wir  schon  in  §  50.  und  in  §  85.  entwickelt  und  es  ist  nur  noch  zu  bemerken,  dass 
der  dort  mit  r  bezeichnete  Kugel-Halbmesser  nun  überall  durch  A  zu  ersetzen  ist, 
mit  log  A  =  6.805  0274-003  nach  (35)  §  94.  S.  491. 

Wir  wollen  die  Anwendung  der  besprochenen  Theorieen  an  unserem  schon  mehr- 
fach benützten  hannoverschen  Beispiele  Agidius-Wasserturm  zeigen  (vgl.  S.  309,  814 
und  Fig.  3.  S.  815). 
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Diese  beiden  Punkte  haben  folgende  geographische  Goordinaten  im  Systeme  der 
Landesaufnahme. 

Breite  Lknge  L  i  =  i3l® 

Ägidius  g)2  =  52*  22'  14,9611"    Xg  =  27*  24'  24,6290"    Zg  =  —  3*  35'  35,8710"  \ 
Wasser-  [  (13) 

tonn    (pi  =  52*  21'  49,9080"    L^  =  27*  22'  25,0168"    /^  =  —  3*  37'  34,9832"  ) 

Differenzen  -h  0*  25.0531"  -+-  V  59,6122"        =        -hl'  59,6122" 

Die  Reduktion  auf  die  Gauss  sehe  Kugel  geschieht  bei  qp  durch  Anwendung  der 
HUfstafel  Seite  [61]  (bzw.  der  Gauss  sehen  Originaltafel),  und  bei  l  durch  Multipli- 
kation mit  der  Konstante  a  =  1,000  452  918,  bzw.  nach  der  hiezu  gehörigen  Hilfstafel 
Seite  [59].    Man  findet  auf  diese  Weise : 

Ägidius         U2  =  52*  20'  13,92412"  Xg  =  —  8*  35'  41,22966" 

Wasserturm  t<i  =  52*  19'  48,90327"  ^^  =  ~3*  37'  40,89604' 


5"  I 
1"  I 


(14) 


Differenzen  +0'  25,02085"  -h  0'  59,66638" 

Für  die  weitere  Rechnung  nach  den  sphärischen  Formeln  (1)  und  (2)  wollen  wir 
eine  kleine  Zeichen&nderung  machen,  nämlich  die  Fusspunktsbreite,  welche  in  Fig.  1. 
und  in  den  Gleichungen  (1)  mit  ui  bezeichnet  ist,  soll  nun  mit  ti'  bezeichnet  werden, 
also: 


^           cosX 

.,-.. 

(15) 

sin  -^  =  sin  Xcosu      , 

tangy=:i  tangXsinu 

(16) 

Hiemach  ist  berechnet: 

Ägidius 

Wasserturm 

«2' =52*  23' 36875" 

ui'  =  52*  23' 9,01197" 

%  «in  ^]  =8.583  3160-272 

to^5tn^  =  8.587  3764060 

^2^  =  2*  11' 44,00948" 

^ß  =  2»  12' 58,29036" 

(17) 

=  7904,00948" 

=  7978,29036" 

^2  =  2*  50' 49,5606" 

)-,  =2°  52- 23,4645"     j 

71  —  72=  1'  83,9039" 
Wir  gehen  Aber  zur  Berechnung  von  x: 

Ägidius  Wasserturm 

M2'  =  52*  23'  30,36875"  wi'  =  52*  23'   9,01197' 

tio  =  52*40' Uq  =  52*  40' 

112'  — iio  =  —  16' 29,63125"  wj'  — Uo  =  —    16' 50,98803" 

=  —  989,63125"  =  — 1010,98803" 

Dann  nach  der  Gleichung  (4)  ausgerechnet: 

«2  =  -  30624,970-  «,  =  —  31285,873"  (18) 
Die  Berechnung  der  y  geschieht  nach  der  Reihe  (11)  bzw.  (IIa)  und  giebt: 
—  244  596,2079«                       —  246  894,8920" 
-  59,8609                              —     61,5645 
—0,0220                                    —0,0230 

(19) 


yg  =  —  244  656,0908- 
Jordftn,  Handb.  d.  VermMtnngtkiinde.    4.  Anfl, 


yi  =  —  246  956,4795- 
ui.  Bd.  33 
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Zur  Kontrolle  kann  man  auch  nach  der  Beihe  (12)  bzw.  (12a)  rechnen,  was  in- 
sofern angenehm  ist ,  als  man  ja  die  log  sin  -^  bereits  von  der  Bechnnng  (17)  her  bat 

Man  bekommt  in  unserem  Falle: 

—  244  536,351  !•  —  246  833,3323« 

— 119,6339  —  123,0368 

—  0,1053  —0,1104 

yg  =  —  244  656,0903*  y^  =  —  246  956,4795-  (20) 

Dieses  stimmt  hinreichend  mit  (19). 
Ans  (18)— (20)  haben  wir  also  nnn  in  Zosammenstellong: 

igidius  yg  =  —  244  656,090«  ««  =  —  30624,970-  \  ,^^ 

Wasserturm  y,  =  —  246  956,480«  «i  =  —  31286,873«  f  ^    ' 

Zn  diesen  von  ans  selbst  auf  dem  angegebenen  Wege  berechneten  Coordinaten 
stellen  wir  auch  die  im  Jahre  1887  amtlich  von  der  Landesaofiiahme  erhaltenen 
Werte  znr  Vergleichung : 

Ägidius         yj  =  — 244  656,090«  «2  = —30  621,971«  I  ^ 

Wasserturm  yi  =  —  246  956,479«  rcj  =  —  31  285.875«  |  ^    ' 

Die  Übereinstimmung  zwischen  (21)  und  (22)  ist  genflgend.  Wir  bebalten  (22) 
bei,  und  haben  davon: 

y2  —  yi  =  -♦-  2300,389«  a^g  —  «1  =  H-  660,904«  (23) 

Hieraus  die  Bichtungswinkel,  von  Nord  Ober  Ost,  zunächst  eben: 

«2  —  ^  a5i  —  «2 

fi  =  73*  58'  14,12"  <2  —  253«  58*  14,12" 

Hiezu  kommen  die  Eorrektionsglieder  nach  (31)  und  (32)  §  50.  S.  284,  nftmlich: 
Ti'-  <,  =  [0.92622]  (»2  -  »1)  (2  yi  -h  yg)  =  -  0,41" 
T2  -  *2  =  [0.92622]  (a?i  -  «2)  (yi  -+-  2  yg)  =  -h  0,41" 
Nehmen  wir  auch  die  schon  bei  (17)  berechneten  Meridian-Konyergenien  y  dasu, 
so  haben  wir: 

Ägidius  Wasserturm 

ebene  Richtungswinkel:   «1=    73*58' 14,12"  «2  =  253*  58' 14,12" 

Ti-t^ -0,41"  ^2-^2=  4-0,41" 

sph&r.  Richtungswinkel :  Ti  =    73*  68'  13,71"  ^2  =  253*  58'  14,53" 

/!= -2*  52^23,46"  yg  =-2*  50' 49,66" 

Azimute:      a,  =    71*   5' 50,25"  «2  =  251*   7' 24,97"      (24) 

Um  auch  die  Entfernung  zu  bestimmen,  haben  wir  zun&chst  eben: 

,  =  yz-yi  ^  ^IziS  iog  8  =  8.879  0286 

nn  ti  eosti 

Die  Reduktion  auf  8  geschieht  nach  (14)  §  50.  S.  282,  und  giebt: 

log8^Iog8  =  —3220 

S  =  2891,672«  log  8  =  3.378  7016  (26) 

Bei  dieser  kleinen  Entfernung   kann   man   log  s  — log  8  auch   karz  =logm 

=  logl-h^^    nehmen,    indem   man   für  y   das  Mittel   aus  y^  und  y2,  n&mlich 

y  =  —  245  806«  nimmt,  n&mlich  y  =  —  245  806«;  dieses  genügt  hier,  weil  die  frag- 
liche Entfernung  sehr  klein  ist 
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Zar  Berechnung  von  m  in  beiden  Punkten  getrennt,  hat  man  auch  noch  die 
scharfe  Formel  (9)  nämlich: 

A 
Nimmt  man  hiezn  die  bei  (17)  angegebenen  Winkel  —■  bzw.  -~  q,  so  findet  man : 

Ägidius         log  see  2^  IV  44,009"  =  0.000  3189-4 
Wasserturm  log  sec  2^  12'  58,290"  ==  0,000  3249-6 

Mittel  log  m  =  0,000  32 19-5  (26) 

Dieses  stimmt  mit  3220  bei  (25). 

Zur  Versicherung  können  wir  auch  noch  die  früheren  Berechnungen  mit  Soldner- 
sehen  Coordinaten  zuziehen,  n&mlich  in  §  56.  S.  815  wurde  gefunden  (18)  logs 
—  3.878  7020,  und  auf  S.  814  bei  (14)  log  8  =  8.878  7016,  was  alles  mit  dem  neuen 
(25)  logS  =  3.878  7016  genflgend  stimmt 

Auch  hatten  wir  frfiher  schon  die  Azimute  bei  (14)  S.  314: 

a  =  71«  5'  50,33"  a'  =  71  *>  7'  25,05"  (27) 

Diese  a  und  a'  sollen  mit  unserem  neuen  (24)  Qbereinstimmen  (abgesehen  von 
±180**  bei  «*).  Wenn  nun  kleine  Differenzen  von  0,28"  zwischen  (24)  und  (27)  be- 
stehen, w&hrend  wir  doch  in  allen  trigonometrischen  Bechnungen  mindestens  auf  0,01" 
scharf  gerechnet  haben,  so  ist  das  hier  doch  unerheblich,  weil  der  Rechnungsweg  Hber 
rechtwinklige  lineare  Coordinaten  (22)  gefUhrt  hat,  die  auf  0,001*  als  letzte  Bechen- 
einheit  angegeben  wurden,  so  dass  sie  die  gewöhnlichen  Abrundungs-Unsicherheiten 
in  den  rechtwinkligen  Coordinaten  bei  kurzer  Entfernung  bereits  0,01"  erheblich  be- 
einflussen. 

Oder  kurz:  Ebenso  wie  auf  S.  314—315  die  Berechnungen  fflr  geographische 
Coordinaten  und  rechtwinklige  Soldner  sehe  Coordinaten  in  Bezug  auf  den  Meridian 
von  Celle  hinreichend  unter  sich  gestimmt  haben,  so  stimmen  auch  nun  alle  Berech- 
nungen mit  den  konformen  rechtwinkligen  Coordinaten  in  Bezug  auf  den  31.  Längen- 
grad als  x-Axe,  sowie  alle  unsere  auf  die  konforme  Abbildung  des  EUipsoids  auf  cRe 
Kugel  gemachten  Berechnungen  yOllig  hinreichend  unter  sich  überein. 

§  102.    Die  Hanpt-Dreiecksketten  und  Netze  der  Prenssischen 
Landes-Triangnlation« 

Im  Anschluss  an  die  Projektions-Theorie  der  Prenssischen  Landes-Triangulation 
wollen  wir  auch  noch  eine  Übersichts-Earte  der  Haupt- Dreiecksketten  und  Netze  der 
Prenssischen  Landes-Triangulation  hier  vorführen  in  der  Zeichnung  von  S.  520—521. 

Dieselbe  ist  eine  verkleinerte  und  vereinfachte  Darstellung  nach  dem  YIL  Teil 
des  Werkes:  .Preussische  Landes-Triangulation,  Hauptdreiecke,  gemessen  und  bearbeitet 
von  der  trigonometrischen  Abteilung  der  Landesaufnahme,  Berlin  1895*  (Mittler  &  Sohn, 
Kochstrasse  68/70).  Dieser  schon  auf  S.  134  von  uns  citierte  Band  enthält  eine  Karte 
in  1 : 2  000  000  mit  allen  Dreieckspunkten  I.  Ordnung,  nach  welcher  unsere  verkleinerte 
Obersichtskarte  in  1 : 5  000  000  hergestellt  wurde. 

Es  sind  darauf  alle  EsLnpi-Dreiockaketten  dargestellt  mit  allen  Dreieckspunkten 
und  Verbindungslinien,  und  mit  Namen  der  Punkte  an  den  Grenzen  der  Ketten, 
w&hrend  alle  Namen  einzuschreiben  der  Baum  nicht  ausreichte. 
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Im  unteren  Teile  von  S.  520—521  ist  auch  eine  Übersicht  aller  Ketten  und 
Netze  seit  1834,  im  wesentlichen  nach  der  Zeitfolge  geordnet,  beigefügt,  wobei  die 
«Netze'',  d.  L  die  Ansfüllnetze  zwischen  den  Ketten,  mit  kleinerer  Schrift  angegeben 
sind.  Diese  Fflllnetze,  im  ganzen  sechs  an  der  Zahl,  konnten  in  unserer  Figur  S.  520 
und  521  nur  als  leere  Räume  angedeutet  werden,  weil  die  ursprdnglich  versuchte 
Punkt-  und  Linien-Ausführung  in  diesen  Ketten  den  Zusammenhang  der  Ketten  nicht 
mehr  deutlich  h&tte  hervortreten  lassen.  Die  kleinen  FflUnetze  im  Nordosten  sind 
auch  in  dem  Originalplan  des  VIL  Teiles,  Hauptdreiecke,  nur  als  leere  Flächen  an- 
gegeben, während  die  schonen  Netze  von  1872  an,  dort  mit  allen  Sichten  ausgeführt 
sind.  (Zu  bemerken  ist  auch,  dass  Mecklenburg,  welches  ganz  von  prenssischen  Ketten 
umschlossen  ist,  nicht  preussisches  Netz,  sondern  eigenes  mecklenburgisches  Netz  ist, 
dessen  Projektions-Theorie  in  unseren  §§  80. — 81.  S.  419—431  mitgeteilt  wurde.) 

Wie  schon  in  unserem  früheren  §  21.  S.  134  unten  zusammengestellt  wurde, 
sind  einzelne  Ketten  und  Netze  schon  besonders  von  uns  beschrieben  worden  und  als 
Ergänzung  jener  Gitate  S.  134  wollen  wir  auch  noch  einige  Berichte  aus  der  ,Zeitsehr. 
f.  Venu."  hier  anführen,  die  übrigens  mit  jenen  auf  S.  134  angegebenen  Darstellungen 
zum  Teil  übereinstimmen. 

.Zelt8chr.r.yerm.-  1888  S.  382  und  S.  899  die  Eibkette. 
1889  8.  4  dM  Wesernetz, 
1891  8.229, 

1891  8.  456  die  Elbkett«, 

1892  8.  193. 

1893  S.  1, 

1894  8.  8,  mit  NetzbÜd  8.  9. 

1894  8. 464  das  SohlesIsoh-posenBcbe  Draiecktnetz, 

1895  S.  115, 
1895  8.311  HtnnoTenoh-sächslscbe  Kette  und  sichtiscbes  Netz. 

Obgleich  durch  alle  diese  Einzeldarstellungen  der  Grang  der  Prenssischen  Landes- 
Triangalation  im  wesentlichen  als  bekannt  vorausgesetzt  werden  kann,  wird  es  doch 
beim  Anblick  der  Obersichtskarte  S.  520  und  521,  da  das  nun  vor  60  Jahren  begonnene 
Werk  im  wesentlichen  fertig  vorliegt,  angezeigt  sein,  folgendes  kurz  zu  rekapituliereji : 

Der  wissenschaftliche  Grund  zu  der  heutigen  Landes-Triangulation  wurde  gelegt 
durch  die  berühmte  Gradmessung  in  Ostpreussen  von  Bessel  und  Baejer  1832 — 1834 
und  durch  die  daran  anschliessende  Küstenvermessong  von  Baeyer  1837—1846. 

Die  heutigen  geographischen  Coordinaten  der  Landesaufnahme  wurden  1859 
bestimmt  durch  eine  astronomische  Messung  bzw.  Annahme  für  den  Ausgangspunkt 
Berlin  Sternwarte  bzw.  dessen  Übertragung  anf  den  benachbarten  Punkt  Bauenberg, 
und  durch  ein  astronomisches  Azimut,  Bauenberg-Marienturm  (vgl.  hiezu  §  59.  S.  331). 

Man  konnte  die  Frage  aufwerfen,  warum  fQr  ein  so  grosses  Gkbiet  von  rund 
1100**  L&nge  und  800*"  Breite  nicht  mehr  als  ein  astronomischer  Orientierungs- 
ansgangspunkt  genommen  wurde,  etwa  mit  Ausgleichung  der  Lotablenkungswidersprüche 
an  den  Grenzen  u.  s.  w.? 

Indessen  w&ren  solche  Fragen  nicht  angebracht,  angesichts  der  Entwicklung, 
welche  ein  so  wichtiges  Staatsuntemehmen  unter  wechselnder  Leitung  seit  mehr  als 
einem  halben  Jahrhundert  thatsächlich  genommen  hat 

Man  hat  dem  rein  trigonometrischen  widerspruchsfreien  Zusammenhang  aller 
geodätischen  Elemente  des  grossen  prenssischen  Staates  den  Vorzug  gegeben  vor  dem 
Hereinziehen  astronomisch-physikalischer  Elemente,  und  erst  das  nächste  Jahrhundert 
und  künftige  Generationen  von  Erd-  und  Landmessern  werden  hierin  Neues  sehen. 
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Acht  Grandlinien»  mit  dem  Bessel sehen  Apparate  gemessen,  geben  die  lineare 
Fandierang  in  den  verschiedenen  Landesteilen,  nämlich  Königsberg  1834,  Berlin  1846, 
Bonn  1847,  Strehlen  1854,  Braak  1871,  Oberhergheim  1877,  Gottingen  1880,  Meppen  1883 
mit  Nachmessangen  von  Strehlen,  Berlin,  Bonn.  (Näheres  hieza  s.  S.  101—102  and 
S.  146.) 

Der  Aasgleichangsgang  ist  nan  im  wesentlichen  ganz  klar:  Die  Ketten  legen 
sich  zanächst  frei  aas,  nnr  mit  ihren  eigenen  inneren  Bedingnngsgleichangen  aas- 
geglichen, and  erst  wenn  eine  Anzahl  von  Ketten  sich  za  einem  Kranze  schliessen, 
mass  auch  Polygonaosgleichang  stattfinden,  deren  Zwang  dann  gewöhnlich  die  letzte 
Kette  zu  tragen  hat,  weU,  dem  Fortschreiten  der  Messangen  IL— III.  Ordnang  ent- 
sprechend, man  anmöglich  mit  dem  Kranzabschlass  warten  konnte,  bis  alle  Ketten 
gemessen  waren. 

Als  Beispiel  hierfür  wollen  wir  aas  anserem  L  Band,  ^Handb.  d.  Yerm.*,  4.  Aafi. 
1895,  S.  511  (oder  aach  .Zeitschr.  f,  Verm.«  1895,  S.  313)  entnehmen,  dass  die  Han- 
noversch-sächsische Kette  1880—1881  zwischen  Hagelsberg  and  Lflss  einem  Anscblass- 
zwang  von  0,173"  in  y  and  von  0,367*  in  a?  za  tilgen  hatte. 

Ist  ein  Kranzsystem  geschlossen,  so  folgt  die  Einschaltang  des  FüUnetzes  eben- 
falls mit  Anscblasszwang  am  Rande,  wie  ebenfalls  in  Band  I,  4.  Aafl.  1895,  S.  512 
(oder  Zeitschr.  1895,  S.  314)  an  dem  Beispiele  des  sächsischen  Dreiecksnetzes  1881—1882 
ersehen  werden  kann,  oder  an  dem  Beispiele  des  Schlesisch-posen sehen  Netzes  in 
Band  I,  4.  AnL  1895,  S.  415. 

Je  weiter  die  Ketten  and  Netze  hinaasgehen,  desto  grösser  mass  natürlich  der 
Anschlnsszwang  wachsen,  doch  ist  er  nirgends  so  gross,  dass  deswegen  die  praktische 
Verwendung  der  ausgeglichenen  Coordinaten  Schwierigkeiten  begegnete. 

Von  besonderem  Interesse  fOr  die  Theorieen  solcher  Zwangsanschlflsse  ist  eine 
Abhandlang  von  Krüger:  ,Uber  den  Anschlass  eines  sekundären  Dreiecksnetzes  an  ein 
Hauptnetz«  in  »Zeitschr.  f.  Verm.«  1895,  S.  289-307,  S.  339-347  and  S.  368—375. 
Es  wird  hier  zuerst  die  Theorie  der  konformen  Übertragung  mit  Anschluss  an  2  feste 
Punkte  (S.  291),  3  feste  Punkte  (S.  293)  und  4  feste  Punkte  (S.  298)  behandelt  mit 
Citaten  nach  Baor  and  Scbols,  und  auch  der  allgemeine  Fall  mit  n  festen  Punkten 
(S.  306)  behandelt 

Nach  diesem  wird  ein  Näherangsverfahren  angegeben  (S.  342),  welches  darin 
besteht,  dass  die  Coordinaten-Transformationsformeln  mit  solchen  Konstanten  für  lineare 
Vergrösserang  und  für  Verdrehung  versehen  werden,  welche  den  aus  allen  Anschlüssen 
hervorgehenden  Mittelvergrösseruugeu  und  Mittelverdrehungen  sich  am  besten  anpassen. 

Solches  Verfahren  wird  dann  angewendet  (»Zeitschr.  1895"  S.  368)  auf  das  thü- 
ringische Dreiecksnetz  1880,  dessen  Lage  aus  unserem  kleinen  Netzbilde  S.  520—521 
genügend  ersehen  werden  kann,  indem  es  gegen  Norden  die  4  festen  Anschlusspunkte 
Inselsberg,  Ettersberg,  WiLsdorf,  Leipzig  hat,  und  im  übrigen  frei  anstiegt.  Krüger 
giebt  an  der  citierten  Stelle  (»Zeitschr.  f.  Verm.  1895'*,  S.  368—375)  zwei  eigene  Aus- 
gleichungen nach  seinem  angegebenen  Näherungsverfahren  und  deren  Vergleichung  mit 
der  amtlichen  Ausgleichung  der  Landesaufnahme,  welch  letztere  nach  der  Correlaten- 
methode  unter  Einführang  von  6  Zwangsanschlussgleichungen  gemacht  ist  (Konigl. 
Preuss.  Landestriangalation,  Hauptdreiecke,  VII.  Teil,  1895,  S.  79    85). 

Nach  diesen  nicht  unwichtigen  Citaten  Krüger  betrachten  wir  nochmals  die 
Gesamtheit  der  Preussischen  Landes-Triangulation  in  dem  Übersichtsbilde  S.  520—521. 
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Dieses  grosse  in  sich  widerspruchsfrei  geod&tisch  aasgeglichene  Werk,  welches 
für  alle  praktischen  Yermessnngszwecke  in  ganz  Prenssen  einheitliche  widersprachs- 
freie  Coordinaten  nnd  Abrisse  liefert,  ist  ein  Werk,  welches  seinesgleichen  kanm  in 
einem  anderen  Staate  haben  wird,  welches  jeden  Landmesser  mit  Frende  erfüllen  moss, 
der  auf  irgend  welchem  Teile  desselben  nnd  in  irgend  einer  der  Formen,  in  welchen 
die  Ergebnisse  desselben  noch  verwertet  werden  können,  mitzuwirken  berufen  sein  wird. 

Kapitel  IX. 

Polar-Dreieck  mit  reduzierten  Breiten. 

§  103.    Die  reduzierte  Breite. 

£ine  neue  Behandlung  der  geodätischen  Linie  bekommen  wir  durch  Einführung 

eines  sphärischen  Hilfsdreiecks  mit  ^reduzierten  Breiten*.    Es  ist  das  eine  Theorie, 

welche  bei  Berechnung  sehr  langer  geodätischer  Linien  eine  wichtige  Bolle  spielt 

Flg.  1.  Wir  betrachten  mit  Fig.  1.  einen  Hil£9winkel,  der  ,redu- 

zierte  Breite'^  heisst,  und  den  wir  im  Folgenden  allgemein  mit 

xp  bezeichnen  wollen,   während  die  geographische  Breite  wie 

immer  mit  qp  bezeichnet  werden  solL 

Man  kann  die  gewöhnliche  Ellipsen-Gleichung  zur  Ein- 
führung von  \p  benutzen,  denn  wenn  für  die  Ellipse  die  Gleich- 
ung besteht: 

(2) 


SO  kann  man  unbedingt  setzen: 

|  =  co.V' 

.    y-=««„, 

Dabei  ist  nach  (16)  §82.  S.  196: 

X      cosq)            y 

cos  op 
also:                             co5V'  =  -^-       » 

«nt/;  =  ''7l/r=^ 

(8) 

(4) 

wobei  gesetzt  ist:  TT  =  V 1  —  c«  «in«  qp  (5) 

Die  geometrische  Bedeutung  des  so  eingeführten  Winkels  ^  ist  durch  Fig.  1. 

▼eranschaulicht,  man  wird  auf  die  Hilfsbreite  \\}  auch  geführt  durch  eine  bekannte 

Ellipsen-Konstruktion,  bei  welcher  zwei  konzentrische  Kreise  mit  den  Halbmessern  a 

und  h  benützt  werden. 

Eine  zweite  Veranlassung  zur  Einführung  der  reduzierten  Breite  haben  wir  in 

dem  Satze  von  der  geodätischen  Linie,  den  wir  in  (11)  §  69.  S.  S78  gefunden  haben, 

nämlich: 

f8ina  =  k  (6) 

wo  p  der  ParallelkreisHalbmesser  des  Umdrehnngs-Ellipsoids  ist,  d.  h.  derselbe  Wert, 
der  in  (1)  und  (2)  mit  x  bezeichnet  wurde,  man  hat  also: 

p  =  x=  —^r—  =  ö cos \p,  d.  h.  COSXf)=z  — ^  (7) 
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Der  dadurch  bestimmte  Wert  \p  ist  derselbe,  den  wir  schon  in  (4)  kennen  ge- 
lernt und  reduzierte  Breite  genannt  haben.    Damit  giebt  die  Gleichong  (6): 

a  cos  \p  ain  a  =  a  cos  \f)*  sin  a^  =  k  (8) 

Die  letzte  Gleichung  ist  eine  Anwendung  des  Satzes  (6)  auf  zwei  zusammen- 
gehörige Wertpaare  xpt  a  und  tf/,  o';  und  indem  man  dabei  den  konstanten  Faktor  a 
und  das  allgemeine  Zeichen  k  fortlftsst,  hat  man  aus  (6)  oder  (8): 

eo8  \p  sin  a  ^  cos  \p'  sin  ci  (9) 

Dieser  Gleichung  (9)  entspricht  ein  sphärisches  Dreieck,  das  wir  in  Fig.  2.  des 
nächsten  §  104.  näher  betrachten  wollen;  und  damit  erlangt  die  reduzierte  Breite  tp, 
welche  nun  als  Repräsentant  des  sphäroidischen  Parallelkreis  •  Halbmessers  |)  =  rc  in 
Gleichung  (7)  erscheint,  erhöhte  Bedeutung. 

Wir  haben  also  durch  die  Gleichung  (7)  ausführlicher: 

c(w^  =  f^  (wo  TF  =  yr-«2«tn2g))  (10) 

oder  auch  mit  Einführung  von  F=  YT:  yi—e^wie  immer  nach  (1)  und  (2),  S.  202 
bis  203: 

cos y;  =      ^^^ ^  (wo  F=}/l-he'2co52g))  (U) 

Daraus  findet  man  durch  geometrische  Umformung: 

1  ,  co»^ 

»«tl;  =  -=^wn<i)      und      co«  <»  =  -—=—=  (12) 


yi  H-  c'2  s»«2  tp 


ifmg tp  =  iang (jP  Vi  —  «^      oder      ton^cp  =  ta«^tp>/l -(-«'S  (13) 

Wir  brauchen  auch  noch  die  Difierentialbeziehung  zwischen  <)p  und  tf;,  welche 
sich  am  einfachsten  aus  (13)  ergiebt,  nämlich: 

00S2 1(;  ""         C0ä2  (JP 

also  wegen  (11):  j|  =  ^^  V^^^^  (14) 

1  H-  e'2 
Aas  (11)  findet  man  auch:  ^=i^,,g,fag^ 

und  K=yrT72^3i2^  =  ^^-==^  (15) 

Die  geometrische  Bedeutung  von  F«  ist,  nach  (25)  S.  197,  das  Haupt-Krflm- 
mungsverhältnis,  d.  h.  das  Verhältnis  der  beiden  Haupt-Krümmungs- Halbmesser  N  und  Jlf 
in  einem  Punkte  des  Ellipsoids  mit  der  Breite  qp;  und  die  Formel  (15),  welche  nun 
F2  bzw.  F  auch  als  Funktion  von  tf;  giebt,  ist  für  spätere  Anwendung  wichtig. 

Numerische  Berechnung  von  qp— tp. 

Um  zu  gegebenem  qp  das  zugehörige  \\>  zu  berechnen  oder  umgekehrt,  kann  man 
zuerst  die  Gleichung  (13)  anwenden: 

tang ip  =  tang <jp  Vl-c2  (}og  ^1— e«  =  9.998  5458-202)  (16) 

Wenn  man  aber  besondere  Zahlenschärfe  wünscht,  so  wird  es  besser  sein,  auf 
die  Differenz  ()p  — ^  geradezu  auszugehen,   und  hiezu  hat  man  nach  (12)  und  (11): 

stn9=F^tp  «intp  =  -^^  (17) 


F 
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Preussische  Lau 

übereil 

f^QiT^mg  et""^^ 

Dreieckskett 

Wsn^shBfmA    \    i.  \ 

ron  U 

tf^Wn^^ipry 


Hernhatisfi 


Gia^arbür^ 


der  Haupt-Dreiecksketl 

1832—1834  GradmessuTjg  in  0i$ti>r«iis8€ii. 
18:17— 18'1<>  Küsten  Vermessung. 
1839—1841  Dänischer  Änachlnsa. 

1852  An. «eil  In  SS  b«i  Tamowitz, 

1853  Weicbsdkette. 

1^53  Dreleckskette  an  der  m^sdieti 

Grenae, 
1859  Dreiecks  kette  an  der  nisdisclteii 

Grenze. 
1861— 1SC2  Dreieckakettc  in  der 

Grenze. 
1Ö65  ni^^ii^ßie^leiiibeiK. 


es-Triangulation. 


n  L  Ordnung 

2  —  1895. 


\n   und  der  FiiUtietze, 


L  868— 1872  Märkisch  -  schlesische  Dreiecks- 
kette. 

L 868— 1872  Schlesisch  -  posensche  Dreiecks- 
kette. 

1872—1873  PoseDBohes  Dreiecksnetz. 
1877  Sohlesltoh-poseDBchet  Dreieoksnetz. 

.854—1878  Schlesische  Dreieckskette. 
878  Österreichischer  Anschloss. 

1873—1874  Märkisches  Dreiecksnetz. 

856,  1874  und  1875  Eibkette. 
869  Schleswig-holst.  Dreieckskette. 

880—1881  Hannoversch-sächsische  Dreiecks- 
kette. 


1881-1882  S&chsisohes  Dreiecksnetz. 

1882—1885  Hannoversche  Dreieckskette. 

1886-1887  Wesemetz. 
1888  Thüringisches  Dreiecksnetz. 

1889  —  1892  Rheinisch  •  hessische    Dreiecks- 
kette. 

1898—1894  Niederrheinisches  Dreiecksnetz. 

1886,  1889—1892  Niederländischer  Anschluss* 

1894  Belgischer  Anschlass. 

1895  Pfälzisches  Dreiecksnetz. 
1876  Elsass-lothringische  Kette. 
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cosq) 

Nun  i8t«jn(<p  —  \p)  =:  sin (f  eos \p  —  eo8(psin\p;  dieses  kann  man  in  zweifacher 
Weise  anf  (17)  und  (18)  anwenden,  wodnrch  man  findet: 

sin{ip^\p)  =  law 2 flf)    "^^^   ^  (19) 

2  vyi::^ 

oder:  m((p  — V)  =  wi2  ^^^(1  -  V^^^O  (20) 

Hiebei  ist  V  je  nach  der  einen  oder  anderen  Form  von  (15)  zn  benutzen. 
Zar  Anwendung  Ton  (19)  und  (20)  hat  man  von  (7)  S.  180  und  S.  192  unten: 
log  (i—^/I^:^^)  =^loga^  7.524  1069*093  (21) 

Indem  man  noch  zum  Übergang  yon  log  sin  (<p  —  %p)  auf  log  {q>  —  \p)  die  Formel 
fAr  logsmxB,  173  benützt,  bekommt  man  aus  (19)  und  (21): 

log  ((p  —  V)  =  log  ^^Ü|^  4-  2.538  9562-266  -h  [5.23078]  (g>  —  tp)^  (22) 

wobei  [5.23078]  der  Coeffidenten-Logaritbmus  fftr  7^  Logarithmenstelle  ist. 

Hiemach  kann  man  in  der  ftussersten  Sch&rfe  rechnen,  z.  B.: 

Gegeben  Berlin  g>  =  52^  30'  16,7"    ,    2  qp  =  105^  0*  33,4" 

Damit  giebt  die  Hilfstafel  auf  Seite  [5]  des  Anhangs  log  Vz=  0.000  5399-278, 
und  wenn  man  im  flbrigen  nach  der  vorstehenden  Formel  (22)  rechnet,  so  erhftlt  man: 

2.538  9562  266 
log  sin  2  (p 
logliV 

2.523  3412-273 
hiezu  das  letzte  Glied  von  (22):  + 1.894 


9.9849249-285 
9.999  4600-722 


%(<P  — V') 
qp  —  1^  =  5'  33,68864"  qp  —  ^  = 

qp  =  52*80' 16,70000" 


2.5233414167 
333,68864 


V;=52<' 24' 43,01136"  (23) 

Mit  so  vielen  Dezimalen  wird  man  natürlich  im  allgemeinen  nicht  rechnen,  wir 

haben  aber  diese  scharfe  Rechnung  hier  geführt,  um  sie  zugleich  als  Kontrolle  fQr 
das  nachfolgende  Näherungs-Verfahren  zu  benutzen. 

Die  beste  Form  zur  numerischen  Berechnung  von  qp  —  \f)  aus  gegebenen  qp  oder  if; 
erhält  man  durch  eine  Reihen-Entwicklung  nach  dem  Grundsätze  des  Mittelarguments 
(§  29.  S.  178—179).    Nach  (13)  ist: 

iang \p  =  yi— e«  tangcp  =  M  —  ^  —  —  j  tang qp 
andererseits         tang  qp  —  tang  \p  =  -^^  -h  (qp  —  ip)» . . .     mit     ^"T^  =  fi 
damitwird:    (p  —  \p  =  (~^ -h -^jcos'^ fi tang (p    ,    (p  =  fA-h-T^sinfieosfi 
woraus  weiter:  qp  —  ^=  |  —  4--_ jsin (qp  +  ^) 
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Dieses  kann  man  noch  um  einen  Qrad  weiter  treiben,  was  hier  nicht  ansfflhrlich 
angegeben  wird,  wodurch  man  erhält  (mit  Znsetznng  von  q")i 

g.-tp=(^  +  y4-^««y'«n((p-tp)  +  3|j««^''«n8((^  (24) 

Mit  Bessels  Excentricitftt  loge^=:  7.824  4104*287  giebt  dieses  ausgerechnet: 
qp  —  t/;  =  345,325  3808  sin  {<p -h  xp) -h  0,000  160  sinß  (qp  -h  \p)  (25) 

(log  =  2.538  22860)  (log  =  6.2033) 

Das  zweite  Glied  mit  höchstens  0,00016"  ist  fQr  gewöhnlich  zu  yemachlässigen. 
Um  die  Formel  (25)  bequem  anzuwenden,  moss  man  einen  Näherungswert  von  gp  —  %p 
vorher  haben,  nnd  ein  solcher  wird  durch  unsere  Hilfstafel  Seite  [58]  des  Anhangs 
geliefert;  die  Anwendung  mag  ein  Beispiel  zeigen: 

Gegeben  Berlin  g)  =    52«  30'  16,7" 

Hiezu  nach  S.  [58]:  qo  — tp  =5'  33,65"  genähert 

xp=    52«  24'  43,05" 


log  sin  ((p 
%  345,3. 


V) 


V) 


9.985  1126.8 
2.538  2285.0 

2.523  3411.8 


log  345,3  ,..sin((p- 

345,3 . . .  «n  (<J)  -+-  V)  =  333,68847" 
Hiezu  das  zweite  Glied  von  (25):        +0,00014 


(<p  —  tj;)  =  333,68861" 

=  5'  33,68861" 

Ursprünglich  gegeben  (p  =  52®  30'  16,70000" 


(26) 


Also:  \p  =  52®  24'  43,01139" 
Dieses  stimmt  hinreichend  mit  dem  schärfer  berechneten  Wert  (23). 
Die  Frage,  wie  genau  man  den  Näherungswert  <)P  +  tf;  haben  muss,  um  eine 
gewisse  Endgenaoigkeit  zu  erreichen,  kann  man  durch  Differentiieren  von  (25)  beant- 
worten; man  findet,  dass  ein  Fehler  von  1"  an  dem  Näherungswert  nur  einen  Fehler 
von  etwa  0,001"  erzeugt,  weshalb  eine  Genauigkeit  von  0,1"  im  Näherungswert  (wie 
sie  die  Hilfstafel  Seite  [58]  gewährt)  zur  endgiltigen  Berechnung  genfigt. 

Für  die  sphäroidischen  Normal-Beispiele,  welche  wir  in  (1)— (5)  §  73.  S.891— 392 
▼orangestellt  haben,  sind  die  geographischen  Breiten  gp  und  die  entsprechenden  redu- 
zierten Breiten  \f)  die  folgenden: 
(f  =  45®    0'  0"      \p  =  44®  54'  14,67493" 


49®  30'  0" 
50®  0*  0" 
50®  30'  0" 
55®    0'  0" 

Tübingen 

Homisgrinde 

Berlin 

Königsberg 


49®  24'  18.83709" 
49®  54'  19,82280" 
50®  24'  20,91117" 
54®  54'  35,31462" 
qp  =  48®  31'  12,4000" 
(p  =  48®  36'  21,8966" 
qp  =  52®  30'  16,7" 
(f  =  54®  42'  50,6" 


Mecklenburg 
g)  =  53®    0'      V  =  52®  54'  27,89895" 
54®  30'  54®  24'  33,31059" 

\p  =  48®  25'  29,6082" 

\p  =.48®  30'  30,2280" 

xp  =  52®  24'  43,0014" 

xp  =  54®  37'  24,7564" 
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§104. 


§  104,    Das  sphärische  Hilfsdreieck  mit  reduzierten  Breiten. 

Wir  knüpfen  an  die  im  vorigen  §  103.  (9)  S.  521  gefundene  Gleichung  an: 

cos  %p  sin  a  z=  cos  xp'  sin  c^  (1) 

Dieser  Gleichung  entspricht  die  nachstehende  Fig.  2. 

In  nachstehender  Fig.  1.  sind  P  und  P'  zwei  Punkte  auf  dem  Ellipsoid,  s  die 
verbindende  geod&tische  Linie  mit  den  Azimuten  a  und  a\  Die  beiden  Punkte  P 
und  P'  haben  die  geographischen  Breiten  qp  und  qp'  und  den  Längen  Unterschied  L 


In  Fig.  2.  ist  ein  entsprechendes  sphärisches  Dreieck  TQQ^  gezeichnet,  dessen 
Bogen  QQ'  dieselben  Azimute  a  und  a*  hat  wie  die  geodätische  Linie  PF*,  Der 
Bogen  Q  Q'  ist  mit  a  a  bezeichnet,  indem  der  Eugelhalbmesser  =  a  (Äquatorhalbmesser 
des  EUipsoids)  und  der  Centriwinkel  =  a  angenommen  ist.  Der  Längenunterschied 
zwischen  Q  und  Q'  Ist  =  X,  verschieden  von  /.  Auch  die  sphärischen  Breiten  \f)  und  \p' 
sind  andere  als  die  ellipsoidischen,  es  sind  die  zu  (p  und  gp'  gehörigen  reduzierten 
Breiten,  d.  h.  nach  (13)  §  103.  8.  521  bestehen  die  Beziehungen: 

tang  xp  =  tang  (jp  "j/l  —  «2     ,     fang  \p'  =  tang  g^'  >/l  — e^  (2) 

Die  Bichtigkeit  all  dieser  Beziehungen  ist  durch  die  sphärische  Gleichung  (1) 
bewiesen,  und  wir  wissen  nun,  dass  einem  geodätischen  Polardreieck  N P  P*  auf  dem 
EUipsoid  immer  ein  sphärisches  Dreieck  T  Q  Q'  entspricht,  mit  gleichen  Azimuten 
a,c^  und  mit  reduzierten  Breiten  tf;,  \\f^  welche  zu  g),  (p'  gehören.  Dagegen  sind 
die  übrigen  Stficke,  die  Entfernung  beider  Punkte  und  deren  Längenuntorschied,  in 
beiden  Dreiecken  verschieden. 

Es  kommt  nun  darauf  an,  eine  Beziehung  herzustellen  zwischen  s  und  (S  und 
eine  Beziehung  zwischen  l  und  A,  denn  da  zwischen  allen  übrigen  Stücken  von  Fig.  1. 
und  Fig.  2.  vermöge  der  Gleichungen  (1)  und  (2)  bereits  Beziehungen  bestehen,  werden 
wir  dann  in  allen  Teilen  von  dem  sphäroidischen  Dreieck  auf  das  sphärische  Dreieck 
übergehen  können  und  umgekehrt 

Wir  haben  nach  (1),  (2)  S.  392  und  (1),  (2),  S.  347  folgende  Differential. 
Gleichungen,  mit  den  Bezeichnungen  unserer  vorstehenden  Fig.  1.  und  2.  (geographische 
Länge  auf  dem  EUipsoid  =  /,  auf  der  Kugel  =  X) :  . 
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Engel 
adaoo8a  =  ad\p 
adasina  =  aeostpdX 


Ellipsoid 
d8C08a  =  Mdq) 
d8  8ina  =  Nco8(pdl 

Hierans  durch  Division: 

ds^  _  Md<p 

ad 8  ""  adxp 
Hiebei  ist  nach  (11)  und  (14)  §  103.  S.  521: 

^^VVÜ^2    and     ^^-=72>/r-.2 

eo8\p  dtp  ^ 

1— «2 


(3) 
(4) 


dl 
dX 


Mcostp  dq} 
N  co8(pd\p 


(5) 


M 


"^^N^  'F2   ^^"*'* 


Nach  §  82.  S.  196-197  ist  -  =  -^,~  = y-^^^r- 

die  beiden  Gleichungen  (5)  folgende  einfache  Gestalt  annehmen: 

d8  =  aday  (6) 

dl  =  dX^  (7) 

Die  hier  zweimal  auftretende  Grosse  V  ist  die  stets  von  uns  benutzte  Funktion 
der  Breite,  welche  entweder  in  (p  oder  in  \p  ausgedrückt  nach  (15)  §  103.  S.  521  ist: 

V  =  l/l-h«'2cos2  (p     oder       ^  =  Yl^^e^  cö^  (8) 

Die  geometrische  Bedeutung  von  F  haben  wir  schon  in  (25)  §  32.  S.  197  angegeben, 
es  ist  nämlich  V^  das  Verhältnis  der  beiden  Haupt-Krflmmungs-Halbmeeser  N  und  M. 

§  105.  Integration  der  Differential-Oleichnngen  des  Polar-Dreieeks. 

Wir  haben  vom  vorigen  §  104.  (6)  und  (8)  (s.  oben)  die  Differential-Gleichung: 

d  8  =  a  day  l  —  e^  cos'i'tf/  (1) 

Diese  Gleichung  bezieht  sich  auf  die  untenstehenden  Fig.  1.  und  Fig.  2.,  indem 

ds  das  Differential  der  geodätischen  Linie  s  in  Fig.  1.  und  a da  das  Differential  des 

sphärischen  Bogens  a  (auf  den  Halbmesser  a  bezogen)  von  Fig.  2.  bt;  auch  \p'  ist 

sphärische  Breite  eines  Punktes  auf  dem  Bogen  a. 

Um  die  Gleichung  (1)  nach  a  integrieren  zu  können,  muss  man  ip'  in  a  ausdrflcken, 
wozu  die  Formeln  der  sphärischen  Trigonometrie  dienen,  welche  wir  schon  früher  in 
(20)— (22)  §  60.  S.  343  angegeben  haben,  nämlich  mit  Übertragung  auf  unsere  neue  Fig.  2.: 


FiR.  1.    Ellipsoid. 


Flg.  2.    Kugel. 
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sin  m  =  eos  xb  sin  a    ,    tang  M  = --^ —  (2) 

^  ^  costpeosa  ^  ' 

sinxD      costpeosa  .^x 

stn  M  cos  m 

sinxp'  =  cosm  sin  (M  4-  &)  (4) 

Nun  setzen  wir  zur  Schreib- Abkfirzung  im  Folgenden: 

If  4- a  =  X    ,    wobei  M  konstant,  also  da  ^  dx  (5) 

also:  «in«  \p'  =  cos* m sin^ x    und    cos^  i|/  =  1  —  cot^ m sin^ x  (6) 

Dieses  in  (1)  gesetzt  giebt: 

d«  =  a  yi  —  e2  -f-  e«  cos^  m  ifin«  xdo 

^-^  =  c'2    ,    also  <i«  =  a>/l-c«vTH-c2co«2|n»n«x<ia  (7) 

aVl— «8  =  6    ,    e'cosm  =  k    ,    d«  =  6  >/l -hik2^n»«da?  (8) 

Nun  wird  nach  den  gewöhnlichen  Reihen  S.  169  nnd  S.  176  entwickelt: 

ymfisafix=  l-h  —  k^sin^x—^k^sin^x 

«m2a?=  Y"-  2^^^*     *    «m*«  = -g- —  ^^^^^  +  o"*^^*  (^) 

Dieses  zusammen  giebt: 
yr^ifisin^xIl-^^lfi-^^kA-hl-  J-ik2-h^]HJcM2x-~«w»4«  (10) 
Zur  Integration  hat  man: 
fcos2x  =  -^sin2x      ,      /cos4x  =  sin4x 


M-\-a 


I cos2xdx  —  ^  isin(2  M -\- 2 &)  —  8in2 m\  =  sin a cos {2 M -h a) 


(11) 


M 


/co«4a:(l«  =  -2-(«m(43f-4-4a)  — «n4ilfj  =  ^  «in2aco«(43f4-2a)      (12) 

Damit  kann  man  die  Integrale  von  (9),  d.  h.  auch  die  Integration  ron  (8)  zu- 
sammensetzen, wodurch  man  einen  Ausdruck  von  dieser  Form  erhält: 

8=  Äha'-Bbsinacos(2M-h(r)  —  Ch8in2(Tcos(iM-h2&)  (13) 

Dabei  haben  die  CoSfflcienten  A,  B  und  C  folgende  Bedeatungen: 
^  =  (l+|i._8*.)    .    i,=  0_.^t4)     ,    C=(4**)        (14, 

Die  Umkehrung  von  (13)  giebt: 

a=a-|-  H-/5 «na cos  (2  Jf-i-  a) -h  y  sin 2  a cos  {4M -^2(1)  (15) 

wobei  die  neu  eingeführten  Co€fficienten  sind  (mit  Zusetzung  der  nötigen  g): 

In  gleicher  Weise  behandeln  wir  auch  die  Differential-Gleichung  für  den  L&ngen- 
unterschied,  n&mlich  nach  (7)  und  (8)  §  104.  S.  525: 

d  l  =  /l  — e2  cos^ip  dX  (17) 
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Hier  wird  nach  (11)  S.  169  entwickelt: 

|/I_e2c(w2tp  =  l— ^«»«tp^^aw^tp  — |^co««tJ;  (18) 

Hiebe!  bestehen  sphärische  Gleichungen,  nach  (1)  §  61.  S.  847: 

dXcosxp  ==  da  sin  a 

dann  nach  den  zu  Fig.  2.  gehörigen  Gleichungen  (2): 

sin  m  1      j  <»        ^**  ^  j  tie\\ 

8%n  a  = ,      also  dX  =  — ö-rda  (19) 

Damit  kann  man  (17)  in  eine  Integration  nach  q  umformen,  n&mlich  mit  Rflck- 
sicht  auf  (18): 

Z  ==  A  —  e«  »in  m  A(  y  4-  ^  CO««  ip  +  ^  CO«  *  tp  -h  . . .  j  tJ  a  (20) 

Nun  hat  man  wieder  nach  (6): 

eo^  tp  =  1  —  coz"^  m  mi?  x 
OM^  tp  =  1  —  2  cofß  m  «wi2  X  -h  ötw*  m  «n*  « 
Ausserdem  hat  man  wtf^  x  und  «m^  x  ausgedruckt  in  co«  2  o;  und  oo«  4  o;  durch  {% 
und  all  dieses  zusammen  bringt  die  zu  integrierende  Funktion  (20)  auf  eine  Reihe, 
welche  nach  co«2a;,  eosAx  u.  s.  w.  fortschreitet,  d.h.  (20)  wird: 

l==iX  —  e'^8inmf{A''hFeo82x-hC'co8ix-h.,.)dx  (21) 

Dabei  haben  die  Goäfficienten  folgende  Bedeutungen: 


^  =T"^-8 +T6-T6^''""i6^^-^128*''^^^ 

^2  «4  «4 

"^  ~  16  ^**  ***  "^  16  *^**^  "  32  *^^^* 
C'  =  j^gCo«4m 


(22) 


Denkt  man  sich  diese  Co€fficienten  in  (21)  eingesetzt,  integriert,  und  die  Grenzen 
ebenso  wie  firflher  bei  (11)  und  (12)  eingef&hrt,  so  überblickt  man  leicht,  dass  folgendes 
erhalten  wird: 

l^X'-el^sinmfA'a-^B'  8inaco8(2M-h(T)-^-^8in2aeo8(4M'h2(T)-h...](2S) 

Hier  ist  noch  bei  B  und  C  der  Faktor  q  zuzusetzen;  indem  wir  dieses  thun, 
und  auch  e«  in  die  Klammer  hineinziehen,  bilden  wir  aus  (23)  diese  letzte  Form: 
/  =  A  —  «m  w  ( a '  a  H-  j3 '  «w  a  cos  (2  Jf  -h  (7)  -h  y '  «in  2  er  00«  (4  Jf  4-  2  a))    (24) 
Dabei  ist: 

a'  =  ^'e2      ,      ß^^B'^Q      ,      Y^^Q  (25) 

Entwicklung  auf  höhen  Potenzen. 

Wir  haben  in  der  yorstehenden  Entwicklung  nur  so  viele  Glieder  beibehalten, 
als  man  bequem  überschauen  kann,  und  so  Tiele,  als  für  gewöhnlich  nOtig  sind. 

Zu  einem  sicheren  Urteil  über  den  Einüuss  der  höheren  Glieder  muss  man 
die  Weiter-Entwicklung  der  Torstehenden  Reihen  machen.  Wir  setzen  nur  die  Schluss- 
ergebnisse der  Reihen-Entwicklung  hier  her. 
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Die  Reihe  (15)  bekommt  noch  ein  Glied,  und  ist  dann: 
a==ay  +  ^sma<»«(2MH-a)4-y«n2(jco«(4lf-h2a)-i-Ö«n3aco5(6MH-8(j)  (26) 
Folgendes  sind  die  dazu  gehörigen  CoSfficienten  mit  k  =  e'e08m: 


1 


,=-, 


«  =  ■ 


E 


4       f.      *2       3  ,,        5   ,^        175   ,,\ 

^      /ifc2      Jk4       15  ,«       35   ,^\ 
^=(T-16-^n2*'~2048*'j 

\128      512     ^8192^/ 

^  =  (l536"~-6144^) 


E  = 


^65536 


-) 


(27) 


Auch  die  Reihe  (24)  belcommt  ein  weiteres  Qlied  und  wird: 

Z  =  X  —  »*nm  («' <;  +  |S' sin a cos (2  ilf  +  <r)  +  y ' «in 2 ff  «M (4  M  +  2 <r) 

+  8'sm3<Teos(6M'^■Sa))     (28 
Folgendes  sind  die  hiezo  gehörenden  CoSfScienten: 

=  2-(^-*-   4+-8  +-64J lö— (^  +  ''+16'*] 

8 


16 


(28a) 


(29) 


J'  =  e(2?6*^"'(^+  8^ '*)-4jl6 ''««'«•) 

*=p(t2|88'' «'**'") 

Wenn  man  hier  alle  konstanten  Teile  mit  der  Bessel  sehen  Excentricität  e 
(loge^  =  7.824  4104.287  nach  S.  193)  ausrechnet,  so  bekommt  man: 
a!  =  0,003  342  773 183  —  [4.447  6079]  cos^m-h  [1.84854]  cos^  m  —  [9.3843]  eo^ « 
^'  =  [9,762  0380]  cos«  m  —  [7.28791]  eos*m-h  [4.87477]  cos^  m 
Y  =  [6,38482]  cos^m—  [4.17580]  eo^  m 
^  =  [3.22156]  co5«in 

Diese  Reihen  gehen  weit  fiber  das  gewöhnliche  Bcdfirfnis.  Bei  geod&tischen 
Linien  ron  mehreren  Graden  Ansdehnung  braacht  man  von  (29)  meist  nur  et  ond  ß' 
und  dabei  nur  die  zwei  ersten  Glieder  von  </  und  das  erste  Glied  Yon  jff . 

Etwas  mehr  braucht  man  gewöhnlich  bei  der  Reihe  (26)  mit  den  CoOfficienten 
(27),  doch  auch  meist  nur  a,  ß  und  /  nur  etwa  bis  Jt*.  Dabei  ist  etwa  8  stellige 
Logarithmen-Rechnung  angenommen.  Mit  den  Co6fficienten  (27)  und  (29)  kann  man 
auch  die  grOssten  Fälle  10  stellig  berechnen. 

Anwendung  der  vorstehenden  Enitoicklungen. 

Durch  die  Gleichungen  (26)  und  (28)  mit  den  zugehörigen  CoSfficienten  a,  j?,  /, 
a'  fi*  Y  u.  s.  w.  sind  die  gesuchten  Beziehungen  zwischen  Fig.  1.  und  Fig.  2  her- 
gestellt und  man  kann  damit  das  Polardreieck  auflösen  in  folgender  Weise: 
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Von  einem  Punkte  des  EUipsoids  mit  der  geographiachen  Breite  q>  geht  eine 
geodätische  Linie  s  unter  dem  Azimut  a  aus;  man  soll  die  Breite  gp'  des  Endpunktes 
dieser  geodätischen  Linie  bestimmen,  sowie  das  Azimut  o'  daselbst  nnd  den  Längen- 
unterschied l  beider  Punkte. 

Aus  der  gegebenen  Breite  q)  berechnet  man  die  zugehörige  reduzierte  Breite  \p 
nach  der  Gleichung  tang  tf;  =  ^/l  —  e«  lang  qp  (oder  nach  einem  anderen  in  §  103.  an- 
gegebenen Verfahren).  Mit  diesem  \ff  und  dem  Azimut  a  kann  man  in  dem  sphä- 
rischen rechtwinkligen  Dreieck  in  Fig.  2.  die  beiden  Hilfsgrossen  m  und  M  bestimmen 
und  damit  die  Gleichung  (15)  oder  (26)  nach  a  auflösen. 

Damit  hat  man  drei  Stücke  t/;,  a,  a,  mit  welchen  das  schiefwinklige  sphärische 
Dreieck  von  Fig.  2.  aufgelöst  werden  kann,  so  dass  die  jenseitige  sphärische  Breite  tf/ 
und  der  sphärische  Längenunterschied  X  bekannt  werden. 

Von  der  sphärischen  (reduzierten)  Breite  jf/  geht  man  zurfick  zu  der  wirklichen 
Breite  qf  durch  die  Gleichung  tang  gp'  =  tang  t//  y  1  -4-  e'^  (oder  durch  ein  anderes 
in  §  103.  angegebenes  Verfahren),  und  ron  der  sphärischen  Länge  X  kommt  man  zu 
der  sphäroidischen  Länge  l  durch  die  Gleichung  (24)  oder  (28),  womit  die  Losung  der 
ganzen  Aufgabe  Tollendet  ist 

Zu  einem  Zahlen-Beispiel  hiefftr  wollen  wir  nach  (5)  §  73.  S.  392  nehmen: 

Berlin    g)  =  52<>  30' 16,7000"  (30) 

Berlin-KOnigsberg    a  =  59«33'   0,6892"     %»  =  5.724  2591-853  (31) 

Die  Berechnung  der  reduzierten  Breite  von  Berlin  haben  wir  bereits  in  (26) 
§  103.  8.  523  behandelt  und  gefunden: 

Berlin    V' =  52«  24' 43,0114"  (32) 

Nun  kommt  die  Berechnung  ron  m  und  M  nach  den  Gleichungen  (2)  und  (3) : 

m  =  31«  43'  31,13"  M  =  68«  41'  19,95"  (33) 

Weiter  brauchen  wir  die  CoOfficienten  zur  Berechnung  Ton  (t,  und  zwar  zuerst 

J(f  =  e'  eosm  nach  (8),  es  ist: 

logtf  cosm^i  logV  =  8.8433740 

und  damit  nach  (14)  und  (16)  hinreichend  genau,  ohne  die  Weiter-Entwicklung  (27): 

log  A  =  0.000  5270-0        to^  B  =  7.084 1599-2        log  C  =  3.266  286 

log  a  =  5.813  8981-0        logß^  2.398  0580-5         log  y  =  8.580 184 

Mit  diesen  CoOfflcienten  a,  ß,  y  kann  man  die  Gleichung  (15)  nach  a  auflösen, 

allerdings  nicht  geradezu,  weil  a  selbst  rechts  Yorkommt;  allein  die  Reihe  (15)  ist 

sehr  rasch  kouTergierend,  so  dass  es  genügt,   einen  ersten  Näherungswert  von  a  nur 

aus  dem  ersten  Gliede  Ton  (15)  zu  berechnen,  d.  h.  a  =  -.-  zu  setzen,  womit  man  auch 

die  folgenden  Glieder  ausrechnen  kann;  oder  kurz,  man  lost  die  Gleichung  (15)  durch 
Näherung  indirekt,  stufenweise  nach  a  auf.    Dieses  Verfahren  gab  in  unserem  Falle: 

erste  Näherung   a  y  =  a  =  4«  46'  17,8" 
hiezu  j5  ÄW»  <T  cos  (2  M  H-  a)  =  —  16,4" 

zweite  Näherung  a  =  4«  46'     1,4" 

Damit  kann  man  das  zweite  und  dritte  Glied  von  (15)  ausrechnen,  und  hat 
dann  im  ganzen: 

Jordftn,  Handb.  d.  Yennettuxigtkande.    i.  Aufl.    IILBd.  84  ^^~>  t 
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a  ~  =  4<»  46'  17,8176" 

0 

ß8inaeos(2M  +  a)  =  —         16,4086" 
y«n2(JC(w(41fH-2a)  =  +  0,0015" 


endgiltig    er  =  4«  46'    1,4105"  (34) 

Nun  stellen  wir  ?on  (32),  (81),  (34)  zusammen: 

%p  =  52«  24'  43,0114"        a  =  59°  33'  0.6892"        a  =  4«  46'  1.4105"    (84«) 
Damit  kann  man  das  sphärische  Dreieck  auflösen,  welches  \f/,  a*  und  X  liefert; 
die  Rechnung  nach  den  Formeln  (14)  und  (15)  §  60.  S.  341  (in  gleicher  Weise  wie 
das  Zahlen-Beispiel  auf  S.  841—342)  hat  ergeben: 

\p'  =  540  37'  24,7566"  «*  =  65«  16'  9,3655"  (85) 

X=zlo  &  30,1340"  (36) 

Der  so  gefundene  sphärische  Wert  \p'  ist  die  reduzierte  Breite  von  Königsberg, 
woraus  man  nach  §  103.  die  wirkliche  Breite  berechnet,  nämlich: 

<]P'  =  54<>  42'  50,6002"  (37) 

Nun  haben  wir  noch  die  Aufgabe,  den  sphärischen  Längen  unterschied  X  ?on  (36) 

in  den  sphäroidischen  Längenunterschied  2  zu  verwandeln,  wozu  die  Gleichung  (28)  mit 

den  Coöfficiepten  (29)  dient    Wir  berechnen  nach  (29),  jedoch  nur  mit  den  Gliedern 

bis  cos^m: 

loga:  ^  7.528 8489        logß'  =^  9.62046        log/ =  6.098 

Demnach  (24): 

/  =  A  -  30,1479"  -h  0,0144"  +  0,0000 . . .  =  A  -  30,1335" 

also  nach  (82): 

Z  =  7«  6'  30,1340"  —  30,1835"  =  7«  6*  0,0005"  (38) 

Nun  haben  wir  in  (37),  (35),  (38)  die  ganze  Auflösung: 

Königsberg    qp'  =  54°  42*  50.6002"  \       .^^ 

Königsberg-Berlin     a' =  65**  16'    9,3655"     .    i  =  7^610,0005"  |        ^     ' 
Mit  den   erweiterten  Formeln  (26)— (29)   wollen   wir  auch   noch  das   grosse 
Normal-Beispiel  (2)  §  73.  S.  391  berechnen,  wofür  die  Hauptzahien  folgende  sind: 

Gegeben    <p  =  45<>  0'  0"        a  ^  29o  3'  15,4598"  (40) 

7o^«  =  6.120  6674-805  (41) 

Die  Rechnung  beginnt  mit  der  reduzierten  Breite  zu  (p  =  45^: 

%p  =  W  54'  14,67493"  (42) 

Das  rechtwinklige  sphärische  Hilfsdreieck  giebt: 

m  =  20^  7'  8,712"  M  =  48°  44'  46,551"  (43) 

Die  Coöfficienten  zur  Berechnung  von  a  werden  nach  (27): 
Iopra  =  5.313  7831066    ,    Zo^ j?  =  2.483 7124    .    %y  =  8.749  94     ,     %«  =  5.445 
und  damit  a  selbst  in  4  Gliedern: 

er  =  42  782,021  652"  —  20,794  012"  —  0,017  667"  -f  0,000  012" 

a=ll°  52'  41,20998"  (44) 

Mit  tf;,  a  und  a  von  (42),  (40)  und  (44)  wird  das  sphärische  Dreieck  aufjgelOst; 
dasselbe  giebt: 

V/  =  54<>  54'  35,3145"  a'  =  36°  45'  7,4006"  (45) 

X  =  10°  0'  49,11952"  (46) 
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Die  reduzierte  Breite  if;'  wird  in  die  Breite  9'  yerwandelt,  nach  §  103,  nämlich: 
(jp'  =  54^  59'  59,9999"    (soU  55*»  0'  0")  (47) 

Das  Azimut  ce'  nach  (45)  ist  bereits  auch  sph&roidisches  Azimut;   wir  haben 
also,  um  die  Auflosung  zu  Tollenden,  nur  noch  X  ron  (46)  in  l  zu  yerwandeln,  wozu 
die  Gleichung  (28)  mit  den  Co^fficienten  (29)  dient. 
Die  do^fßcienten-Berechnung  nach  (29)  giebt: 
%  o*  =  7.523  7864-329        log  ß'  =  9.706  0623        log  y'  =  6.27300 
und  damit  wird: 

Z  =  X  —  49,181  513"  +  0,011  935"  -f  0,000  020  =  —  49,119  558" 
also  nach  (46):  /  =  9«  59'  59,99996"    (soll  =  10^  0'  0")  (48) 

In  a',  qf  und  l  von  (45),  (47)  und  (48)  haben  wir  die  vollständige  Auflösung 
der  gestellten  Aufgabe  in  hinreichender  Obereinstimmung  mit  den  Angaben  von  (2) 
§  73.  S.  391. 

Umkehrung  der  Aufgäbe, 

Wenn  nicht  (p,  a  und  s  gegeben  sind,  sondern  9,  cp'  und  X^  so  dass  «,  a  und  o' 
gesucht  werden,  so  kann  man  das  im  Vorstehenden  behandelte  Verfahren  auch  noch 
anwenden,  aber  nur  indirekt  und  umständlich,  weil  die  sphärischen  Winkel  m  und  M, 
oder  in  erster  Näherung  wenigstens  in,  bereits  zur  Reduktion  von  l  auf  A  gebraucht  werden. 

Indessen  haben  wir  für  den  Fall,  dass  (p,  qf  und  l  gegeben,  und  s,  a  und  c^ 
gesucht  sind,  die  günstigere  Auflösung  unseres  nachfolgenden  §  106. 

Vergleichung  unserer  Formeln  mit  der  Beseel  sehen  Methode, 

Der  Grundgedanke  der  Auflösung  eines  sph&roidiachen  Polsr-Dreiecks  durch  ein  spb&risohes 
Hilfs-Dreieck  mit  reduzierten  Breiten  ist  von  Besael  behandelt  in  einer  Abhandlung:  .Über  die  Be- 
rechnung der  geographischen  Längen  und  Breiten  aus  geod&tischen  Vermessungen,  Astr.  Naolir 
Mr.  86,  4.  Band  1826*,  S.  241—254,  nebst  «Tafeln  zur  Berechnung  der  geodätischen  Vermessungen**. 

Diese  Besselsche  Theorie  mit  den  Hilfstafeln  bildet  auch  einen  Teil  des  Werkes:  .Das  Messen 
auf  der  sphäroidisohen  Oberfläche  u.  s.  w.  von  J.  J.  Baeyer,  Berlin  1862". 

Dm  die  Bessel  sehe  Methode  nebst  ihren  Hilfstafeln  mit  den  Formeln  unseres  vorstehenden 
S  105.  zu  vergleichen,  bemerken  wir  zuerst,  dass  unsere  Ooefflcicnten  a,  fi,  y  nach  (27)  dieselben  sind, 
wie  die  Bessel  sehen  GoSfflclenten  a,  ft,  7,  deren  Logarithmen  in  der  ersten  Bessel  sehen  Hilfstafel 
enthalten  sind;  allerdings  ist  die  Form  der  Berechnung  in  beiden  Fällen  verschieden. 

Die  Godfflcienten  a\  ^,  Y  des  zweiten  Teils  der  Bessel  sehen  Hilfstafel  sind  mit  unseren 
CoSCfloienten  a\  ß^t  T  ''^^  (^)  nicht  unmittelbar  identisch,  aber  sie  sind  denselben  proportional. 
Es  kommt  bei  Bessel  ein  konstanter  Faktor  in  Beohnnng,  den  wir  hier  F  nennen  wollen : 

-F=  - — (log  F=  7.825  1869-0) 

Indem  wir  für  den  nächsten  Zweck  der  Vergleichung  die  Bessel  sehen  Ooefflcienten  mit 
a\  ^,  Y*  bezeichnen,  und  mit  a\  ß\  Y  die  Ooefflcienten  unserer  Entwlcklnug  nach  (29)  8.  528, 
haben  wir:  F a' ^a'       ,        Fß"  =  ß'       ,        FY' =  Y  (50) 

Als  Argument  für  die  erste  Besselsche  Tafel,  log  a,  log  ß,  logf  dient  der  Logarithmus  des 
Modulus  k^s§*  coom,  welcher  nach  (8)  und  (Q7)  auch  Argument  unserer  a,  ^,  f  ist,  also  erstes 
Argument  =  /o^«'oo«m.  Dagegen  für  den  zweiten  Teil  der  Bessel  sehen  Tafel  dient  als  Argument 
eine  Grösse  log  k\  wobei  l^  diese  Bedeutung  hat : 

r^J^yPLco.  m  f/op-^>^^^=8.8508255-6)  (51) 

Vl-0,76#»  \       yi— 0,75#«  / 

Mit  diesen  Beziehungen  kann  man  unsere  Coetflclenten  a,  ß,y,  a\  ß\  f  statt  sie  nach 
(37)  und  (29)  zu  berechnen ,  auch  aus  der  Bessel  sehen  Hilfstafel  entnehmen ,  indem  mau  mit  dem 
Argument  log  /  co»  m  In  den  ersten  Teil  und  mit  dem  Argument  log  V  nach  (51)  in  den  zweiten  Teil 
von  Bessels  Tafel  eingeht,  worauf  zu  den  gefundenen  log  a'  und  log  ß'  noch  der  konstante  log  F 
nach  (49)  zu  addieren  ist,  um  unsere  a'.  ^  zu  erhalten. 
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§  106.     Neoe  Auflösung  des  geodätischen  Polar-Dreleeks.^) 

(Bezeichnungen  nach  Fig.  1.  und  Fig.  2.  §  104.  S.  524.) 

Wir  nehmen  die  zwei  Differential  -  Qrundformeln  nach  (6),  (7)  §'104.  8.625 
nochmals  vor:  nämlich: 

daz=—ds  (1) 

dX=:Vdl  (2) 

wobei,  wie  gewöhnlich,  V  diese  Bedeutung  hat: 

V=Yl  H-C'2C0S2^  (e'2  C08^  (jp  =  fji)  (3) 

Wenn  die  beiden  Gleichungen  (1)  und  (2)  integriert  sind,  so  sind  alle  Be- 
ziehungen zwischen  einem  geodätischen  Polar  -  Dreieck  und  einem  sphärischen  Polar- 
Hilfsdreieck  (Fig.  1.  und  Fig.  2.  S.  524)  bekannt,  und  man  kann  die  Aufgabe  auflösen, 
wie  wir  in  §  104.  S.  524  auseinandergesetzt  haben. 

Wir  wollen  nun  die  Integration  der  Grundgleichungen  (1)  und  (2)  durch  Ent- 
wicklung nach  dem  Maclaurin  sehen  Satze  bewirken,  d.  h.  zunächst  bis  zur  dritten 
Potenz,  durch  Entwicklung  der  Reihen: 

Wir  gehen  zuerst  näher  auf  (4)  ein,  und  weil  a  konstant,  nämlich  nach  (9) 
§  81.  S.  189  a  =  c  Vi— «2  igt,  haben  wir  aus  (1): 

.r, 5         l(tr         dr-is^      (PFTsB) 

^^^^'"'^cV'-^-d-iiY^Ts^iß]  (^> 

Die  hier  nötigen  Ableitungen  machen  wir  in  gleicher  Form  und  Behandlung 
wie  früher  in  §  74.  die  Ableitungen  für  gp,  l  und  a.  Auch  eitleren  wir  Ton  dort 
(5),  (6),  (7),  §  74.  S.  893  mit  tätig q)  =  t: 

d(p       F8  dl        Vsina  da       V  .  ^ 

da        0  ds        c  cosq)  da        c  ^  ^ 

(13).(14),  S.  893:       ^=-p     .     '*^J^= -1/«- ~  mat  (8) 

Weiter  wird  abgeleitet: 

d^  V  V^  i  \ 

-^-^=— i72_|co«2«(l-  t2  +  iya  — 3i^<2)  — «n2a««|  (9) 

Nun  kann  man  bereits  die  Formel  (6)  zusammensetzen,  und  man  bemerkt,  dass 
dabei  s  mit  V  und  c  immer  in  derselben  Kombination  vorkommen,  wie  auch  bei  den 
früheren  Reihen  (vgl.  (22)  §  74.  8.  394),  wir  setzen  deshalb  für  analytisches  Maas 
(ohne  g):  rr 

^B^S  (10) 

und  damit  geben  (6),  (8)  und  (9): 


r ]/l— e2  =  5—  y  cofiaij»*—  -^1^2 1 co«2 a (1  —  ^2 4- ^ _ 3 ,^2 ^2) _ «iw2 « 42  j 


(U) 


*)  Erstmals  veröffentlicht  in  der  „Zeitschr.  f.  Venu.«,  1883,  S.  65—82. 
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In  gleicher  Weise  hahen  wir  auch  die  Längen-Formel  zu  bilden,   nämlich  zu- 
nächst (2)  und  (5); 

^         '^  dlj2  +T/2-J6  (^^) 

Die  hiezu  nötigen  Ableitungen  sind: 

dV^dVdq)         dq)      __.    ^  da        , 

m-l^Tl     '     -jj=y^cotgacos(p    ,    -^  =  «n()p 

dV 


vy  =  —  iy2  7  cotg  a  sin  CD    oder    =  —  w«  F  -—?-  cosat 
»*  '         stna 


8ina 


^F___  co«ajp 

dZ2  ~       '^       8in^ 


II C0S2  a  ( 1  —  3  «2  -+-  1/2  —  3  iy3  <2)  —  «W2  «  «2  \ 


(13) 
(14) 


Damit  kann  man  (12)  zusammensetzen: 


J^  cos^  9 


?  172  (cos2  a  (1-3  ia-|-,y2-3  ,^  t2)-sfn2  a  «2)1  (16) 


6  sin^  i 

Die  Formeln  (11)  und  (15)  geben  a  und  X 
als  Funktion  der  Ausgangsbreite  q)  und  des  Aus- 
gangsazimutes  a  der  geodätischen  Linie;  wir  wollen 
nun  aber  das  Prinzip  des  mittleren  Argumentes  an- 
wenden, welches  bereits  in  §  77.  sehr  nützliche 
Dienste  geleistet  hat. 

Wir  nehmen  zu  diesem  Zwecke  die  Bezeich- 
nungen Yon  nebenstehender  Fig.  1.  an,  d.  h.  wir 
nehmen  drei  Punkte  in  gleichen  Breiten- Abständen : 

<P2-()P  =  ()P~<Pi     ,     ^^±J^-=(p         (16) 

Von  der  Mittelbreite  (p  geht  eine  geodätische 
Linie  s^  unter  dem  Azimut  ccq  aus,  und  eine  zweite 
geodätische  Linie  «|  unter  dem  Azimut  Oq  ±  180**. 
Den  geodätischen  Linien  82  und  sj,  deren  Summe 
«2  H-  «1  =  fi  sei,  entsprechen  zwei  Grössen  S2  und  6'i 

nach  (10),   mit  der  Summe  ^2  4-  ^i  =  S.    Damit  giebt  die  doppelte  Anwendung  der 

Formel  (11): 

a  yu:^  =  S  — ^~l?ico«  «0  j^  t  —  ^  "^  ^  iy2  (cofi2  ao  (l-f2-|.i^~3  j^  t^)-sin  Oq  «2) 
Hier  ist  von  (4)  §  77.  S.  403  zu  benützen: 


52      fsiffi  Oq 


4-  3 17200500) 


S2  —  Si  =  -j-tl- 
*        '       4     \co5a0 

Wenn  mau  dieses  in  das  Vorstehende  einsetzt,   so  darf  man  auch  überall  a 

statt  Uq  schreiben,  und  damit  bekommt  man: 

a yi— «2  =  5 - 1^ i?2 |^n2 « 2  «2  +  co«2 a ( 1  -  t2  +  ^  +  6 1?2 12) l         ( 1 7) 

Nun  wenden  wir  auch  die  Gleichung  (15)  in  zweifacher  Weise  auf  Fig.  1.  an 
und  erhalten  mit  /£  +  ^i  =  />  A2  +  X^  =  A: 

-i  Tri  1        ll  —  llC08W     ^ 


6       «tn2  ctq 


i72(cosaao (1  —  3  «2  H- 1^2-  3 ^  t2)  — «n« a 
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Hiezu  hat  man  ron  (17)  §  77.  S.  404: 

(U  —  /|)  CO«  flo  =  -i t-h-r8tnaca8at(2-^^rfl) 

^"''^4co»a         4  ^  '' 

Hier  kann  man  setzen  S sin  a  =^  l  cos  (p,  also: 

/.       T  X      l^  stna  ^      'ß  ooaa  ,  .„      .   _ 

Dieses  setzt  man  in  die  Yorhergehende  Formel  ftlr  X,  wobei  auch  wieder  ceq 
und  a  vertanscht  werden  können;  dadnrch  erh&lt  man: 

Die  Gleichungen  (17)  nnd  (18)  enthalten  bereits  die  Lösung  unserer  Anigabe, 
wenn  man  5,  a  und  l  wenigstens  n&herungsweise  als  gegeben  Toraussetzt;  indessen 
ist  es  bequemer,  alles  auf  den  Breiten-Unterschied  h  und  den  L&ngen  -  Unterschied  I 
SU  reduzieren.    Hiezu  hat  man  f&r  die  Eorrektionsglieder: 

Ssina^lcostp     ,     S cos a  =^  l cos q)  cotg cc  =  ,^^ 


V2 
Dieses  in  (17)  und  (18)  eingesetzt  giebt: 

A  =  rz  |l —  ^  ^^(1 -h  3 1«  +  i?a -h  6 ^<«)  +  2/2 «in« g)j| 


(19) 
(20) 


Wir  wollen  die  0)öfficienten  herausheben  und  folgende  Gebrauchsformeln  bilden 
(mit  Berücksichtigung  der  nötigen  g): 

a  =  CT«  jl  -h  (a,) 68  -h  (<T2)  /2 m2  <p|  (21) 

X=--  ri{l4.(Ai)6«-h(X2)Z2m«g)}  (22) 

Man  kann  diese  Formeln  auch  in  logarithmischer  Form  anwenden,  z.  B.  wenn 

Zo^a  gegeben  und  logs  zu  bestimmen  ist,   hat  man  durch  Umkehrung  Yon  (21)  in 

logarithmischer  Form: 

log s  =  {log a  —  logü)  —  pi{a{)}ß  -  PL {a^ P «n« qp  (23) 

Dabei  ist  V  die  bisher  immer  mit  V  bezeichnete  Funktion: 

r=]/i4-e'«coä2^  (24) 

V  V 

und  U  =  — -^         D     oder     =  —  P 

log  U=logV'h  8.509  7816-695  (25) 

Den  Wert  log  Fbzw.  log  F2  kann  man  aus  der  Hilfstafel  S.  [2]— [7]  unseres 

Anhangs  10  stellig  entnehmen  und  nach  (25)  hat  man  dann  auch  log  U. 

Fflr  die  CoSfficienten  ((7]),  (a^^  (A]),  (A2)  in  (21)  und  (22)  ergeben  sich  durch 

Yergleichung  mit  (19)  und  (20)  folgende  Bedeutungen: 

iflx)=+-^^'y^(fi-{\+t  +  ^rpt^)    ,    (<r^=-j^-i  (26) 

(^•^  =  -24^(8'*+!+'/*  +  «'?'«*)    .    W  =  -tI^  (27) 

Dabei  sind  die  konstanten  (Üoöfficienten-Logarithmen: 

log  ^^  ^  =  7.990  9385  —  20    ,    %  jg^ ^  ""  ^'^^^  ^^^  "  ^^ 
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Weiter-EntwiekHung  bis  eur  fünften  Ordnung. 

Man  kann  mit  den  bisher  entwickelten  Formeln  bereits  geodätische  Linien  Yon 
mehreren  Grad  Ausdehnung  berechnen,  wie  aus  der  Vergleichung  der  nachfolgenden 
Zahlen-Beispiele  mit  den  Ergebnissen  Ton  §  105.  xu  ersehen  ist. 

Das  beste  Mittel  jedoch,  zur  Gewinnung  eines  Urteils  über  das  bisher  behandelte 
Verfahren  und  über  die  Möglichkeit  seiner  Erweiterung,  hat  man  in  der  WeiterEnt- 
wicklung  um  eine  Stufe  höher,  d.  h.  bis  zur  fünften  Ordnung. 

Wir  haben  diese  Entwicklung  dnrchgeftthrt,  und  in  der  ^Zeitschr.  f.  Verm.,  1883*, 
S.  72—76  die  Haupt-Zwischenstufen  angegeben;  da  es  sich  dabei  um  sehr  lange,  im 
Druck  kaum  wiederzugebende  Formelhäufongen  handelt,  deren  mathematischer  Grund- 
gedanke schon  durch  das  Vorhergehende  Töllig  klar  gemacht  ist,  geben  wir  hier  nur 
die  End-Ergebnisse. 

Die  Formeln  (21)  und  (22)  werden  so  erweitert  (vgl  (30)  und  (31)): 
a  =  CT«  |l  H-  (ai)  6«  -f-  ((T^^aitt^  <p  -h  (ag)  b^  -h  (crj  &«  ^2  cos«  <p  -i-  (a^)  Z4  cos^  <pj     (28) 
A=  VI  {l-4-(Ai)ft2  4-(;i2)^«n«g)-i-(A8)M-i-(X4)ftaiacosag)  +  (Ä5)Mco«4g)j     (29) 

Wenn  man  die  Formeln  (28)  und  (29)  umgekehrt  anwenden  will,  d.  h.  wenn 
man  z.  B.  s  aus  er  berechnen  will,  so  braucht  man  die  Glieder  (a])2  M,  ((f^)  (o^^)  IjH  ^  siti!^  (p 
und  ((r2)S/4^n4  9),  welche  bei  der  Reihen  umkehrung  zunächst  auftreten,  nicht  zu  be- 
rflcksichtigen,  weil  die  Coöfficienten  (0*1)  und  {a^)  beide  den  Faktor  if  haben,  und 
Glieder  yon  der  Ordnung  (rj*)  in  den  GoöfQcienten  (erg),  (0*4)  und  (a^)  überhaupt  yer- 
nachlässigt  sind. 

Also  auch,  wenn  man  logarithmisch  rechnen  will,  kann  man  (28)  kurz  so 
umkehren: 
log8  =  (log(T-logU)--fi(a^)b'i-^fi{ag)t^8m^<p^ti{a^bi  I 

In  diesen  Formeln  (28),  (29),  (30)  sind  die  CoSfficienten  ((Tj),  {a^),  (^i),  (^) 
dieselben,  wie  schon  bei  (26)  und  (27)  angegeben  wurde;  die  übrigen  haben,  auf  if 
einschliesslich  genau,  folgende  Bedeutungen: 


(^«)=  480,-4(1-*') 


K) 


"■  720  pi 


=  [3.88838]  co«a<p(l  —  t2) 
(- 1 -h  2  (2  -»- 15  H)  =  [3.712  229]  co»2  qp  (— 1  4- 2  «2  4- 15  <4) 


1440^^ 
120  g^ 


=  [3.712  229  J  eo8^  qp  (9  «2  —  5  i^) 


=  [3.411  256  J  CO««  ()p  (1  -h  15  ^) 


(31) 


(A4)  =  ^2^  (—  1  - 10 12  + 15  e4)  =  [3.712  286]  cos^  g)  (- 1  - 10  (2  + 15  <4) 
<^^=  24^,4  <^^**"^*')  =[4.189  407](»«(p(-3t2H.e4) 


(32) 


Die  eingeklammerten  Zahlen  sind  hier  Logarithmen,  und  angehängtes  n  be- 
deutet, dass  die  zugehörige  Zahl  negativ  ist.  Wie  immer  bedeutet  rj^  =  e^  ^  cos^  <p 
und  t  =  lang  (p. 
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Eine  Codffidenten-Tabelle  haben  wir  hiernach  berechnet  und  anf  8.  [62]— [63] 
des  Anhangs  mitgeteilt.  Za  Weiterem  können  auch  die  Tabellen  [47]  nnd  [48]  des 
Anhangs  benutzt  werden. 

In  den  vorstehenden  Formeln  kommen  verschiedene  Eonstanten  vor,  welche  wir 
zam  GebrancH  hier  zosammenstellen: 


log  (1 :     12  ^8)  =  8.291  9684-9  -  20  log  {«'« : 

log  (1 :     24  ^2)  =  7.990.9384-9  —  20  log  («'« : 

log(l:   240  ^)  =  6.362  0882    —30  %(e'«: 

log(l:   480 ^4)  =  6.061  0582    —30  log(e'^x 
log(l:   720^0  =  5.884  9670    -30 
log  (1 :  1440  g^)  =  5.588  9370    —  30 


12^)  =  6.119  2832-7  —  20 

24  ^2)  =  6.818  2572-8  —  20 

240  ^)  =  4.189  4070    —30 

480^)  =  3.888  3770    —30 

720  p4)  =  3.712  2858    -30 


(33) 


log{e'^: 

fo^r  («'8:1440  ^4)  =  3.411  2558    —30 

Um  eine  Obersicht  za  gewinnen,  wie  viel  die  Glieder  fQnfter  Ordnung  in 
unseren  Breiten  etwa  ausmachen,  haben  wir  die  folgenden  zwei  Übersichts •  Tabellen 
berechnet,  für  den  Gesamtbetrag  der  3  Endglieder  in  (28)  und  (29). 

J.  Glieder  ßnfter  Ordnung  in  der  Formel  (28)  ßr  a,  mit  qf  =  50^. 


(34) 


b  = 

4<> 

6« 

8*» 

10^ 

«4-2° 

4-  0,00000" 
4-  0,00000 
4-  0,00001 
4-  0,00001 
4-0,00002 

1  =  40 

4-  0,00000" 
4-  0,00002 
4-  0,00006 
4-  0,00012 
4-  0,00018 

/  =  6*» 

4-  0,00001" 
4-  0,00005 
4-  0,00014 
4-  0,00031 
4-  0,00056 

Z  =  8o 

4-  0,00001" 
4-  0,00010 
4-  0,00030 
4-  0,00061 
4-  0,00111 

Z  =  10^ 

4-^,00001^ 
4-  0,00016 
4-0,00048 
4-  0,00103 
4-  0,00186 

IL  Glieder  ßnfter  Ordnung 

in  der  Formel  (29)  ßr  A, 

mü  <pz=z  50^ 

6  = 

2° 
4<> 
6*» 
8« 
100 

Z  =  2o 

—  0.00000" 

—  0,00001 

—  0,00004 

—  0,00011 

—  0,00028 

Z  =  4^ 

-  0,00000" 

-  0,00001 

-  0.00006 

-  0,00020 

-  0,00053 

Z  =  6<» 

—  0,00001" 

—  0,00001 

—  0.00006 

—  0,00025 

—  0,00070 

/  =  8^ 

—  0,00003" 

—  0,00001 

—  0,00005 

—  0,00026 

—  0,00079 

1=10^ 

—  0,00012" 

—  0,00004 

—  0,00005 

—  0,00022 

—  0,00078 

(35) 


(86) 


Als  erste  Anwendung  der  entwickelten  Formeln  wollen  wir  unser  fünftes  Normal- 
Beispiel  (5)  §  74.  S.  392  nehmen  in  dieser  Weise: 

Gegeben    Berlin  qpj  =  52«  30*  16.7"    .  _  „o  ß.  a"  l 

Königsberg    (p^  =  54*>  42*  50,6"  | 

Es  soll  die  geodätische  Linie  s  zwischen  beiden  Punkten,  und  beide  Azimute, 
a]  und  a2  berechnet  werden. 

Man  bildet  zuerst  das  Mittel  der  gegebenen  Breiten: 

(p  =  68^  86'  33,65"  (37) 

Damit  geht  man  in  die  Hilfetafeln  Seite  [5]  und  Seite  [62]— [63]  des  Anhiuigs 
ein,  und  entnimmt  «die  CoSfficienten: 

%  F  =  0.000  5129.683  (38) 

log(Xi)  log(X^)  log{hd  log{X^)  ^(Aj) 

6.17908.  5.66582.  4.414.  4.756  4.065 
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Damit  rechnet  man  nach  der  Formel  (29),   mit  { =  7^  6'  0"  =  25560;   das 
Haaptglied  wird  25590,208 116'',  dann  die  5  Korrektionsglieder: 
—  0,024452"    ,    —0,050187"    .    —0,000003"    ,    +0,000  021"    ,    —0,000  016', 
X  =  25590,208  116"  —  0,074  637"  =  25590,133  479" 

Ä  =  7<>  6'  30,133479"  (39) 

Wir  haben  hier  mit  6  Dezimalen  der  Sekunden  gerechnet,  um  in  sehen,  wie 
weit  sich  überhaupt  die  drei  letzten  Glieder  bemerklich  machen;  da  dieselben  nur 
0,0002"  ausmachen,  konnte  man  dieselben  ganz  weglassen. 

Nun  nehmen  wir  die  reduzierten  Breiten  zu  (36)  nebst  X  ron  (89)  zusammen: 
BerUn  tp,  =  52«  24'  48,01137"  \ 

Königsberg   iftj  =  54«  87'  24,75689"   ^-^    «  ^^*^^^^  ]  (^Ö) 

Das  dadurch  bestimmte  sphärische  Dreieck  haben  wir  nach  den  Gauss  sehen 
Formeln  (4),  (5)  §  60.  S.  889  aufgelöst,  wodurch  gefunden  wurde: 

«1  =  59«  83'  0,6889"  Og  =  «5«  16'  9,3650"  \ 

a  =  4«  46'  1,41023"  =  17161,41023"  /  ^    ' 

Um  a  auf  s  zu  reduzieren,  braucht  man  wieder  GoSfflcienten,  zuerst  log  U  nach 
der  Formel  (25)  mit  Benützung  des  schon  bei  (38)  berechneten  log  V: 

lo^r;'=  8.510  2946-378. 

Aus  der  Hilfstafel  Seite  [62] -[68]  entnimmt  man  mit  dem  Argument 
<p  =  53«  36'  33,65"  Yon  (87),  die  5  Goöfficienten-Logarithmen  für  s: 

log  ((Ti)  log(a^  log(a^)  logia^)  logia^) 

5.27256  5.66582.  3.860.  4.987  5.889. 

Damit  rechnen  wir  nach  der  Formel  (30),  und  haben  zunftchst  das  Hauptglied 
5.724  2583*351  und  die  5  logarithmischen  Korrektionsglieder: 

—  0-5146  -h  8-5179  -|- 0-0000  -0-0061  +0-0002 

Dieses  g^ebt  im  ganzen: 

log  8  =  5-724  2583-851  +  7997  =  5*724  2591-348  8  =  529  979,578-      (42) 

Die  Länge  8  und  die  beiden  Azimute  von  (41)  stellen  die  Lösung  vor,  welche 
mit  den  entsprechenden  Werten  (31)  und  (89)  des  Torigen  §  105.  S.  529—581  hin- 
reichend stimmen. 

Nach  diesem  wollen  wir  noch  unser  grosses  Normal  -  Beispiel  (2)  §  73.  8.  891 

behandeln:                  ^      ,                  ,•«  ^.  ^.. 

Gegeben    <pi  =  45«  0'  0"    .      ,.0  (v  o") 

g)2  =  55«  0*  0"                          }                             (48) 

Mittel        (p  =  50«  0'  0"                          ) 
Damit  geht  man  in  die  Hilfstafeln  Seite  [5]  und  Seite  [62]— [68]  ein,  und  ent- 
nimmt die  Coöfficienten: 

logV=^  0.000  6020-131  log  ü  =  8.510  8886-826                     (44) 


iog  {(Ti)  log{o^  logip^)  log{(i^)  log{(T^) 

5.02781  5.78542.  8.128.  4.885  3.759, 


;f  j    (45) 


%(^i)  ^9{^  log{X^)  log{X,)  log(X^)    \ 

6.155  215.         5.78542.  4.876.  4.506  4.156.    /  ^    ^ 

Die  Reduktion  für  X  nach  der  Formel  (29)  giebt  das  Hauptglied  36049,98781" 
und  die  5  Korrektionsglieder: 
—  0,667  928"    ,    —0,149  088"    ,    —0,001438"    ,    +0,000  802"    ,    —0,000,148" 
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Im  ganzen :       X  =  36049,93731"  —  0,817  795"  =  36049,1 1952"  (47) 

Die  beiden  reduzierten  Breiten  sind: 

\pi  =  44«  54'  14,67493"  xp^  =  54*»  54'  35,31462"  (48) 

Diese  \pi  und  \p2  nebst  X  Yon  (47)  bestimmen  ein  sphärisches  Dreieck,  dessen 
Auflösung  giebt: 

a,  =  29«  3'  15,45983"  «g  =  36«  45'  7,40055"  (49) 

(Ti  =  11«  52'  41,20996"  =  42761,20996" 
Zar  Reduktion  von  a  auf  s  hat  man  die  Formel  (30)  mit  den  Co^fßcienten  (45); 
das  Hauptglied  wird  6.120  6663  024  und  die  5  Korrektionsglieder: 

—  5-994    ,    -h  17-961    ,    +0010    ,    —0-206    ,    0-007 
Im  ganzen: 

log 8  =  6.120 6663024  -h  1 1-778  =  6.120 6674-802       «  =  1  320 284,365-     (50) 
Die  Werte  (49)  und  (50)  stellen  die  Lösung  der  Aufgabe  vor,  welche  mit  (40), 
(41),  (45)  des  vorigen  §  105.  S.  530  yerglichen»  genflgend  stimmen. 

In  der  „ZeiUohr.  f.  Yenn.  1888-  8.  81—82  haben  wir  eine  OoSfficlenten-Tftbelle  für  die  For- 
meln (28)  und  (29)  gegeben,  welche  nicht  dieselbe  ist  wie  die  nen  berechnete  Tabelle  Seite  [62]— {63] 
nnaeree  Anhangt.  Nur  die  Coefflcienten  (Oi)*  (tft)>  (Xi)>  (As)  ^^^  ^^^  ^^°  früheren  [1],  [3|.  (1),  (^ 
identisch,  abgesehen  von  einer  kleinen  Differenz  in  den  letzten  Stellen  von  log  (Oi)  und  log  (;ti)  daher 

rührend,  dass  früher  =1  —  2  17'  gesetzt  war,  was  Vernachlässigung  von  ^*  enthält,  welche  in 
den  neuen  Codffloienten  ((T|),  (a^,  (XO*  (A«)  nieht  mehr  vorkommt  Ausserdem  besteht  der  Unter- 
schied, dass  Fnnkttonen  stn^  9 ,  eoB*9f  eo»*g>f  welche  früher  in  die  Go^flcienten  gezogen  waren, 
nun  in  der  Formel  bleiben,  damit  die  Go§fftoienten-Tafel  kleinere  Differenzen  bekommt  Nur  der  in 
73  enthaltene  Faktor  coa*  g>  ist  in  die  Coefflcienten  gezogen,  weil  der  Modul  ^«  =  «'s  eos^  9  sich 
analytisch  gut  findet,  und  auch  formell  den  Faktoren  />  gegenüber  in  den  Coefflcienten  zum  Oleich- 
gewicht beiträgt. 

Als  ein  weiteres  Beispiel  für  die  Anwendung  des  im  vorstehenden  §  106.  be- 
handelten Verfahren  können  wir  die  Mecklenburgische  Diagonale  eitleren,  welche 
schon  unter  unseren  Normalbeispielen  in  §  73.  S.  392  angegeben,  in  ^Zeitschr.  f.  Verm. 
1896«  S.  240—248  berechnet  wurde. 


Kapitel   X. 
Allgemeine  Theorie  der  geodätischen  Dreieci(e. 

Vorbtmtrkung.  Dieses  Kapitel  enthält  im  Wesentlichen  den  Inhalt  der  Abhandlung:  «Disqui* 
Bitiones  generales  circa  superficies  curvas,  auctore  Garolo  Friderlco  Gauss,  Qöttingae  1828  (societati 
regiae  oblatae  d.  8.  Octob.  1827)  und  in  «Carl  Friedrich  Qauss  Werken*,  lY.  Band»  Göttingen  1873, 
S.  217—258.  In  deutscher  Übersetzung  herausgegeben:  «Allgemeine  Flichentheorie  u.  s.  w.  von  A. 
Wangerin,  Leipzig,  Engelmann  1889." 

Wir  haben  versucht,  die  analytischen  Entwickinngen  des  ersten  Teiles  dieser  klassischen 
Abhandlung  durch  unsere  geometrischen  Betrachtungen  von  §  107.  und  108.  zu  ersetzen. 

§.  107.    Geodätiseher  Excess. 

Dem  Bphärischen  Excess,  den  wir  in  §  40.  kennen  gelernt  haben,  mit  der 
Formel  (2a)  S.  231 

E  W 

«=  -^     hzw.      — j  (»  in  Sekunden  (1) 
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Flg.  2. 


entspricht  ein  gans  analoger  Satz  auf  irgend  einer  krammen  Fl&che,  deren  Haapt- 
Erflmniungs-Halbinesser  in  einem  Pankte  M  und  N  and  deren  mittlerer  KrQmronngs- 
Haibmesser  r  =  Y^.  N  ist,  wobei  ein  unendlich  kleines  Dreieck  Toransgesetzt  ist,  das, 
durch  geodätische  Linien  begrenzt,  die  kleine  Fläche  F  hat. 

Hieza  betrachten  wir  in  den  nachstehenden  Fig.  1.  und  Fig.  2.  ein  kleines  recht- 
winkliges geodätisches  Dreieck,  dessen  Katheten  CA=^p  und  C  B  =  q  in  den  Rich- 
tungen der  beiden  Haupt-Erfimmnngen  liegen,  anf  einer  krammen  Fläche,  welche  nach 
C  A  den  Erüroronngs-Halbmesser  M  und  nach  C  B  den  Krümmnngs- Halbmesser  N  hat. 

Wir  nehmen  dabei  die  Bezeichnungen  wie  gewöhnlich  ffir  das  Umdrehnngs- 
EUipsoid ,  und  denken  unter  p  nnd  M  die  Beziehung  zum  Meridian ,  unter  q  und  N 
die  Beziehung  rechtwinklig  zum  Meridian  (indessen  kann  man  die  nächsten  Betrach- 
tungen auch  allgemeiner  führen). 

Unter  Km  und  K,  Ter-  pig.  i. 

stehen  wir  die  beiden  Erüm- 
mungsMittelpunkte,  so  dass 
für  einen  kleinen  Bogen  A  C 
=p  die  beiden  Normalen  C  K* 
und  AKm  =  M  und  ent- 
sprechend CKn  =  BKu=N 
angenommen  werden  kann; 
damit  ist  auch  die  kleine  Ent- 
fernung Kn  Km  =  iV—  M 
bestimmt 

Wir  haben  hiernach 
wieder  den  Fall  des  früheren 
§  71.  S.  382  und  S.  384, 
und  wir  wollen  ron  den  dort 
auf  S.  386  gefundenen  For- 
meln einen  Gebrauch  machen,  um  den  geodätischen  Excess  des  geodätischen  Dreiecks 
Fig.  2  mit  den  Katheten  p  und  q  und  der  Hypotenuse  8  zu  bestimmen. 

Figur  2.  giebt  uns  drei  Dreiecke,  nämlich  zwei  sphärische  und  ein  geodätisches. 

I.  Sphärisches  Dreieck  mit  dem  Halbmesser  M: 
90O-|-ai-i-P'  — 180°  =  e« 


ai^tr^90o  =  em  =  ^^ 


n. 


Sphärisches  Dreieck  mit  dem  Halbmesser  N: 
90°-|-«'  +  ft-180°  =  e. 

o'H-ft— 90<>.  =  e«=: 


pq 

2  m 


in.  Geodätisches  Dreieck  mit  der  geodätischen  Linie  s: 
90O-f  a-h  1^  —  180^  =  « 

Zwischen  den  Winkeln  dieser  drei  Dreiecke  bestehen  nach  (16)  8.  386 
gende  Beziehungen: 


«1  —  a  =  ^  1/2  « 


.Tj^e 


(2) 


(3) 


(4) 
fol- 

(5) 
(6) 
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Dabei  kann  6  entweder  =  «•  oder  =  «.  nach  (2)  oder  (3)  genommen  werden, 
denn  wegen  des  Faktors  rfl  =  e'*  cos^  qf  kommt  es  hier  auf  solche  Unterscheidang 
nicht  an. 

Durch  Vergleichnng  Yon  (2),  (3),  (4)  mit  Bflcksicht  auf  (5)  and  (6)  findet  man : 


e  =  «.~i/«e  =  «.(1-1^  =  1^(1-1« 


«  =  «,-1-1 


pq 


'«  =  «•(^  +  ^  =  2-^2 
Wenn  man  beachtet,  dass  1 


(l  +  iT^) 


(7) 
(8) 


- 1^  =  V^  =  N:M  (nämlich  wie  immer  nach  un- 
seren Grundformeln  §  32.  S.  197)  und  wenn  man  auch  gen&hert  1  —  ^  =  ^  ^ 
setzt,  so  geben  die  beiden  Formeln  (7)  und  (8)  übereinstimmend: 


2MN 


0^-      =1,^ 


(9) 


Wir  haben  also  su  Fig.  2.  den  Satz  gefunden,  dass  ein  kleines  geodätisches, 
rechtwinkliges  Dreieck  ABC  mit  den  Katheten  p  und  q  in  den  Haupt-Erümmungs- 
richtungen  (so  dass  also  p  und  q  jedenfalls  kleine  geodätische  Linien  sind)  und  mit 
einer  schiefen  geodätischen  Linie  AB  =  8  einen  geodätischen  Excess  «  giebt,  der 
ganz  wie  der  Exzess  eines  sphärischen  Dreiecks  berechnet  wird,  wenn  man  als  Halb- 
messer den  mittleren  Erümmungs- Halbmesser  r  =  ]/^  N  an  der  betreffenden  Stelle 
der  krummen  Fläche  annimmt. 

Übergang  zum  dllgemeinen  Dreiedc. 
Nachdem  für  das  betrachtete  rechtwinklige  geodätische  Dreieck  dieselbe  Formel 
gefunden  ist,  wie  früher  für  das  rechtwinklige  sphärische  Dreieck,  ist  auch  der  Ober- 
gang zu  einem  allgemeinen  Dreieck  ebenso  zu  machen,  wie  für  das  sphärische  Dreieck 

Fig.  4.  S.  248 ,  und  wir  können  daher  den  geodätischen  Excess  bis  zur  Ordnung  —^ 

einschliesslich  nun  auch  für  ein  solches  geodätisches  Dreieck,  das  sieb  aus  zwei  recht- 
winkligen Dreiecken  von  der  Form  Fig.  2.  S.  539  zusammensetzen  lässt,  als  bewiesen 
annehmen. 

Das  ist  aber  noch  nicht  der  ganz  allgemeine  Fall,   denn  jenes  rechtwinklige 
Dreieck  Fig.  2.  hat  die  Besonderheit,  dass  seine  Katheten  p  und  q  in  den  Richtungen 
Pig  3  der  beiden  Haupt-Krümmangen  der  Fläche  liegen ;  und 

wir  können  daher  nach  dem  bisherigen  Beweisgang  den 
Satz  nur  für  solche  geodätische  Dreiecke  als  bewiesen 
annehmen,  welche  eine  Seite  in  einer  Haupt-Erümmungs- 
richtung  liegen  haben. 

Indessen  lässt  sich  der  Übergang  yon  einem 
solchen  Dreieck  zu  einem  beliebig  gestalteten  und  auch 
gegen  die  Haupt-Krümmungsrichtungen  beliebig  liegenden 
Dreieck  yoUends  leicht  bewerkstelligen,  indem  nach 
Fig.  3.  das  allgemeine  Dreieck  ABC  in  zwei  Dreiecke 
AC D und  ABD  zerlegt  wird,  welche  die  Seite  ADm 
einer  Haupt-Krümmungsrichtung  gemeinschaftlich  haben. 
Wenn  «i  und  «2  die  Excesse  dieser  beiden  Dreiecke  AC  D  und  ABD  sind,  so 


hat  man  nach  Fig.  3.; 


«1  = 


_  (g  -  g)l> 


2ra 


«2  = 


(g'  +  e)!? 

2f8 
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allgemein :  *  ~  "ä"  ^^^^ 

'  £8  gilt  also  fftr  kleine  geodätische  Dreiecke  dieselbe  Excessberechnnng  in  erster 
Näherung,  wie  fOr  ein  sphärisches  Dreieck  nach  Gleichung  (1),  wenn  man  nur  den 
mittleren  Erümmungs-Halbmesser  r  =  yilf^  anwendet,  wobei  übrigens  auch  noch  an- 
genommen ist,  dass  die  beiden  Haupt -Erümmungs-Halbmesser  M  und  N  unter  sich 

N  Id. 

nahe  gleich  sind,  so  dass  -^  =^'^+rfi  und  -— :  =  1  —  i^  gesetzt  werden  kann,  d.h.  dass 

M  N 

tfi  gegen  r^  vernachlässigt  werden  kann. 

Durch  solche  einfache  Betrachtaogen,  welche  zu  den  Formeln  (7)— (10)  geführt  haben,  kann 
man  nicht  bloss ,  wie  hier  geschehen,  die  Formel  för  den  Exoess  herleiten,  sondern  man  kann  auch 
noch  nachweisen,  dass  innerhalb  -j-  die  sph&rischen  Formeln  Ton  §  44,  nämlich  (8)— (10)   8.  S46 

und  247  und  anch  der  Legendrlsche  Satz  von  §  41.  innerhalb  —  also  ausschliesslich  —  auch  ffir 
ein  geodätisches  Dreieck  mit  kleinen  geodätischen  Linien  auf  irgend  welcher  krummen  Fläche  ebenso 
gilt,  wie  die  Excessformel.  Wir  haben  das  In  der  früheren  8ten  Auflage  dieses  III.  Bandes,  1890. 
§  98.  gezeigt  und  durchgeführt ,  was  aber  nun ,  weil  kein  dringendes  Bedürteis  dafür  vorbanden 
Ist,  übergangen  werden  solL 

Kongruente  Linien-Abhüdung  und  geodätischer  Excess, 

Im  Anschluss  an  die  Betrachtungen,  welche  in  §  68.  zu  der  geometrischen 
Definition  der  geodätischen  Linie  geführt  haben,  wollen  wir  irgend  eine  Linie  auf 
einer  krummen  Fläche  in  einzelnen  Elementen  nach  Streckenmass  und  Azimutalwinkeln 
aufgenommen,  und  entsprechend  in  einer  Ebene  aufgetragen  denken.  Die  dadurch 
entstehende  liinie  in  der  Ebene  nennen  wir  »kongruentes  Abbüd'  der  Linie  auf  der 
krummen  Fläche,  und  das  ganze  Verüähren  nennen  wir  ^kongruente  Linien- Abbildung*. 

Eine  geodätische  Linie  giebt  in  solcher  kongruenter  Abbildung  eine  Gerade  von 
gleicher  Grösse  wie  die  Rektifikation  der  geodätischen  Linie  (vgl.  §  89.  S.  474). 

Wenn  yon  einem  geschlossenen  Linienzuge,  auf  dem  Umdrehungs-EUipsoid  oder 
auf  einer  anderen  krummen  Fläche,  in  dieser  Weise  eine  kongruente  ebene  Abbildung 
gemacht  wird,  so  wird  der  abgebildete  ebene  Zug  im  allgemeinen  rdeht  schUessen^ 
und  die  dabei  sich  zeigenden  Schlussfehler  stehen  in  Beziehung  zu  der  Krümmung  der 
Fläche,  auf  welcher  der  geschlossene  Linienzug  liegt.  Nur  bei  einer  abwickelbaren 
Fläche  wird  die  kongruente  ebene  Abbildung  eines  geschlossenen  Zuges  im  allgemeinen 
wieder  geschlossen  sein. 

Die  Schlusswidersprüche  werden,  wie  bei  den  durch  Messungsfehler  erzeugten 
Schlussfehlem  der  FeldmessZüge,  teils  linear,  teils  als  Winkel  sich  zeigen,  und  der 
in  der  Winkelsumme  auftretende  Schluss- Widerspruch  soll  ,  geodätischer  Excess*  heissen. 

Li  Fig.  4.  seien  A  B  und  B  C  die  kongruenten  ebenen  Abbildungen  zweier 
Seiten  eines  geodätischen  Dreiecks  auf  einer  krummen  Fläche,  so  dass  die  zwei  Seiten 
AB.BC  und  der  Winkel  bei  B  kongruent  ab-  ^R-  -*• 

gebildet  sind ;  will  man  aber  die  Abbildung  auch 
für  die  dritte  Seite  CA  fortsetzen,  so  bekommt 
man  entweder  C  A*  oder  A  C,  welche  beide  das 
Dreieck  ABC  nicht  schliessen,  sondern  sich  in 
D  schneiden  und  daselbst  den  geodätischen  ,  > 
Excess  e  zur  Anschauung  bringen.  Man  kann  A/ 
den  Eicess  e  auch  durch  die  Krümmung  einer 
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Linie  AhC yeranschaulichen,  welche  bei  A  und  C  die  (Geraden  A  G*  uud  G  AI  berührt, 
denn  die  GtesamtkrOmmang  dieser  Kurve  AhGS&i  eben  jener  Winkel  e  nnd  wenn 
die  Earve  AhG  ein  TTreiifbogen  ist,  wie  in  Fig. 4.  mit  dem  Mittelpunkt  E,  so  erscheint 
der  Excess  e  auch  als  Centriwinkel  dieses  Bogens,  und  es  besteht  zwischen  der  Bogen- 
länge 6,  dem  Halbmesser  R  und  dem  Excess  s  die  Gleichung  h  =  Rt. 

Die  in  den  früheren  §§  80.  und  81.  betrachteten  Eegelprojektionen  geben  ein 
gutes  Beispiel  ftlr  unseren  Fall: 

Ein  Parallelkreisbogen  des  UmdrehangsEllipsoids  giebt  eine  kongruente  ebene 
Abbildung,  welche  sich  durch  Eegelabwicklung  leicht  darstellen  lässt,  wie  aus  Fig.  1. 
S.  428  mit  den  zugehörigen  Gleichungen  zu  ersehen  ist.  In  der  Breite  qo  ist  der 
Kegel-Halbmesser  =  Ncoig  ()p,  und  fQr  den  Län genunterschied  2  ist  die  Meridian- 
Konvergenz  =  2  «tn  qp ;  ein  Parallelkreisbogen  in  der  Breite  ()p  mit  dem  L&ngenunter- 
schied  l  giebt  daher  in  kongruenter  ebener  Abbildung  einen  Kreisbogen  vom  Halb- 
messer Ncotg  <p  mit  dem  Centriwinkel  Isinq);  die  Bogenlänge  wird  also  =  Ncoig  q^lstnqt 
—  Nlco8(f,  übereinstimmend  mit  der  Länge  des  Parallelkreisbogens  selbst. 

Die  Kegelabwicklung  giebt  eine  geodätisch  kongruente  Abbildung  des  Parallel- 
kreisbogens, nach  Krümmung  und  Entfernung.  Gleiches  ist  bei  jeder  abvrickelbaren 
Fläche  der  Fall. 

Im  Anschluss  hieran  betrachten  wir  ein  durch  zwei  Meridiane  und  zwei  Parallel- 
kreise begrenztes  Trapez  des  Umdrehungs-Ellipsoids  (oder  einer  anderen  Umdrehungs- 
fläche) und  suchen  den  Excess  des  Vierecks  zu  bestimmen. 

Fig.  5.  In  Fig.  5.  sei  ABGD  die   kongruente  Linien-Ab- 

bildung von  drei  Seiten  eines  solchen  Trapezes,  A  B  ent- 
spricht dem  Parallelkreisbogen  auf  der  Breite  (p  mit  der 
Länge  /,  es  ist  daher  in  kongruenter  Linien-Abbildung  A  B 
ein  Kreisbogen  vom  Halbmesser  AS  =  B  S  =  N  eotg  <p  und 
dem  Centriwinkel  0  als  Meridian-Konvergenz  ^lsiH<p,  also : 

BS  =  Ncotgq)  e  =  J«M()p  (11) 

Eine  Nacbbarbreite  aei  q)'j-d  (p,  wobei  d  g?  als  Diflfe- 
reutial  genommen  dasselbe  sei,  was  in  Fig.  5  mit  J  g) 
bezeichnet  ist;  dann  giebt  der  Meridianbogen  zwischen 
den  Breiten  <)p  und  (p-\-  J  <p  die  kongruente  geradlinige 
Abbildung: 

BG  =  Md<p  (12) 

Die  dritte  Seite  Ci>  ist  kongruente  Abbildung  des 
Parallelkreisbogens  in  der  Breite  ()D  -|-  d  qp,  mit  dem  Längen- 
unterschied l,  d.  h.  es  bt  GD  ein  Kreisbogen ,  dessen 
Mittelpunkt  S'  auf  BS  und  dessen  Centriwinkel  0'  be- 
stimmt sind  durch  die  Gleichungen: 
GS'  =  N'eotg((p-\-d(p)      ,      &=lsin((p  +  d(p)  (18) 

Ebenso  wie  £ C  auf  dem  Halbmesser  B S,  kann  man  auch  AI/  huf  A8  kon- 
gruent abbilden,  oder  D  Ä  auf  dem  Halbmesser  S'D. 

Man  hat  also  einen  nicht  in  sich  selbst  zurückkehrenden  Linienzug U  A  BGDA\ 
wobei  D'A  und  DA'  als  Abbildungen  desselben  Meridianbogens ,  beide  in  richtiger 
Länge,  aber  in  verschiedenen  Richtungen  dargestellt  sind,  so  dass  der  kleine  Winkel  «, 
unter  dem  sie  sich  schneiden,  den  Winkelschlussfehler  der  Abbildung  oder  den  geo- 
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dätischen  Excess  des  Trapezes  auf  der  krammen  Fläche  darstellt.  Um  diesen  Winkel  e 
näher  zn  hestimmen,  haben  wir  aus  Fig.  5.: 

«  =  ©'  — 0 
oder  wegen  (13) :         «  =  Z  {sin  {cp  -{- d  qt)  —  sin  (p)  =  l  cos  (p  d  qf  (14) 

Da  der  Parallelbogen  AB  =  Nicos (p  ist,  kann  fflr  die  Fläche  des  Trapezes 
nach  (12)  angegeben  werden: 

F=BaAB      also      F  =  MNlcos(pd(p  (15) 

Mit  Einführung  des  mittleren  Erflmmnngs-Halbmessers  r  also  mit  r*  =  Af  iV 
hat  man  hieraus,  mit  (14):  p 

l  eüsq)dqf  =  -^  =  e  (16) 

Der  Längenunterschied  l  kann  hiebe!  beliebig  gross  sein;  zur  weiteren  An- 
wendung wollen  wir  aber  auch  l  unendlich  klein  annehmen,  und  damit  den  Satz  aus- 
sprechen, dass  der  Excess  jedes  unendlich  kleinen  Trapezes  ?on  der  Form  Fig.  5.  sich 
nach  der  Formel  (16)  aus  F  und  r^  berechnen  lässt.  Endlich  da  jede  andere  unend- 
lich kleine  Fläche  als  zusammengesetzt  aus  unendlich  kleinen  Trapezen  betrachtet 
werden  darf,  ist  es  nach  dem  Ergebnis  unserer  Betrachtung  richtig,  den  Excess  einer 
irgendwie  begrenzten  kleinen  Fläche  F  des  Umdrehungs-Ellipsoids,  oder  einer  anderen 
Unidrehungsfläche  nach  der  Formel  (16)  aus  F  und  r^  zu  berechnen. 

Wir  haben  also  fftr  den  Excess  eines  Trapezes  einer  Umdrehungsfläche  dieselbe 
Berechnung  wie  für  den  Excess  eines  kleinen  geodätischen  Dreiecks  nach  (10)  S.  541, 
und  wir  können  nun  den  weiteren  Schluss  bilden,  dass  für  irgend  einen  durch  kleine 
Dimensionen  begrenzten  Teil  einer  krummen  Fläche,  der  geodätische  Excess  durch 
die  Formel  (10)  oder  (16)  angegeben  wird. 


Flg.  1. 


§  108.  Geodätische  rechtwinklige  Coordinaten  nndPolar-Coordlnaten. 

Ganz  analog  den  Ck>ordinaten-Systemen,  welche  wir  in  der  Ebene  mit  geraden 
Linien  und  auf  der  Kugel  mit  grOssten  Kreisen  benützen,  kann  man  auch  auf  irgend 
einer  Fläche  mit  geodätischen  Linien  Coordinaten-Systeme  anordnen. 

In  Fig.  1.  sei  OG  eine  geodätische  Linie,  auf  welcher  ein  Punkt  P  durch  das 
Mass  0 P=  p  bestimmt  ist,  und  ebenso  auch  andere  Punkte  P',  P"  u.  s.  w.  durch 
ihre  auf  der  geodätischen  Linie  OG  gemessenen  Abstände. 

In  den  Punkten  P,  P',  P"  u.  s.  w. 
werden  geodätische  Linien  PQ,  P"  Q\  P"  Q" 
u.  8.  w.  rechtwinklig  zu  OG  gezogen,  und 
auf  den  Linien  P  Q  werden  gleiche  Masse  q  ab- 
getragen, so  dass  eine  geodätische  Parallele  HH' 
entsteht,  und  eine  zweite  Parallele  K  IC  im 
Abstände  q-{-dq  Ton  der  Anfangslinie  OG, 

Solcher  Linien  der  zwei  Systeme  PQ 
und  R  W  können  wir  ganze  Scharen  gezogen 
denken;  dieselben  schneiden  sich  gegenseitig 
rechtwinklig  (geodätische  Parallele  §  70. 
S.  381)  und  bilden  ein  System  von  Vierecken, 
deren  eines  ABCD  in  Fig.  1.  besonders 
heryorgehoben  ist.  . 

Die  ganze  Anordnung  der  Linien  in      !L_ 
Fig.  1.  können  wir  ein  rechtwinkliges  geo- 
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däÜBches  Coordinaten* System  nennen,  mit  dem  Nallpimkte  0,  yon  welchem  die  Ab- 
scissen  p  in  der  Bichtong  0  G,  nnd  die  Ordinatea  q  rechtwinklig  zn  OO  gesfthlt 
werden.  Es  hat  also  der  Punkt  B  die  Coordinaten  p,  q,  der  Punkt  C  hat  p,  9  +  d  g, 
der  Pankt  A  hat  p-^-dp,  q  u.  s.  w. 

Der  Abscissen- Unterschied  PF*  ist  =  dp  angenommen,  und  das  entsprechende 
Mass  BÄ  haben  wir  mit  ndp  bezeichnet,  wobei  n  eine  yon  der  Erfimmung  der 
Fläche  abhängige  Funktion  ist,  mit  welcher  wir  uns  später  besonders  zu  bescbäftigeD 
haben  werden  (§  109.  S.  546). 

Nachdem  somit  alle  Verhältnisse  des  Vierecks  klar 
gemacht  sind,  betrachten  wir  in  Fig.  2.  die  kongruente  ebene 
Abbildung  des  Linienzuges  ABC D  in  dem  Sinne  yon  §  107. 
Der  Linienzug  ABC  DA  wird  in  der  kongruenten 
Abbildung  nicht  schliessen,  sondern  einen  Winkelschlnss-Fehler 
e  =  O' —  O  geben,  den  wir  nun  näher  zu  bestimmen  haben. 
Der  Winkel  O  kann  mit  den  Bezeichnungen  yon  Fig.  2. 
dargestellt  werden  (auch  bei  windschiefem  Viereck)  in  der  Form: 

d{ndp) 


e  =  — - 


dq 


(1) 


Dabei  soll  O  selbst  als  positiy  gelten,  und  die  Ableitong 
yon  ndp  nach  q  muss  negatiy  gesetzt  werden,  wenn  ndp 
abnimmt  bei  wachsendem  g,  wie  in  Fig.  2.  angenommen  ist. 

Der  kleine  Winkel  e  =  O' —  0  kann  als  Differential  yon 
O  aufge&sst  werden,  d.  h.: 

Betrachtet  man  femer  die  Fläche  F  des  Vierecks,  d.  h. 
F  =ndpdq,  so  hat  man  nach  dem  Schlusssatz  yon  §  107.  Seite  543: 


—  ^  __ndpdq 


(3) 


(4) 


Aus  (2)  und  (3)  folgt: 

1  _  _  1  J^  d^  dp) 

r2  ~        n  dp      dq^ 

Bei  dieser  Betrachtung  gilt  aber  in  der  zweiten  Ableitung  yon  ndp  nach  q 

der  Faktor  dp  als  konstant  (ygl.  FF—  dp  in  Fig.  1.),  es  wird  also: 

f  2  ~        n  dq^  ^^ 

Man  kann  diese  wichtige  Gleichung  (5)  bezw.  (4)  auch  dadurch  aus  Fig.  2, 
ableiten,  dass  man  eine  Kurye  A  D  betrachtet,  welche  A  S  und  D'  8*  berflhrt,  also 
in  ihrer  Erfimmung  den  Winkel  a  giebt.  Der  Erümmungs-Halbmesser  der  Eure  A  D 

kann  als  Reciproke  yon  — V-o     genommen  werden,  und  damit  kommt  man  ebenfalls 

auf  die  Formel  (2)  und  dann  auf  (5). 

Die  grosse  Wichtigkeit,  welche  die  Differential-Formel  (5)  für  die  Geodäsie 
besitzt,  beruht  darin,  dass  dadurch  eine  Beziehung  hergestellt  wird  zwischen  geodätisch 
zugänglichen  Massen  ndp,  dq  u.  s.  w.  einerseits,  und  dem  geodätisch  unzogänglicheo 
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Erümmungs-Halbmesser  r  andererseits.  Legt  man  das  Messnngs-System  Fig.  1.  in 
einer  Ebene  an,  so  wird  das  Viereck  ABC D  ein  Bechteck  mit  BA  =  CD  =  PP'; 
nnd  auf  einer  krnmmen  Fl&che  gestatten  die  geodätisch  messbaren  Verkürzungen  von 
BA  und  CD  gegen  PP\  nach  dem  Gesetz  der  Formel  (5)  einen  Schlnss  anf  die 
Erfimmnng  der  FlÄche. 

Pölar-Coordinaten, 

In  ähnlicher  Weise,  wie  ein  System  rechtwinkliger  Coordinaten  in  Fig.  1.  ge- 
bildet wurde,  kann  man  auch  ein  System  yon  Polar-Coordinaten  mit  geodätischen 
Linien  anordnen. 

Man  braucht  nur  anzunehmen,  dass  in  Fig.  1.  die  geodätischen  Linien  PQ, 
P'Q^f  P"(j['  u.  s.  w.,  welche  alle  von  einer  Abscissenlinie  0  P  ausgehen,  statt  dessen 
alle  yon  einem  Punkte  (in  der  Verlängerung  von  Q)  ausgehen,  oder  alle  nach  .einem 
Punkte  zusammenlaufen,  und  dass  dann  die  Linien  HR\  KK\  nicht  mehr  geodätische 
Parallelen,  sondern  geodätische  Kreise  um  jenen  Punkt  seien;  dann  kann  man  alles, 
was  sich  auf  Fig.  1.  bezieht,  auch  auf  das  beschriebene  Polar- System  übertragen. 

Da»  KrümmuHgsmass. 

Als  ^mittleren  Krttmmungs-Halbmesser*  r  in  einem  Punkte  einer  krummen 
Fläche  haben  wir  das  geometrische  Mittel  der  beiden  Haupt-Erflmmungs-Halbmesser 
N  und  M  bezeichnet,  also  r  =  YMN  oder  r'^  =  MN  gesetzt 

Der  reciproke  Wert  yon  r^  wird  nach  Gauss  das  ^Krümmungsmass*  (mensura 
curyaturae)  genannt,  d.  h.  es  ist: 

Krümmungsmass  *  =  ~2  ~  ä#  v  (^) 

und  mit  dieser  neuen  Bezeichnung  schreiben  wir  die  wichtige  Gleichung  (5)  nochmals,  d.  h.: 

Gleichzeitig  damit  ist  der  Begriff  und  die  Bezeichnung  Gesamtkrflmmung  (cur- 
yatura  totalis  seu  integra)  eines  begrenzten  Flächenteils  eingeführt  worden,  nämlich: 

Gesamtkrümmung  =  Ad  F  (8) 

Das  Produkt  eines  differentialen  Flächenteiles  dF  in  das  für  einen  einzelnen 
Punkt  yon  dF  giltige  und  im  Bereiche  yon  dF  als  konstant  zu  betrachtende 
Erümmungsmass  I:  giebt  die  Gesamtkrümmung  des  Flächenteils  d  F,  und  das  bei  (8) 
angegebene  Integral  giebt  die  Gesamtkrümmung  des  Flächenteils  F. 

Diese  Begriffe  und  Benennungen  hängen  damit  zusammen,  dass  die  Gesamt- 
krümmung eines  Flächenteils  F  gemessen  werden  kann  durch  einen  entsprechenden 
Teil  F'  einer  Kugel  yom  Halbmesser  =  1,  indem  alle  Flächen-Normalen  der  Be- 
grenzungs-Linie yon  F  mit  sich  selbst  parallel  in  den  Kugelmittelpunkt  yerlegt 
werden,  und  so  den  Teil  F'  der  Kugel  begrenzen,  welcher  gewissermassen  ein  Abbild 
des  Flächenteils  F  wird. 

Sobald  man  sich  überzeugt  hat,  dass  für  einen  unendlich  kleinen  krummen 
Flächenteil  dF  der  durch  kongruente  Umfangs- Abbildung  (§  107.)  darzustellende 
geodätische  Excess  dB  =  hdF  ist  (wo  Ä;  =  1 : r^),  so  kann  man  auch  nach  geometri- 
scher Anschauung  so  wdterschliessen : 

JordAD,  Handb.  d.  YenneMnngtlninde.    4.  AnfL    lU.  Bd.  35  ^<^  t 
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Die  Fläche  F  wird  in  eine  grosse  Zahl  kleiner  Teilflächen  dJ* zerlegt,  welche 
alle  ihrem  Umfang  nach  in  einer  Ebene  geschlossen,  folglich  nicht  kongruent,  abge- 
bildet werden.  Bei  einem  ersten  Teil  dFi  wird  in  der  Abbildung  der  Schluss  er- 
zwungen durch  eine  lineare  relative  Ej-flmmung  dej,  welche  irgendwo  an  dem  Um&ng 
Yon  d  jP|  angebracht  werden  rouss.  Ein  an  dieser  Stelle  ansetzender  zweiter  Flächen- 
teil d  F^  muss  dann,  wenn  er  in  der  Ebene  geschlossen  dargestellt  werden  soll,  nicht 
bloss  seinen  eigenen  Excess  ^«2?  sondern  auch  den  yon  dFi  ihm  zugeschobenen  Be- 
trag dBit  durch  eine  der  konformen  Abbildung  widersprechende  lineare  Krümmung 
i  «I  H-  rf  «2  zum  Ausdruck  bringen.  So  wird  das  ebene  Kartenbildy  d  F\  wenn  es  die 
einzelnen  Teile  dF'  sämtlich  geschlossen  darstellt,  an  seinem  Umfange  allmählich 
alle  Beträge  d  e  in  Gestalt  yon  linearen  Krümmungen,  die  der  kongruenten  Abbildung 
des  Umfangs  widerstreiten,  zum  Ausdruck  bringen,  und  der  Polygon-Schlussfehler  « 
des  kongruent  abgebildet  gedachten  Umfangs  wird  daher  der  Summe  aller  Einzel- 
Excesse  der  Flächenteile  gleich  sein,  d.  h.: 

6=/kdF  (9) 

Dieses  ist  mit  (8)  übereinstimmend. 

Bei  einer  abwickelbaren  Fläche  ist  in  jedem  Punkte  der  eine  Haupt-Krflmmungs- 
Halbmesser  unendlich,  der  andere  endlich,  setzen  wir  also  N  =  oo,  M  =  M,  so  wird 
auch  r^  =  oo  und  jb  =  0,  folglich  auch  die  Gesamtkrümmung  nach  (8)  und  der  Exoess  e 
nach  (9),  beide  =  Null. 

§  109.    Yerbindnng  eines  rechtwinkligen  Systems  und  eines 

Polar-Systems. 

In  Fig.  1.  S.  547  ist  0  der  Ausgangspunkt  zweier  geodätischer  Coordinaten- 
Systeme,  eines  rechtwinkligen  Systems  und  eines  Polar-Systems,  so  dass  z.  B.  der 
Punkt  Ä  die  rechtwinkligen  Coordinaten  p,  q  und  die  Polar-Coordinaten  s,  a  hat. 
Entsprechend  hat  der  Punkt  B  die  rechtwinkligen  Coordinaten  p  +  dp,  q-hdq  und 
die  Polar-Coordinaten  s-^-ds,  a-^da. 

Ausser  dem  Richtungswinkel  a  des  Polar-Systems  ist  der  Winkel  ß  eingeführt, 
welchen  der  Strahl  s  und  die  Ordinate  q  bei  A  miteinander  bilden. 

Zwischen  beiden  Ordinaten  q  und  q -{- d q  hei  A  sei  der  Querabstand  AD  =  ndp 
und  entsprechend  AC  =  mda  der  Querabstand  bei  A  zwischen  den  beiden  Strahlen 
0  X  und  0  B. 

Dabei  sind  n  und  m  Funktionen  yon  ähnlicher  Bedeutung  wie  n  im  yorigen 
§  108.  bei  (1) — (5)  S.  544.  Zur  Verdeutlichung  dieser  Funktionen  n  und  m  mag 
man  sich  etwa  den  Fall  denken,  dass  das  ganze  System  auf  einer  Kugel  yom  Halb- 
messer r  läge,  dann  wäre  sehr  einfach: 


q  .     8 

r  r 


oder  entwickelt:  n  =  \  —  ^^  4- . . .         m  = ^-^  • 

2  r«  r       6  r3 


(Kugel)       (1) 


Zur  Untersuchung  des  allgemeinen  Falles  irgend  einrer  krummen  Fläche,  auf 
welcher  das  System  Fig.  1.  S.  547  liege,  betrachten  wir  zuerst  das  kleine  Viereck 
A  C  B  Df  welches  bei  C  und  D  rechtwinklig  ist  Indem  wir  in  differentialem  Sinne 
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dieses  Viereck  ab  eben  behandeln,  entnehmen  wir  ans  demselben  durch  Coordinaten- 
Umformung  die  Gleichungen: 

d8  =  ndp8inß-hdqco8ß  (2) 

mda^dqsinß^ndpcosß        (3) 

oder  in  Gestalt  yon  Differential-Gleichungen: 


ds 


=  nsinß 


^7  =  -^-^^^^^ 


ds 
'dq 
da 


=  CO«  j^ 


35  =  «""^ 


(5) 


(7) 


dp 
da 

dp  tn 

Aus  den  beiden  Gleichungen  (4)  folgt 
durch  Quadrieren: 

-(ii)*+"'(i^r  <" 

ferner  aus  (4)  und  (5)  durch  Multiplizieren: 

ds  da  ^        2  ds^da^ 

dp  dp  ~~  dq  dq 

Nun  muss  die  Funktion  n  entsprechend 

der   Flächen-Krümmung   eingeführt    werden. 

um  die  Beziehung  von  n  zu  der  Flächen-Krümmung  zunächst  unbestimmt  zu  halten, 

wird  n  als  algebraische  Funktion  mit  unbestimmten  CoSfßcienten  ft  g,h  . ,  .  eingeführt : 

n=l-tfq^-hgq^-^hq*-^...  (8) 

Dabei  ist  kein  Glied  mit  der  ersten  Potenz  q  angenommen,  weil  nach  (1)  die 
Bedeutung  yon  n  so  ist,  dass  auf  einer  Kugel  kein  Glied  mit  q  vorkommt,  und  weil 
dasselbe  auch  bei  dem  Ellipsoid  und  allen  Flächen  von  stetiger  koDvex-konyexer  Krüm- 
mung der  Fall  ist,  oder  allgemeiner,  weil  dem  rechtwinkligen  Abgehen  der  Ordinatcn  q 

d  M 
von  der  Abscissenaxe  0  P  in  Fig.  1.,  die  erste  Ableitung   i~  ^^  9  =  0,  selbst  =  0 

entsprechen  muss. 

Durch  die  Gleichung  (8)  ist  n  nur  als  Funktion  yon  q  dargestellt ;  um  n  auch 
als  Funktion  yon  p  zu  erhalten,  muss  man  die  Coöfficienten  ft  g,  h  xl,  s.  w.  yon  (8) 
selbst  wieder  als  Funktionen  yon  p  darstellen,  dieses  geschehe  durch  die  Annahmen: 

f=fQ-^fiP-hf2p^-^"    \ 

g  =  go-^giP-^g2P^-^'"    \  (9) 

Wenn  man  diese  Ausdrücke  (9)  in  (8)  einsetzt,  und  dabei  nur  die  Glieder  bis 
zur  vierten  Potenz  einschliesslich  beibehält,  so  erhält  man : 

n^l-hfoq^-hfipq^-hftl^q^ 

-^go^  -^g^pq^ 


hq* 


■■:.] 


(10) 


Wenn  man  dieses  zweimal  partiell  nach  q  ableitet,  und  dann  wieder  die  Be- 
deutung der  Co^fficienten  (9)  berücksichtigt,  oder  wenn  man  unmittelbar  (8)  nach  q 
zweimal  ableitet,  so  bekommt  man: 

^''  =  2f-h6gq-hl2hqi  (11) 


dqt 
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Durch  diese  Annahmeii  fOr  die  Funktion  n  ist  die  krumme  Fl&che,  auf  welcher 
das  Coordinaten-Sjstem  Fig.  1.  liegt,  soweit  charakterisiert,  als  fftr  die  nachfolgenden 
geodätischen  Ansahen  nCtig  ist ;  für  die  analoge  Funktion  m  dürfen  nicht  etwa  eben- 
falls unabhängige  Annahmen  gemacht  werden,  weil  m  bereits  mit  n  durch  die  erste 
Gleichung  (5)  yerbunden  ist 

Nun  kann  man  den  Ausdruck  für  das  Krümmungsmass  nach  (5)  und  (7)  §  108. 
S.  545  anwenden,  und  wenn  man  (8)  und  (11)  hier  einsetzt,  so  bekommt  man: 

"  n  äg2  -  l^fq%^gq9^hq^ 
oder  bis  zur  zweiten  Potenz  einschliesslich  genau: 

-ib  =  2(/-f  8pgH-6Ä32)(l_/'22)  =  2y-+-3^g-h(6Ä-/2)3«)        (12) 
Wenn  man  hier  meder  die  OoCfOdenten  (9)  einsetzt,  so  bekommt  man  bis  zur 
zweiten  Ordnung  einschliesslich: 

^2f^jß^eg,pq^{i2ho^2füq^  I  ^     ^ 

Wir  werden  nun  aber  k  auf  eine  lineare  Funktion  beschränken,  d.  h.  wir 
werden  setzen: 

Ä;  =  -2/5)-2/tp  — e^ro?  (U) 

Diese  Annahme  (14)  schliesst  in  sich,  dass  in  (13)  ist: 

^2  =  0    .    91  =  0    ,    12Äo  =  2/'JoderÄo  =  i/J  (15) 

Damit  reduziert  sich  auch  das  frühere  n  yon  (10)  auf: 

n  =  l-hfoq*-^fiPq^-hgo^-^^  n^  (1«) 

Im  Folgenden  braucht  man  mehrfach  auch  — ,  weshalb  man  nach  S.  169  die 
Reciproke  entwickelt: 

l^i-foq^-fipq^-goq^-^lflq^  (17) 

Nach  diesen  Vorbereitungen  können  wir  zur  Theorie  des  geodätischen  Dreiecks 
übergehen. 

§  110.    Beihen-Entwlcklimg  fftr  das  rechtwinklige  geoditlsche 

Dreieck. 

Wir  haben  yon  (6)  §  109.  S.  547: 

-(iir-(i;-)* 

um  hier  statt  der  Ableitungen  yon  8  nach  p  und  nach  q  die  entsprechenden 
Ableitungen  yon  s^  einzuführen,  hat  man: 

-^  =  -'-^^-=2«-^-  und  —^'-^  =2s-^~  (la) 

dp  08    dp  dp  oq  dq  ^     ' 
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Denkt  man  sich  s^  in  eine  Reihe  nach  Potenzen  von  p  und  q  entwickelt,  so 
wird  diese  Reihe  mit  den  Gliedern  jj^-h  q'^  beginnen,  weil  für  unendlich  kleine  Werte 
p  und  q  die  Fig.  1.  S.  550  anf  ein  ebenes  rechtwinkliges  Dreieck  zusammenschrompft. 
Wir  wollen  daher  die  Reihe  für  s^  znn&chnt  in  folgender  Form  annehmen: 

s%  =  jß-^qi^Ap»q-^Bpq^  (8) 

wobei  Ä  und  B  yorl&ofig  unbestimmt  angenommene  CoSfficienten  sind,  welche  durch 
Yergleichung  mit  (2)  bestimmt  werden  müssen.    Man  hat  zun&chst  aus  (3): 

cp 

hiezu  von  (17)  §  109.  S.  648:  JL  =  1  — /;,ga  +  .. 

Femer  aus  (8): 

^^2q  +  Äp^-^2Bpq-^...  (5) 

Aus  (4)  und  (5)  kann  man  den  Ausdruck  (2)  zusammensetzen;  man  erhält  bis 
zur  dritten  Potenz: 

aus  (2):  As^  =  ijß-^i  q^-h  12  Äpl^q-h  12  Bp^ 

andererseits  aus  (8) :   4 ««  =  4 1)2 -|-  4 g8  -|_   4  ^ pZ g  4.   4Bpq'^ 

Aus  diesen  beiden  Gleichungen  folgt  als  CoefÜcienten-Vergleichung  12A  =  4iA 
und  12  B  =  4  B,  d.  h.  il  =  0  und  B  =  0. 

Man  findet  also,  dass  in  der  Reihe  (3)  nur  die  zwei  ersten  Glieder  bestehen, 
und  dass  die  Glieder  mit  dritten  Potenzen  p^  q  und  p  q^  yerschwinden.  Wir  machen 
deshalb  nun  eine  Annahme  mit  Gliedern  vierter  Ordnung,  d.  h.  statt  (8)  sei  nun: 

«a=|)8-fga-l-i4|>»g-h  Bp« q^-\-A'p g8  (6) 

Dieses  giebt: 

a(««) 


dp 


z:^2p-\'%Aj^q-\'2Bpq^'hA'(fi 


hiezu  von  (17)  §  109.  S.  548:  — =  1  — /J««  — . 


(7) 


Ferner  aus  (6): 

a(s2) 


=  2q-\'A^-\'2  Bjßq  -+■  8  A'p^  (8) 


Bq 

Wenn  man  aus  (7)  und  (8)  die  Formel  (2)  zusammensetzt,  so  findet  man: 
aus  (2):  4:S^=^A]^-h4q^-^UAp»q-hS{2B-'fQ)p^q^  +  lQA'pq^ 

andererseits  aus  (6):      4s2  =  4p2  +  43«+   iAjfiq -h  iBp»^-h4  A' p^ 
Die  Co^fficienten- Yergleichung  in  diesen  beiden  Gleichungen  giebt: 
16il  =  4^  16B  — 8/'o  =  4B  16il'  =  4^' 

d.h.:         il  =  0  ^  =  y^o  ^'=0 

Folglich  nun  nach  (6): 

st=j^  +  gaH--|-/bi>2;^  (9) 

Auf  diesem  Wege  eine  Stufe  weiter  gehend,  erhält  man  bis  zur  fünften  Ordnung : 

S^^P^-hq^-h^foP^q^-h-flP^^-h-^gol^q!^  (10) 
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um  zur  sechsten  Ordnnng  zu  gelangen,  fägen  wir  zu  (10)  noch  folgende  unbe- 
stimmte Glieder  hinzu  (wobei  A,  B,  C  wieder  netie  Bedeutungen  haben): 

-^Apß  +  Bp^q-hCp^^-h  Dp»^-hC'f»q*  +  B'p^-hA'q9        (10a) 
Wenn  man  damit  den  Ausdruck  (2)  bildet,  so  erh&lt  man: 

-t24Äpß-h24Bp&q-h  (240-+-^^^/?)p4^2  4.24/>p8g3 
-^24A'g6^.24B>^5^-/24C'-hyri)l>2g4 

Wenn  man  dieses,  in  Hinsicht  auf  die  Cofifficienten,  mit  (10)  und  (10  a)  ver- 
gleicht, 80  sieht  man,  dass  A,  B,  2),  B'  A'  sämtlich  =  0  werden,  und  es  wird: 

■Jo 


C  =  C'  =- 


45' 


Damit  giebt  die  bis  zur  sechsten  Ordnung  yervollst&ndigte  Beihe  (10)  und  (10  a) : 
,2  =  ^  +  ^2  +  -l_(4/;^^52  +  3Ai>83«-h3i7ol>2^)-;^rt(P^g2-Hl>2g4)   (U) 

Dabei  ist  für  lineare  Funktion  jtr,  nach  (15)  §  110.  S.548,  /g  =  0,  pi  =  0  und 

Hq  =  -^fl  gesetzt.    (Wenn  man  diese  beschränkenden  Annahmen  ftUr  f^  g^  und  h^ 

nicht  macht,  bekommt  man  statt  der  vorstehenden  (11)  die  allgemeinere  Formel  [1]  von 
Art  24.  der  »Disquisitiones  generales  etc.). 


S.  548: 


Einführung  de$  Krümmungsmasses. 
Der  allgemeine  Imeare  Ausdruck  für  das  Erfimmungsmass  ist  nach  (14)  §  109. 


Ä;  =  -2/-o-2/ii>-6^o?  (12) 

Wenden  wir  diese  Funktion  auf  unseren  Fall  nach  Andeutung  von  Fig.  1.  an, 


so  erhalten  wir: 


(13) 


*a  =  —  2  /*o  \ 

k^  =  -2fo-2f^p  \ 

*^=-2/'o-2/li>-6^o?   ) 

1^  2*9oH-2*^  =  -(8/b-h6Al>  +  6/b?) 

Dieses  ist  gerade  der  Ausdruck,  welcher  in  der  grossen 
Klammer  von  (11)  vorkommt,  und  wenn  wir  zugleich  in  der 
^     letzten  Klammer  von  (11)  statt  ifl  den  Wert  kl   aus  (13) 
P   setzen,  oder  weil  es  in  dem  letzten  Gliede  einer  konvergieren- 
den Reihe  ist,  kurzweg  k  statt  A;^,  so  geht  (11)  Aber  in : 


\=zpi-^q2. 


-'^^^-^^I^9'-%pH'(1^^9^)       lU) 


Reihen- Entwicklungen  ßr  ssma  und  acosa. 
Von  den  allgemeinen  Differential-Formeln  des  §  109.  haben  wir  (4)  S.  547: 

und 


cos  p  =  ä- 
bq 
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oder  mit  Einftthmng  der  Veränderlichen  a^,  wie  oben  bei  (1  a): 

2.«»iS  =  -iyi'^  2scasß  =  ^-P  (15) 

^       n    dp  d<l 

Nun  ist  «s  nach  (11)  bestimmt  worden,  woraus  man  durch  Di£ferentiieren  findet: 

hiezu  (17)  8.  548:     ]^=\-h^-hpq*-goq^  +  \n<^ 
Femer  die  Ableitung  nach  q  von  (11): 

^^-^  =  29  +  4/ÖP«3+AP»?  +  |poP«9«-:^/'iJ'<4-J|/Jl'29»      (17) 
Die  beiden  Gleichnngen  (15)  lassen  sieh  nach  (16)  und  (17)  aosfahren,  und  geben: 

seosß  =  q-\-\f^^q  +  ~h^q+^g^]fiqi-y,p*q-~fl^q^    (19) 

Wenn  man  wieder  die  KrQmmungsmasse  nach  (18)  einfahrt,  so  bringt  man  (18) 
und  (19)  auf  diese  Formen: 

,,in^  =  ,+*£±^±2*&?|i_^p,.(16,8_7ä^)  (20) 

scosß  =  q-^-^^±^±^^i-%pHip--^^'i^)  (21) 

Diese  Gleichungen  gelten  natürlich  auch  für  den  anderen  Winkel  a,  und  geben 
mit  entsprechender  Yertauschung  der  p,  q  und  der  ki 

8S%na  =  q-^-^ 2| 5f  ^__y2g(i6^  — 7p2)  (22) 

seosa^p ^ ^- ^^ jgp  §2  (^2  -I-  2p»)  (23) 

Zur  Probe  kann  man  auch  rechnen: 

(«  «n  ft*  H-  (8  cos  ß)^  =  «2     oder     (s  Hn  aß  4-  («  cos  a)2  =  «» 
Man  wird  dadurch  denselben  Ausdruck  für  s^  finden,  wie  schon  bei  (14). 
Man  kann  die  Eeihen  (20)— (23)  auch  umkehren  (ähnlich  wie  in  §  44.  S.  246 
bis  247  die  Reiben  für  ssina  und  scosa  umgekehrt  wurden).    Man  findet: 

p  =  scosa-t^siffiacosa^^^-^^l^-±^-^^pq^(^p^-^2q^)      (24) 

«Ca82«^^"'^^^^^  +  j^p2g(^2-8gB)  (25) 

Dabei  ist  im  letzten  Glied  p  =  s  cos  er  and  q  =  tsina  genommen. 
Ausserdem  kann  man  durch  ZeichenTertanschang  auch  folgende  Formeln  bilden: 

p  =  ssinß  -'^sinß  eos^ß  '^S±J!^±1!^  +  ^.pqZ(qi-8pi)  (26) 

q^scosß  +  ^aintßcoBß  2*«Ji3|iKL-t8*e  +  *J  p2  3  (2  j,«  _  3«)  (27) 


q  =  ssma  —  -ß"  ***» 
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OeodäUscher  Excess  des  reMwMligen  Dreiecks, 
Nach  Fig.  1.  S.  550  ist: 

B=z{a-hß-h  90O)  — 180<»=  «  -I- 18  _  90*  (28) 

8ine  =  -^eo8(a'hß)  =  8inaainß^co8aoo8ß  (29) 

Da  wir  die  Beihen  fQr  8  ain  a,  s  sin  ß,  sowie  seosa,  seosß  in  (20)^(23)  haben, 
können  wir  die  zwei  zn  (29)  erforderlichen  Produkte  bilden,  nftroüch: 

S  8  "^  9^  *^ 

-^P»f(8|»«  +  16««) 

Wenn  man  diese  beiden  Ausdrücke  Yon  einander  abzieht,  nnd  wenn  man  dabei 
die  gleichartigen  Glieder  zusammen  ordnet,  so  erhält  man: 

Hiezu  hat  man  yon  (14): 

Wenn  man  dieses  in  (30)  einsetzt  und  in  den  Gliedern  mit  1^  die  einzelnen 
hat  1cß9  ÜTgo  nicht  mehr  unterscheidet  (wie  auch  bei  früheren  Formeln  in  gleichem  Falle 
nicht  unterschieden  wurde)  und  wenn  man  die  Glieder  yon  der  Ordnung  Ifi  (ebenfalls 
wie  bisher)  ganz  yemachlftssigt,  so  erhält  man  aus  (30): 

*  =  ^  *-«^^'^  +  II »« (p«  +  ,«)  (81) 

Diese  Formel,  welche  mit    " — -^ =    ^in  die  frühere  sphärische  Formel  (3) 

S.  246  übergeht,  sagt  in  Worten,  dass  man  den  geodätischen  Excess  eines  rechtwink- 
ligen geodätischen  Dreiecks  erhält,  wenn  man  das  Dreieck  wie  ein  sphärisches  Dreieck 
berechnet,  dessen  Engelhalbmesser  r  dem  arithmetischen  Mittel  der  Krümmnngsmasse 
ka$  kgQy  kß  in  den  drei  EJcken  des  Dreiecks  entspricht 

Dieser  Satz  lässt  sich  auch  leicht  auf  ein  beliebiges  schiefwinkliges  Dreieck 
ausdehnen,  wie  wir  alsbald  im  nächsten  §  111.  sehen  werden. 

§.  111«  Berechnung  des  allgemeinen  (schiefwinkligen)  geodätischen 

Dreieelts. 

Mit  den  Beihen-Entwicklungen  für  das  rechtwinklige  geodätische  Dreieck,  welche 
wir  in  dem  yorstehenden  §  110.  kennen  gelernt  haben,  kann  man  durch  Zusammen- 
setzung zweier  rechtwinkliger  Dreiecke  zu  einem  allgemeinen  (schiefwinkligen)  Dreieck 
auch  die  trigonometrische  Berechnung  solcher  allgemeiner  geodätischer  Dreiecke  zu 
stände  bringen. 
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Wir  werden  dabei  in  gleicher  Weise  Torgehen,  wie  früher  in  §  44.,  wo  wir  mit 
Fig.  4.  S.  248  ans  den  Formeln  für  iwei  rechtwinklige  sphärische  Dreiecke  den  er- 
weiterten Legendreschen  Satz  hergeleitet  haben.  Ebenso  werden  wir  nun  die  Formeln 
behandeln,  durch  welche  Gkiuss  im  Jahre  1827  in  Art.  25.  der  »Disquisitiones  generales 
circa  superficies  curras*  den  bedeutenden  Schritt  Ton  Legendres  Kugel-Satze  zur  Tri- 
gonometrie auf  irgend  einer  krummen  Fläche  gemacht  hat 

Indem  wir  im  wesentlichen 


die  früheren  Bezeichnungen  bei- 
behalten, bilden  wir  in  Fig.  l.  ein 
geodätisches  Dreieck  mit  den  Seiten 
hf  e  und  a  =  g  +  g',  indem  eine 
Senkrechte  p  das  Dreieck  6,  e,  a 
in  zwei  rechtwinklige  Dreiecke  jp,  q, 
sowie  Pf  q'  zerlegt 

Sind  «1  und  b^  die  geo- 
dätischen Excesse  der  beiden  recht- 
winkligen Teildreiecke,  so  ist  nach 
(31)  des  Torigen  §  110.  S.  852: 


Flg.  1. 


Fig.  8. 


i«oc+oc; 


cu'q-fq^ 


-?^?  h^J^9oj±]^ 


«i=V- 


3 


4-Jfc8... 


_pj[  km-hkgo-hh 


4-*«. 


(l) 

(2) 


Indem  wir  zunächst  die  Glieder  yon  der  Ordnung  Jfi  bei  Seite  lassen,  können 
wir  uns  leicht  überzeugen,  dass  der  Excess  e|  -h  «2  =  '  ^^  ganzen  Dreiecks  in  erster 
Näherung  (d.  h.  yorbebältlich  der  Glieder  mit  Jfi)  so  berechnet  wird: 


«I  -h  «2  =  «  =  ■ 


3 


(3) 


um  die  Obereinstimmung  dieser  Formel  (3)  mit  der  Summe  von  (1)  und  (2) 
nachzuweisen,  braucht  man  nur  die  der  ganzen  Theorie  zu  Grunde  Hegende  Annahme 
einzuführen,  dass  das  Krümmung^mass  k  eine  lineare  Funktion  der  Coordinaten  auf 
der  Fläche  sein,  also  auf  der  Linie  a  =  q-^q'  sich  proportional  den  Strecken  q  und  q' 
ändern  soll,  d.  h.  es  muss  sein: 


*9o  =  *.-l-^-^^,(Ä:»-fc.)    oder    kgoiq- 

und  damit  geht  die  Summe  yon  (1)  und  (2)  in  (8)  über. 
Gleichung  (3)  so  schreiben: 


^)  =  *.Q'H-**«  (4) 

Man  kann  also  nun   die 


ap  k. 
*-"2"  ~ 


-hh-^ke 


f*a...    oder    a  =  A 


km-hkh-h  K 


4-ife2... 


(5) 


3  ^ ^^^*    ""-^  3 

Dabei  soll  ^  ein  Näherungswert  für  die  Fläche  des  Dreiecks  sein,  z.  B.  kann 

A  statt  =  -^-  auch  die  Fläche  eines  ebenen  Dreiecks  sein,  das  man  aus  den  drei 

Seitenlängen  a,  h,  c  konstruiert.    Wenn  übrigens  die  in  (5)  yemachlässigten  Glieder 
yon  der  Ordnung  Ä^  berücksichtigt  werden  sollen,  dann  muss  auch  die  Bedeutung 

yon  /^ ,  z.  B.  ob  es  =  -^  oder 


gleich  der  Fläche  des  ebenen  Dreiecks  a^  h,  e  sein 

soll,  unterschieden  werden,  weil  je  nach  dieser  Unterscheidung  auch  die  höheren  Glieder 
yon  der  Ordnung  k^  yerschieden  ausfallen. 
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In  Fig.  2.  haben  wir  ein  ebenes  Dreieck  gezeichnet,  welches  dieselben  Seiten 
a,  h,  e  wie  das  geodätische  Dreieck  Fig.  1.  hat,  aber  deswegen  andere  Winkel  A*,  B*^  G* 
haben  moss,  deren  Samme  =  180^  ist,  and  deren  Differenzen  gegen  die  geodätischen 
Winkel  A,  B,  C  nnn  nntersncht  werden  sollen. 

Von  (20)— (28)  §  110.  S.  551  haben  wir  folgende  4  Gleichongen: 


ecoscd^p-^^ ^ 

bsina  =  q-h 


3  8 

p»q2ka'¥kQQ-hke 


6  4 

.     .       ,      v!^q'2kn-h1cQQ-hh 
C8maf==q'-h  ^^ ^ 

Hieraus  bildet  man: 

1>2 q2  Ska-h  Sk9Q-h2kc     p2<2'2  8 »« -h  3 ÄgQo  +  2 kk 


(6) 


(7) 


bccosacosa'  =  p^ — ^ 


8  8  8  8 


,      .         .     ,  ,      p^qq'  2ka-hkQQ-hkt      p^q(f   2ka-hkQn  =  h 

b c sm a sin a^  =  qq  -h  —  J-^  — r^ — ~ 4-  --J — ~ — — 

D  4  6  4 

Da  a  4-  «*  =  ^,  also  cos  acosa'  —  sin  a  sin  a'  =  cos  A  ist,  erhält  man  hieraus : 
bcco8A=p2^qq[^^iS(fi^Sq'i^iqq')-^^^(2q^-tq<t) 

2P  ^,  (8) 

-^/^^(f^^-^^q'^-^2qq')^^(2<ft^qq[) 

Zwischen  den  yerschiedenen  Dreiecksseiten  bestehen  Beziehungen,  nämlich  nach 
(14)  §  HO.  S.  550: 

1,^  =  jß^^^Plfh±lho.±A  (9) 

3  4 

«>  =p2  +  ^2_M  h+lh^±l!L  (10) 

o  4 

Nun  wird  nach  Fig.  2.  das  ebene  Dreieck  betrachtet,  welches  dieselben  Seiten- 
längen 5,  c  und  a  =  q-\-^  hat  wie  das  geodätische  Dreieck  Fig.  1.,  während  die 
Winkel  andere  werden,  nämlich  A\  B*,  C*. 

Dieses  Dreieck  Fig.  2.  giebt  die  Gleichung: 

a2  =  ((^  4-  <2')*  =  &«  -h  c«  —  2  6  c  CO»  /!♦  (11) 

Man  hat  also  aus  (11),  (10)  und  (9): 
2  &  c  cos  il*  =  62  -h  c«  —  ((^2  -f  q'2  +  2  q  q') 

Vergleicht  man  dieses  mit  (8),  so  erhält  man: 
bc(cos  A*  --  cos  A)  =?^^^  (2q^  -\-  2q'^  -\-  4qq')  -h  ^^  {q^-h  i^  -h  2q(i) 

bc{cosA*--cosA)  =  ?^^'^^'^^'^(2k.(q-^q')-^k^(q-hq')^  (12) 
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Hier  ist  wieder  das  Erfimmungsmass  kgQ  mit  Hilfe  der  Gleichung  (4)  lu  eli- 
minieren; dadurch  bekommt  man  aus  (12): 

6c(cos^*-c(W^)  =  ^^^'^^(2it.H-fc4-it.)  (18) 

Hier  ist: 

eo8  Ä*  —  cos  Ä  ==  {A  —  Ä*)  sin  Ä* 

und  hesinA*  =  p(q-hq[)  =  2^ 

wobei  A  ^^  NftheruDgswert  ftUr  die  Dreiecksflftche  sein  solL    Damit  giebt  (IB): 

il-A*  =  -^  (2  *.  +  !:» -hJfcc) 

Indem  wir  den  schon  bei  (5)  gemachten  Vorbehalt  bezfiglich  der  Bedeutung 
Ton  /\  als  erster  Näherung  fdr  die  ebene  oder  krumme  Dreiecksfl&che  auch  hier 
machen  mfissen,  schreiben  wir  die  sämtlichen  drei  Gleichungen  Ton  der  Art  der  soeben 
gefundenen  zusammen: 


Ä-- Ä*  =^  ^ (2ka-hh  -h  k.) 


B  — 

B*  = 

A 
12 

(K  +  2h  +  k) 

C- 

C*  = 

A 
"12 

(*.  +  *.+ 2  ik.) 

Snmme 

:    «  = 

•A 

*.  +  *»  +  *. 

(14) 


(15) 

Dieses  ist  wieder  dieselbe  Gleichung,  wie  die  schon  bei  (5)  gefundene,  und 
wenn  wir  die  Glieder  von  der  Ordnung  k^  yemachlässigen  wollen,  so  ist  die  sphäroidische 
Dreiecks-Berechnung  durch  die  Formeln  (14)  und  (15)  erledigt,  ebenso  wie  die  sphärische 
Dreiecks-Berechnung  durch  den  einfachen  Legendre  sehen  Satz  (11)— (12)  §  42.  S.  236  bis 

zur  Ordnung  -^  einschliesslich,  aber  —  ausschliesslich,  bestimmt  war. 

Um   nun   in  unserem  Falle   auch    noch   die   Glieder   yon    der   Ordnung  k^ 

(entsprechend  -rlzu  finden,  können  wir  die  ganze  vorstehende  Entwicklung  (6) — (15) 

mit  Zusetznng  aller  Glieder  yon  der  Ordnung  kß  wiederholen,  und  es  ist  dabei  nur 
etwa  das  eine  besonders  zu  bemerken,  dass  dann  die  Dreiecksfläche  ^  nicht  mehr 

nach  Belieben  =  -^  oder  =  -^sinÄ*  gesetzt  werden  darf. 

Indem  wir  fQr  Entwicklung  mit  Gliedern  k^  nun  festsetzen,  dass  A  ^^^  Fläche 
des  ebenen  aus  den  drei  Seitenlängen  a,  b,  c  zu  konstruierenden  Hilfsdreiecks  Fig.  2. 
sein  soll,  erhalten  wir  eine  Beziehung  zwischen  piq-^q')  und  ^,  zunächst  durch 
weitere  BenQtzung  der  Gleichungen  (6)  und  (7),  nämlich: 

8inÄ  =  sin{a-h  «')  =  sin  a  cos  af  -h  eos  a  sin  a^ 


bc sin  A  ^ p  {q  -\-  q')  (l  -h  -^  {p^  —  2  q q')) 
bcsinÄ==  bc[sinA*-\--^  kcosA*)  u.  s.  w. 
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Da  hiemit  der  Weg  zur  Entwicklang  yon  Ä  —  Ä*  bis  aaf  Glieder  ib>  ein- 
schliesslich yerzeichnet  ist,  beschränken  wir  ans  im  weiteren,  das  Schlass-Ergebnis 
der  Entwicklang  hier  mitzuteilen,  amsomehr  als  die  Glieder  mit  ji;^,  wenn  man  inner- 
halb derselben  keine  ünterscheidang  zwischen  Kf  ht  k»  mehr  macht,  lediglieh  sphä- 
rische Form  annehmen,  und  nichts  anderes  sind,  als  die  Glieder  Ton  der  Ordnung  — j 

r* 

in  den  Formeln  (31a),  32a),  (d3a)  §  44,  S.  251,  welche  wir  den  Formeln  (14)  schlechthin 
zuzusetzen  berechtigt  sind. 

Entweder  durch  solche  Zosetzung,  oder  durch  unmittelbare  Weiter-Entwicklung 
für  das  geodätische  Dreieck  bis  Jfi  findet  man: 


■Ä*  = 


A2fc-+-h-^fc^  A  ,.,  flg  +  758  +  7c> 


8 


A  *.-i-*»  +  2fc 


C— (?•  = 


3 


24*'-^ 
24  ^ 


15 
-ja. 


7ca 


15 
-76«. 


24 


15 


Summe  a  =  A 


Ä.  -h  fc»  -h  Ar. 


4--, 


a«  -h  68  -h  <^ 


(lö) 


(17) 


3  '8  3 

Durch  diese  Formeln  (16)  und  (17)  ist  die  Auflösung  eines  geodätischen  Dreiecks 
auf  die  Auflösung  eines  ebenen  Dreiecks  zurückgeführt,  also  Tollkommen  erledigt,  und 
weitere  Formeln  sind  nicht  nOtig. 

Wenn  wir  jedoch  die  sphärischen  Vorbilder  unserer  Formeln  in  §  44.  8.  251—252 
betrachten,  so  finden  wir,  dass  uns  das  Analogon  zu  (35),  (38)  und  (39),  8.  251—252 
fehlt,  das  zum  praktischen  Rechnen  zwar  nicht  erforderlich,  aber  doch  so  interessant 
ist,  dass  wir  im  nächsten  §  112.  uns  damit  beschäftigen  werden. 


P' 
dp 
P 


Flg.  1. 


§  112.    Krumme  Oberflftche  des  geodätischen  Dreiecks. 

Wir  nehmen  in  Fig.  1.  die  Vereinigung  eines  rechtwinkligen  und  eines  Polar- 
Systems  Ton  geodätischen  Coordinaten  auf  der  krummen  Fläche  wieder  yor. 

Der  Punkt  Ä  hat  in  dem  rechtwinkligen 
geodätischen  Coordinaten  -  System  mit  dem  Ur- 
sprung 0  die  Absdsse  0P  =  p  und  die  Ordinate 
PA  —  q,  und  das  dadurch  bestimmte  rechtwinklige 
Dreieck  OPA  habe  die  krumme  Fläche  =  ^. 

Um  das  Differential  dF  zu  bestimmen, 
untersuchen  wir,  um  was  sich  die  Fläche  J^  ändert, 
wenn  p  und  q  bzw.  sich  um  dp  und  d  q  ändern. 

Wenn  P  allein  sich  ändert,  so  rückt  der 
Punkt  ^  in  der  geodätischen  Parallele  yon  A 
nach  2>,  und  die  Flächenlnderung  ist  =  J— II, 
wobei  mit  I  der  Streifen  PP*  D  A  und  mit  27 
das  schmale  Dreieck  O DA  bezeichnet,  und  das 
kleine  Dreieckchen  mit  den  Katheten  A  D  und 
D  E  yemachlässigt  wird.  Man  kann  also  schreiben : 


%ä,  =  I-U 


(l) 
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In  gleicher  Weise  bat  man  auch: 

l^ä<i  =  in  (2) 

wenn  mit  III  das  schmale  Dreieck  0 AB  bexeicbnet  wird. 

Um  die  drei  Flächenteile  I,  11,  III  n&her  zn  untersuchen,  beginnen  wir  mit  J, 
welches  ist: 

I=:yndpdq  =  dpyndq  (8) 

Dabei  ist  dp  bIb  Basis  PP'  des  Streifens  I  konstant 
Das  Dreieck  II  Iftsst  sich  zu  III  in  Beziehung  setzen  durch  das  Verhältnis 
EAiAB,  nämlich: 

II:UI=^FA:AB 

Dabei  ist  AB  =  dq  und  E  A  =  ndp eotgß;  daraus  folgt  mit  Rflcksicht  auf  (2) : 
II=^^\dpcotgß  (4) 

Man  hat  also  nun  aus  (1),  (3)  und  (4): 

Der  Faktor  dp  fUlt  fort,  und  dann  hat  man: 

«n  p  ^ — \-  cosßn  x^  =  8tn  pjn  d  q 

oder,   weil  9Uiß  und  eoaß  Ton  den  früheren  Entwicklungen  nur  in  den  Produkten 
%9inß  und  scos^  yorhanden  sind,  schreiben  wir: 

8  8inß  v^ — ^nseosß-K—  =  snnßjndq  (5) 

Diese  zur  Bestimmung  von  F  dienende  Gleichung  soll  in  Übereinstimmung 
gebracht  werden  mit  der  folgenden  Gleichung,  deren  CoSfßcienten  A,  B,  C,  2>  zunächst 
unbestimmt  eingeführt  werden: 

-^=yP9-»-^p2-hB42H-Ci>8(2-*-2>i)(^  (6) 

Nach  Anleitung  yon  (5)  wird  hieraus  gebildet: 

dF       1 

^=.-^q-^2Ap  +  20pq-hDq^ 

Hiezu  nehmen  wir  in  erster  Näherung  von  (18)  und  (19)  S.  551  und  (16)  S.  548: 
8  9inß  =  p  8C08ß=  q  n=  l-¥-fo(i^ 

Wenn  man  hiemit  die  Gleichung  (5)  bildet,  und  mit  (6)  yergleicht,  so  findet 
man  ^  =  0,  B  =  0,  C  =  0,  D  =  0,  d.  h.  die  Reihe  fär  F  hat  keine  Glieder  yon  der 
Form  p^,  q^,  p^q,  pqp. 

Nachdem  dieses  erkannt  ist,  wird  als  neue  Form  angenommen: 

F=^^pq-hAp»q-hBp^(f-^Cp(fi  (7) 
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wieder  die  Erfimmangsrnasse  nach  (13)  §  110.  S.  550  einf&hrt, 
;ehenden  Aosdrack  fftr  F  aaf  folgende  Form  bringen: 
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!\  TT  fi  TP 

Hieraus  wird  ,.—  und  -x—  gebildet,  hiezu  in  zweiter  Näherung  von  (18),  (19) 

§  110.  S.  551  nebst  (16)  §  109.  S.  548: 

1  2 

8sinß  =  p^^foPq^  scosß  =  q-^-^-foI^^ 

n  =  l+/b^ 
Dieses  wird  in  (5)   eingesetzt,    der  entstehende  Ausdruck  mit  (7)  yerglichen, 
wodurch  sich  ergeben  wird: 

4^  =  -J^  4B  =  0  4C  =  -J/-o 

Und  setzt  man  auch  noch  nach  (13)  §  110.  S.  550,  2/*o  =  —  X:,  so  giebt  (7): 

F^'^pq-h^kip^-^qt)  (8) 

In  der  nächsten  Stufe  haben  wir  4  weitere  unbestimmte  Glieder  zugesetzt  yon 
der  Form  Ap^q-hBp^q^-i-B'p^qp-^A'pq^,  wozu  auch  8  sin  ß,  seosß  und  n  ent- 
sprechend hoher  zu  nehmen  waren.  Die  Ausführung  und  Co^rficienten-Vergleichung 
nach  dem  bisherigen  Verfahren  gab: 

Wenn  man  hier  wieder  die  Ertimmungsmasse  nach  (13)  §  110.  S.  550  einf&hrt, 
so  kann  man  den  Yorstehenden  Ausdruck  fftr  F  auf  folgende  Form  bringen: 

^-T"^240l 

Setzt  man  die  yerschiedenen  ka,  kß^  ky  hier  einander  gleich,  schlechthin  =  i', 
so  erhält  man  wieder  die  Gleichung  (8). 

Nun  kommt  es  darauf  an,  von  der  Fläche  F  eines  rechtwinkligen  geodätischen 
Dreiecks  überzugehen  auf  die  Fläche  eines  allgemeinen  Dreiecks  mit  beliebigen  Winkeln. 
Der  Weg  hiezu  ist  bereits  durch  die  Entwicklung  yon  §  HO.  mit  Fig.  1.  S.  558  vor- 
gezeichnet ;  wir  werden  wieder  das  allgemeine  Dreieck  in  zwei  rechtwinklige  Dreiecke 
zerlegen,  und  haben  dann,  die  Flächen  der  beiden  rechtwinkligen  Dreiecke  nach  dem 
bisherigen  mit  Fi  und  F^  bezeichnend,  und  fftr  die  Gesamtfläche  das  Zeichen  F  an- 
nehmend: F  =  Fl  -h  Fa  (10) 

Wenn  wir  die  Formel  (9)  für  die  Fläche  F  eines  rechtwinkligen  Dreiecks,  auf 
die  beiden  Teile  Ton  Fig.  1.  anwenden,  so  haben  wir: 

Fi  =  ^^-h^(k.(4p»^Z(l^)^k^(Zj^-^Sqi)-i-k.(Sjf^'^ii^)^ 
Hiezu  hat  man  nach  (24)'-(27)  §.  110.  S.  551: 
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Dadurch  ist  der  Weg  gezeigt,  aof  welchem  man  die  kramme  Dreiecksfläche  jP 
zunächst  in  p,  q'  q'  nebst  den  verschiedenen  k  ansdrflcken  kann.  Dann  hat  man  yer- 
Bchiedene  geometrische  Beziehungen  in  dem  Dreieck  selbst,  z.  B.  jfi-\-q^  =  &2, 
^  -{-  q'2  =  c«  als  erste  Näherungen  u.  s.  w.  Wenn  man  nach  diesen  Andeutungen 
die  Rechnung  durchfahrt,  so  wird  man  erhalten: 

ir=if^**»^|l  +  _L^^(362^_3c2-126cco«^)4-j^ife»(8  62  4-4c2  — 96ccoÄil) 


^-Är.(4  62  +  3c8-9  6cco«i4)l      (11) 


(12) 


(13) 


"^120 
Diese  Gleichung  (11),  welche  man  auch  noch  in  zwei  anderen  Formen  mit 
acstnB  und  mit  ab  sin  C,  anschreiben  kann,  ist  nicht  symmetrisch,  weil  eines  der 
drei  Elemente  A,  B,  C  bzw.  a,  h,  e  bevorzugt  ist.    Wir  wollen  deshalb  hcsinÄ 
durch  ^  ersetzen,  und  haben  hiezu  von  (14)  §  111.  8.  553: 

A-A    -hg  ^ 

und  im  ebenen  Dreieck:         2  6  c co5  X*  =  6«  -h  c«  —  a> 

Da  man  in  den  Gliedern  zweiter  Ordnung  von  (11)  stets  A  mit  A*  vertauschen 
darf,  kann  man  mittelst  der  soeben  geschriebenen  zwei  Gleichungen  die  (11)  auf 
folgende  Form  bringen: 

-f'=  A|l-^-jjQA:„(a2-+-262-f  2c2)  4- -^|^  *»  (2  a« -+- fc2  4  2c2) 

+  j2ö'^c(2a2-f-26«4-c«)j 
Setzt  man  hier  Jb.  =  it»  =  fr«  =  A:,  so  erhält  man: 

Dieses  entspricht  dem  frflheren  (36)  8.  251,  nnd  damit  kann  man  auch  (81)— (42) 
von  S.  251 — 252  leicht  auf  unseren  Fall  übertragen,  was  in  der  Formel -Zusammen- 
stellung des  118.  geschehen  soll. 

In  der  vorigen  3.  Auflage  dieses  Bandes ,  1890,  S.  480 — 488,  hakten  wir  hier  eine  zweite  Be- 
gründung der  Gmndformeln  geodiifscher  Dreiecke  eingeschaltet  (anoh  in  teilweise  anderer  Form 
früher  In  der  «Zeitsohr.  f.  Yerm.  1889*,  8. 1295—804  gegeben),  welche  anf  das  Prinzip  der  reduzierten 
Breite  (Kap.  IX)  gegründet,  ein  sph&risehe«  Hilfsdreieck  benützt.  Dieses  mag  diesesmal  übergangen 
werden. 

§  113.    Pralltische  Anwendung  der  allgemeinen  Tlieorie  der 
geodätisclien  Dreiecke. 

(Bezeichnungen  nach  Fig.  1.  und  2.  8.  558.) 

Wir  wollen  zuerst  die  verschiedenen  von  §  111.  und  §  112.  zur  praktischen  An- 
wendung geeigneten  Formeln  zusammenstellen,  und  dazu  auch  noch  einige  zusammen- 
fassende Bezeichnungen  einführen.  Wenn  die  Krümmungsmasse  in  den  drei  Ecken 
eines  Dreiecks  mit  Ä*«,  kh,  kt  bezeichnet  sind,   so  nehmen  wir  hiezu  einen  Mittelwert: 

3 =  *o  (1) 
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Dieser  Wert  k^  entspricht  dem  Schwerpunkt  des  Dreiecks  und  dem  arith- 
metischen Mittel  der  geographischen  Breiten  der  drei  Endpunkte  des  Dreiecks. 

Wenn  die  drei  Seiten  eines  geodätischen  Dreiecks  die  Längen  a,  h,  e  haben, 
so  berechnen  wir  das  mittlere  Seitenqoadrat: 

a2  -h  &2  -h  ^ 


=  m2 


(2) 


Die  Winkel  des  geodätischen  Dreiecks  sind  A,  B,  (7,  and  die  Winkel  eines 
ebenen  Dreiecks,  welches  mit  dem  geodätischen  Dreieck  gleiche  Seitenlängen  a,  h,  c 
hat,  sind  A*,  B*,  C*.  Die  Winkelsumme  des  ebenen  Dreiecks,  d.  h.  A*  -^  B*  -hC* 
ist  =  180^,  und  die  Summe  der  Winkel  des  geodätischen  Dreiecks,  d.  h.  A-h  B  -^C 
ist  =  180^  +  e,  wo  s  der  geodätische  Excess  des  Dreiecks  heisst 

Die  Fläche  des  geodätischen  Dreiecks ,  auf  der  krummen  Oberfläche  gemessoD, 
sei  F,  und  die  Fläche  des  ebenen  Dreiecks  mit  den  Seiten  a,  &,  c  sei  =  /^. 

Mit  diesen  Bezeichnungen  haben  wir  Ton  (16)  und  (17j  §  112.  S.  556  mit  Za- 
setzung  der  notigen  q: 


^-^•  =  4^^ 


3   '^  4  "^  24  ^  15 

oder  mit  Einführung  von  k^  und  von  nfi  in  dreifacher  Form: 

A-A*=^gko^-^g{k.^ko)-h^^QQkH7nfi^2a^) 


(3) 


B- 


^B*=^gko- 


c-cr=Aß*o- 


12 

A 

12 


Qih'-ko)- 
^(fc— *o)- 


120 


120 


ßJk8(7ml»-268) 
^Jfc2{7m?  — 2c8) 


Summe  «  =  A  ^*o-*-  ^ 


8 


^ib8m8 


w 


(5) 


Der  theoretischen  Vollständigkeit  wegen  fflgen  wir  auch  die  Formel  ftr  die 
krumme  Oberfläche  F  hier  bei,  nach  (13)  §  112.  S.  559: 


F=  A-*--^*m8 


(6) 


und  als  Folge  Ton  (5)  und  (6): 

e  =  FgkQ'^ki...  (7) 

Endlich  bildet  man   aus  (4)  und  (5)  durch  Elimination  von  A  ^^  Differeni: 
oder  mit  Einführung  der  Mittelwerte  ÜCq  und  nfi  nach  (1)  und  (2)  in  dreifacher  Form: 


Summe  e  =  s. 
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Wo  in  den  höheren  Gliedern  dieser  Formeln  k  schlechthin  steht,  sind  die 
einzelnen  ka,  A:»,  k^  nicht  mehr  unterschieden,  und  man  kann  dann  nach  Belieben 
etwa  k=zkQ  nehmen. 

Die  Zahlenwerte  yon  k  kann  man  ans  der  Hilfstafel  S.  [8)— [29]  unseres  An- 
hangs entnehmen,  denn  es  ist: 

Auch  darf  man  sich  wohl  erlauben,  wenn  es  sich  um  den  Mittelwert  X^q  ^^^^ 
(1)  handelt,  statt  des  Mittels  aus  den  k  selbst,  das  Mittel  aus  den  verschiedenen  log  k 
als  logk^  gelten  zu  lassen,  oder  man  kann  auch  logko  zu  dem  arithmetischen  Mittel 
der  Breiten  (p  der  drei  Ecken  des  Dreiecks  nehmen,  insofern  auf  nicht  zu  weite  Er- 
streckung die  Differenzen  zwischen  den  Breiten  qo,  zwischen  den  Werten  k  und  den 
Werten  logk  alle  nahezu  einander  proportional  angenommen  werden  dürfen. 

Wenn  die  Proportionalität  zwischen  d  qo  und  J  k  nicht  mehr  stattfindet,  so  ist 
auch  die  der  ganzen  Theorie  zu  Grunde  liegende  Annahme,  dass  k  eine  lineare  Funk- 
tion der  Flächen-Coordinaten  sei,  nicht  mehr  erftUlt  (ygl.  (13)  und  (14)  §  109.  S.  548 
und  (13)  §  110.  S.  550). 

Zu  einem  Zahlen -Beispiele  nehmen  wir  zuerst  wieder  das  klassische  Dreieck 
Inselsberg-Hohehagen-Brocken,  welches  uns  schon  mehrfach,  auf  S.  232  und  S.  253 
als  Rechen-Beispiel  gedient  hat. 

Wir  nehmen  nach  S.  232  zuerst  wieder  die  genäherten  geographischen  Breiten 
der  drei  Eckpunkte  des  Dreiecks,  und  entnehmen  darnach  Ton  S.  [20]  des  Anhangs 
die  Erümmungsmasse: 

Punkt  Breite  logk  =  log— ^ 


Inselsberg      50<>  51'    9"  %  ife.  =  6.390  1277-8 

Hohehagen     51^  28'  31"  logk^  =  6.390  0659-4 

Brocken         51  <*  48'    2"  log  h  =  6.390  0337-4 


(10) 


Mittel  51  *>  22'  34"  logk^  =  6.390 07582 

Wir  haben  dabei  ausnahmsweise  scharf  gerechnet,  d.  h.  von  Seite  [20]  zuerst 

log  r  interpoliert,  und  daraus  log  r«  und  log  k  gebildet  Wir  wollen  damit  die  Winkel 

auf  0,000  001"  genau  berechnen,  was  nur  formellen  Sinn  fQr  ein  Yergleichs-Beispiel  hat. 

Indem  wir  die  früheren  Zahlenwerte  von  S.  237  und  8.  253  wieder  benützen, 
haben  wir: 

a  =  69,194»"  6  =  105,973*"  c  =  84,941*" 

a2  =  4787,8«*-  6«  =  11230,2«*"  c«  =  7215,0«»"         m«  =  7744,3«*" 

%  A  =  9.467  2167-6  A  =  2  932  356  450«" 

hiemit  nach  (5):  «  =  14,849  701"  -I-  0,000  353"  =  14,850  054  (11) 

dann  nach  (6) :     F  =  2  932  356  450«"  -+-  69  693«"  =  2  932  426 143«- 
und  damit  «  nach  (7):     s  =  14.850  054"    (stimmt  mit  (11)) 
Die  Gruppe  (4)  und  (5)  giebt: 

A—A*=    4,949  900"  —  0,000  148"  4-  0,000 136"  =    4,949  888" 

B-B*=    4,949  900"  -+-  0,000  028"  4-  0,000  096"  =    4,950  024" 

C  —  C*  =    4,949  900"  h-  0,000  120"  +  0,000  121"  =    4,950 141" 

6  =  14,849  700"  -+-  0  -+-  0,000  353"  =  14,850  053" 

Jordan,  Handb.  d.  Yermeflsaxigikande.    4.  Aufl.    III.  Bd.  36, 
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Femer  giebt  die  Groppe  (9): 

A  —  A*=    4,950  018"  -h  0,000  148"  +  0,000  018"  =  4,950  184" 

B^B*  =   4,950  018"  —  0,000  028"  —  0,000  021"  =  4,949  969" 

0—0*=    4,950  018"  —  0,000 120"  -h  0,000  003"  =  4,949  901" 


«  =  14,850  054"  H-  0 


=  14,850  054" 


(13) 


Wenn  man  diese  Winkel  (12)  and  (13)  mit  den  früheren  sphärischen  Angaben 
anf  S.  253  yergleicht,  so  findet  man  nur  Differenzen  von  etwa  0,0001",  woraus  zn 
ersehen  ist,  dass  in  diesem  Falle  eines  sehr  grossen  Dreiecks  die  Berechnung  nach 
den  sphäroidiachen  Formeln  keine  merkbare  Abweichnng  Yon  der  sphärischen  Rech- 
nung bringt 

Die  ZftbleDwerte,  welche  wir  hier  in  (13)  und  (13)  berechnet  haben,  stinunen  nicht  uberein 
mit  den  Werten,  welche  Oanss  selbst  In  Art  28.  der  .Disquisitlones  geDerales  ete.*  gegeben  hat,  die 
aauss  sehen  Angaben  sind  nämlich: 

iDselsberg     A  —  A*^   4,M181"  v 

Hohehagen   fi  -  B*  =   4,96118"   I  ,... 

Brocken  Cf—C*=   4.95104"   j  ^  ^ 

6  =  14,86848"    ' 

Es  röhrt  das  davon  her,  dass  Oanss  im  Jahre  1837  andere  Erddimensionen  seiner  Bechnung 

zu  Grande  legte,   als  die  erst  von  1841  herröhrenden  Bessel  sehen  Erddimensionen,  welche  nnseren 

Berechnungen  zu  Orande  liegen. 

Fig.  1.  (vgL  Fig.  4.  ß.  28). 
Trigonometrische  Verbindung  zwischen  Spanien  und  Algier. 


la^'von  Gr. 


Mulhacen 
h«348t"- 


Fi  Lhaoussen 
h=1140"  T=35"0' 

m  000  000 


i  t  1 1  I  I  I  f  I  I 


lOo'^^-  50 


«KiL 


100  ZOO"" 
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Die  im  Yorstehenden  berechneten  Winkel-Bedaktionen  sind  anabhängig  Ton  den 
Redaktionen  zwischen  den  geodätischen  Linien  and  den  Tertikaien  Schnitten,  welche 
dorch  die  früheren  Formeln  von  §  71.  bestimmt  sind.  Jene  Redaktionen  müssen  vor- 
her schon  angebracht  sein,  ehe  die  geodätische  Theorie  von  §  109.— -112.  zar  An- 
wendang kommt. 

Wir  wollen  dieses  an  einem  grosseren  Beispiele  zeigen,  welches  in  Fig.  1.  S.  562 
dargestellt  ist. 

Hieza  nehmen  wir  eines  der  grossen  Dreiecke,  welche  im  Jahre  1879  yon  Ibanez 
and  Perrier  zor  trigonometrischen  Verbindang  zwischen  Spanien  and  Algier  angelegt 
worden  sind,  wie  wir  schon  früher  aaf  S.  22—23  im  allgemeinen  berichtet  haben. 

Diese  grossen  Dreiecke  eignen  sich  sehr  gat  als  Zahlen-Beispiele  zur  Anwendang 
der  geodätischen  Formeln  mit  sphäroidischen  Gliedern,  and  in  diesem  Sinne  ist  aach 
schon  eine  Berechnang  nach  Helmerts  Formeln  mitgeteilt  worden  von  Fenner  in  der 
«Zeitschr.  1  Yerm.  1882%  S.  803—308.  Im  übrigen  haben  wir  die  Qaellenschriften: 
yEnlace  geod^sico  y  astronömica  de  Earopa  j  Africa,  Madrid  1880'  and  in  dem 
„Generalbericht  d.  earop.  Gradm.  für  1880" ,  S.  44—57:  .Jonction  g^od^siqae  et  astro- 
nomiqae  de  VAlgörie  avec  TEspagne",  and  in  endgiltiger  Berechnung  in  dem  Werke: 
.Memorias  del  institato  geogräfico  y  estadlstico.  Tomo  VII.  Madrid  1888«,  S.  97—111. 

Nach  diesen  Schriften  und  einigen  Nebenberechnangen  haben  wir  die  zar  Be- 
rechnang notigen  Haapt werte  der  Breiten  und  der  Azimate  in  Fig.  1.  zasammen- 
gestellt,  welche  nan  in  Verbindang  mit  Fig.  1.  S.  23  alles  wesentliche  giebt. 

Wir  wollen  hier  nar  eines  der  vier  Verbindongs-Dreiecke  durchrechnen,  ni^lich 
das  grOsste:  Malhacen,  M'Sahiba,  Filhaoassen. 

Die  gemessenen  Winkel  sind  folgende  (Memorias  etc.  S.  100): 
Malhacen        A  =    22o  28'  45,269"      j 
M^Sabiha         B  =    78°  48'  45,563"       I 
Filhaoassen     C  =    78°  43'  39,198"       [  (^^) 

Summe  =  180°    0'  70,030" 

Wir  wollen  jedoch  für  unsere  Zwecke  diese  3  Winkel  lieber  in  Gestalt  von 
6  Richtungen  darstellen,  und  zwar  so,  dass  die  Richtungen  nahezu  gleich  den  Azimuten 
der  betreffenden  Seiten  werden: 

Mulhacen  M*Sabiha  Filhaoussen 

(il  B)  =i  124°  15'    0,000"    (B  CT)  =  226°  53'   0,000"    (C  il)  =  827°  40'   0,000"  .' 
(AG)=  146°  43' 45,269"    (B^)  =  305°  41' 45,563"    (C  B)  ^   46°  23' 39,198"  i   (16) 
X=    22°  28' 45,269"         B=    78°  48' 45,563"  (7=    78°  43' 39,198"  ' 

Die  Differenzen  A,  B,  C  sind  wieder  dieselben  wie  bei  (15).  Dass  (AB)  und 
(BA)  u.  s.  w.  nicht  nahezu  um  180°  verschieden  sind,  obgleich  die  Richtungen  selbst 
auf  etwa  1'  genau  Azimute  sind,  rührt  von  den  Meridian -Konvergenzen  her;  die  Mittel- 
werte zweier  solcher  Gegenrichtungen  sind  als  Mittel- Azimute  genähert  in  Fig.  1.  ein- 
geschrieben, z.  B.  (147°  12')  als  Mittel  aus  146°  44'  Und  327°  4^  ±  180°. 

Nun  müssen  die  gemessenen  Richtungen  (16)  zunächst  in  zwei&cher  Weise 
wegen  der  Abplattung  der  Erde  reduziert  werden. 

Erstens  erfolgt  die  Reduktion  wegen  der  Hohe  der  Zielpunkte  über  dem  Meere; 
es  ist  nach  der  Formel  für  /  in  §  68.  S.  372  die  Reduktion  für  einen  Zielpunkt  der 
in  der  Hohe  h  über  dem  Meere,  im  Azimut  a  angezielt  wird,  in  Sekunden: 

y  =  fjp^Qsinacosa  (17) 
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Zweitens  ist  Redaktion  erforderlich  Ton  den  vertikalen  Schnitten,  in  welchen 
die  Richtongen  (16)  gemessen  sind,  aof  die  geodätischen  Linien;  hief&r  haben  wir 
nach  (16)  S.  386  nebst  Fig.  5.  S.  384  die  Redaktion  in  genügender  Näherang: 


1    «  1  ^  «• 


(18) 


Der  in  (17)  and  (18)  yorkommende  Faktor  rp^  hat  wie  gewöhnlich  die  Bedeatong 
1^  =  e'^oos'^qi.  Da  die  Breiten  <p  der  drei  Eckponkte  in  Fig.  1.  angegeben  sind,  hat 
man  damit  aach  die  Mittelbreiten  für  die  drei  Seiten,  and  hieza  lassen  sich  die  drei 
Werte  logr^  berechnen,  sowie  die  notigen  logN  aas  der  Tafel  Seite  [16]  entnehmen: 

ITSabiba        35°  40'        Malhacen        37°  3'        Malhacen    37°  3' 
Filhaoassen    35°    O'        Filhaonssen    35°  (X        ITSabiha    35°4(y 


Mittelbreite  qt  =  35°  20'  36°  2*  36°  22* 

logtf^    7.65049  7.64286  7.63917     1 

logN    6.80513  6.80514  6.80515     f    ^  ^ 

Da  im  flbrigen  za  der  Rechnang  nach  den  Formeln  (17)  and  (18)  nichts  weiter 
za  bemerken  ist,  indem  die  nötigen  Elemente  teils  in  (19)  gegeben,  teils  in  Fig.  1 
eingeschrieben  sind,  so  teilen  wir  sofort  die  Ergebnisse  dieser  Recbnangen  mit: 


Richtang 
/ 


y-^if 


Malhacen 

{AB)  {AO) 

—  0,039"  ,  —  0,074" 

4-  0,126"  ,  -H  0,123" 


0,087" 


0.049" 


-  0,038" 


M*Sabiha 
(BG)        (BA) 
H-  0,082"  ,  —  0,230" 
—  0,021"  ,  -f-  0,126" 


-0,061",  —0,104" 


Filhaoassen 
(CA)  (OB) 

—  0,225"  ,  -+-  0,042" 
-h  0,123"  ,  —  0,021" 

—  0,102",  -h  0,021" 


0,123" 


(20) 


—  0,165" 

Indem  wir  diese  Redaktionen  (20)  den  gemessenen  Richtangen  (16)  hiniafUgen, 
erhalten  wir  folgende  nene  Tabelle  der  Richtangen,  die  wir  znr  ünterscheidang  von 
{AB)  a.  s.  w.  nan  mit  [AB]  a.  s.  w.  bezeichnen  wollen: 

Malhacen  M'Sabiha  Filhaoassen 

[AB]  =  124°  15'    0,087"     [BC]  =  226°  53'    0,061"    [CA]  =  327°  39'  59,898" 

[AC]  =  146°  43'  45,318"    [BA]  =  305°  41'  45,459"     [CB]=   46°  23'  39,219" 

A'  =    22°  28'  45,231"        B'  =    78°  48'  45.398"        C'  =    78°  43'  39,321"   (21) 

Um  nan  das  Dreieck,  welchem  diese  Winkel  angehören,  anf  ein  ebenes  Dreieck 
mit  gleich  langen  Seiten  za  reduzieren,  oder  um  die  früher  mit  A*t  B*,  C*  bezeich- 
neten Winkel  za  finden,  hat  man  wieder  die  hiefür  giltigen  Formeln  anzuwenden, 
welche  wir  am  Anfang  dieses  §  113.  anter  (1)^(9)  S.  559—560  zasammengestellt  haben. 

Die  hieza  nötigen  Krümmangsmasse  h,  bzw.  die  entsprechenden  log  kg  sind: 

logkg  =  log  -^^  =  1.705  9395 
.  .      .  .  1.7060732 


A,  Malhacen 

£.  M'Sabiha 
(7,  Filhaoassen 


(^  =  37*" 
.  .    35° 


3' 


40' 


36°    r 


1.706 1356 


Was  die  Rechnang  im  übrigen  betrifft,  so  haben  wir  die  Seite  XC  =  6  =  269  926. 
za  Grande  gelegt,  die  Winkel  A,  B,  C  znn&chst  vorläufig  auf  180°  aasgeglichen  und 
damit  erste  Näherungen  von  A*,  B*,  C*  erhalten,  woraus  weiter  folgte:  BC^a 
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=  105  173,9*  und  ^  B  =  c  =  269  845,7*.    Damit   konnte   weiter    gerechnet    werden 
lop  A  =  10.143  6726  und  e  =  70,7607"  und  endUch: 

.       ^' —  X*  =  23,5866"        JB' —  «♦  =  28,5866"        0  —  0*  =  23,5875"       (22) 
Zieht  man  diese  (22)  von  den  A\  £',  C  in  (21)  ab,  so  erh&lt  man: 
Ä*  =    22°  28'  21,644" 
B*=    78<»  48'  21,811" 
C  =    78<»  43'  15,733" 

Summe   =  179°  59'  59,188" 

f€=  —0.812"  (23) 

Dieser  nun  noch  bleibende  Widerspruch  tr  =  —  0,812"  rührt  Ton  den  Beob- 
achtungs-Fehlem  her.  Die  geodätische  Winkel-Reduktion  an  sich  ist  damit  vollendet. 

Wenn  man  die  praktische.  Frage  aufwirft,  ob  die  kleinen  Reduktionen,  mit 
denen  wir  uns  hier  beschäftigt  haben,  bei  Triangulierungen  in  Rechnung  zu  bringen 
sind,  so  wird  man  beim  heutigen  Stande  der  Beobachtungskunst  diese  Frage  für  die 
gewöhnlichen  kleinen  Dreiecke  und  geringen  Höhen  vereinen;  dagegen  bei  solch  grossen 
Verhältnissen,  wie  diejenigen  der  Trianguüerung  zwischen  Spanien  und  Algier y  sind 
kleine  Grossen  wie  die  unter  (20)  erhaltenen  neben  einem  nur  etwa  8  mal  grösseren 
Messungs-Fehler  w  nach  gewöhnlicher  Anschauung  nicht  zu  vernachlässigen. 

Dieses  betrifft  diejenigen  Reduktionen,  deren  Theorie  in  den  früheren  §§  66., 
67.  und  71.  behandelt  worden  ist.  Die  kleinen  Grossen,  welche  durch  die  Theorie 
dieses  Kapitels  X.  §  110.— §  112  gewonnen  wurden,  sind  noch  erheblich  kleiner,  und 
der  praktische  Gewinn  unseres  ganzen  Kapitels  X.  beschränkt  sich  also  sogar  bei  der 
grossen  spanisch-algierischen  Triangulierung  auf  Glieder  von  0,001"  Betrag. 

Wenn  hiemach  die  Theorie  der  Gauss  sehen  .Disquisitiones  generales  circa 
superficies  curvas'  sich  hier  nur  als  schOne  Theorie  zeigt,  welche  man  in  der  Praxis 
kaum  unmittelbar  braucht,  so  ist  die  Theorie  damit  doch  auch  praktisch  nicht  über- 
flüssig, denn  ohne  diese  Theorie  wüsste  man  eben  nicht,  dass  die  zweifellos  vorhandenen 
Einflüsse  der  Abplattung  der  Erde  in  diesem  Falle  so  wenig  ausmachen,  und  die  höheren 

sphärischen  Glieder  mit  -^  in  §  44.  würden  ohne  die  Kenntnis  der  sphäroidischen  Glieder 
wertlos  sein. 


Kapitel  XL 

Bestimmung  der  Dimensionen  des  Erd-Ellipsoids. 

§  114.    Bestimmniig  der  MeridUn-Elllpse  durch  zwei  Breiten- 

Gradmessiingeii. 

Das  älteste  Mittel  zur  Bestimmung  der  Erddimensionen  sind  die  sogenannten 
Breiten-Gradmessungen,  deren  Geschichte  wir  in  der  Einleitung  S.  1—9  mitgeteilt  haben. 

Unter  einer  Breiten-Gradmessung  versteht  man-  die  Messung  eines  Meridian- 
bogens  der  Erde  und  der  Polhohen   oder  geographischen  Breiten  seiner  Endpunkte. 

Wenn  man  die  Messungs-Ergebnisse  zweier  solcher  Gradmessungen  unter  ver- 
schiedenen Breiten  kennt,  so  kann  man  die  Dimensionen  der  dadurch  bestimmten 
Meridian-Ellipse  berechnen. 
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Ehe  wir  uns  dannit  beschäftigen,  ist  eine  Bem^lmng  Aber  die  Messung  der 
Meridianbogen  zu  machen.  Geradezu  auf  einem  Meridian  der  Erde  eine  Linie  un- 
mittelbar zu  messen,  das  war  das  Bestreben  der  ersten  Gradmesser  (vgl  z.  B.  S.  3, 
arabische  Gradmessung  und  S.  7,  amerikanische  Gradmessung),  und  wenn  der  gemessene 
Bogen  einen  kleinen  Winkel  a  mit  der  Meridianrichtung  bildete,  so  konnte  man  leicht 
eine  Reduktion  auf  den  Meridian  ausführen,  welche  im  wesentlichen  in  der  Multi- 
plikation des  gemessenen  Bogens  mit  eoea  besteht.  Auch  Triangulierungsketten, 
welche  nach  ihrer  Haupterstreckung  nahe  der  Meridianrichtnng  liegen,  lassen  sich  auf 
den  Meridian  reduzieren,  wie  wir  ausf&hrlicber   im  n&chsten  §  115.  zeigen  werden. 

Nach  Andeutung  von  Fig.  1.  nehmen  wir  nun 
an,  man  habe  zwei  Gradmessungen  in  demselben 
Meridian,  oder,  was  hier  dasselbe  ist,  zwei  Grad- 
messungen, deren  Elemente  in  einer  Meridian-Ellipse 
dargestellt  sind.  Die  erste  Gradmessung  habe  den 
Meridianbogen  m  mit  den  Breiten  (Pi  und  go«  seiner 
Endpunkte,  und  die  zweite  Gradmessung  entsprechend 
den  Meridianbogen  m'  mit  den  Breiten  q>^  und  qp^. 
Zur  Abkürzung  wollen  wir  hiezu  schreiben: 

<pa  — qpi  =  j(p  g'4  — <P8=^<P'       (1) 


Flg.  1. 
Zwei  Breiten- GrAdmeMangeii. 


qP2-t-g>i 


=  q> 


(Pi-^^z 


=  g,' 


(2) 


Nun  wissen  wir  von  §  35.  S.  210  und  S.  219,  dass  man  die  Länge  m  eines 
massig  grossen  Meridianbogens  als  Kreisbogen  berechnen  kann,  dessen  Halbmesser  der 
Meridian-Krümmungs-Halbmesser  M  für  die  Mittelbreite  qp,  und  dessen  Centriwinkel 
die  Breiten-Differenz  J q)  ist;  d.  h.  man  hat  für  die  beiden  Gradmessungen: 


Q 


m  =  — ^ 


Dabei  ist  nach  (21)  und  (19)  S.  196-197: 
e 


3f  = 


^=V^ 


(8) 


(4) 


F2=  l-+.«'2cos2g)  F'2  =  l-f-c'«CM2q/  (5) 

Wenn  man  diese  (5)  und  (4)  in  (3)  einsetzt,  und  dann  die  beiden  Gleichungen  (3) 
dividiert,  so  erhftlt  man: 

\m'  'J(p)  ""  l-H-e'2co82(p  ^  ^ 

Zur  Abkürzung  schreiben  wir: 

Die  Gleichung  (6)  ist  in  Bezug  auf  if^  linear,  und  kann  daher  geradezu  nach 
«'S  aufgelöst  werden.    Wenn  man  dabei  die  Abkürzung  (6a)  benützt,  so  erh&lt  man 

Hat  man  hieraus  «'S  berechnet,  so  erh&lt  man  mit  Probe  aus  (8),  (4)  und  (5): 


oder      c  —  -.-7  o  Ts 


(8) 
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Die  beiden  EUipsen-Halbaxen  a  und  b  erh&lt  man  aas  c  and  e'2  nach  (18)  S.  196 : 


wobei  man  nochmals  zar  Probe  bilden  Icann: 
'  aS  —  68 


werden: 


(13) 


Damit  bat  man  auch  e>  and  die  Abplattung  a  nach  (5)  und  (7)  S.  189: 

*'  =  rÄ2    •    «  =  l-l/l^^    oder    «=1-— l_  (10) 

Aach  die  Länge  des  Meridian- Qaadranten  Q  kann  nach  (246)  S.  215  berechnet 

Q  =  a-2-(l-2+j6)  (11) 

Zar  Anwendung  der  entwickelten  Formeln  wollen  wir  die  bekannten  klassischen 
Gradmessangen  von  Pera  nnd  Lappland  benutzen. 

Kach  Bessels  Angabe  im  14.  Band,  1837,  der  ,Astr.  Nachr.*  S.  334  and 
8.  337  sind  die  Ergebnisse  der  Gradmessangen  in  Pera  and  Lappland  (Schweden)  die 
folgenden: 

Gradmessang  in  Pera: 

m  =  176875,5  Toisen  =  344736,772  Meter 
(Pi  =  —  3°  4'  32,068"        (JP2  =  -H  0<>  2'  31,: 
Gradmessang  in  Lappland: 

m'  =  92777,981  Toisen  =  180  827,654  Meter 
q)8  =  65 *>  31'  30,265        (^4  =  67^  8'  49,880" 
Man  bildet  hieraas  die  Differenzen  and  die  Mittel: 

J  g)  =  3°  7  3,455"  J  «p'  =  1°  37  19,565" 

=  11223,455"  =        5839,565" 

<p  =  — 10  31'  30,3405"  <p'  =  66°  20'  10,0475" 

Nan  rechnet  man  nach  den  angegebenen  Formeln: 

log-^  =  1.487  3610-4         log  J*-  =  1.490  8843.5         log  q«  =  9.997 6511-3 

y^      1-0,994606-119 -  000ß47ß7«4 

' '  =  ö;993T01^93^  0;i61-Ö9666Ö-  =  ^'^^^ ^^^ ^^^ 

logV^=z  0.0028017-7  log  F«  =  0.000  4529-0 

loge==  6.805  9888-4  log  a  =  6.804  5869-6  log  h  =  6.803  1850-8 

a  =  1 :  310,29534  §  =  10  000 157  Meter  (14) 

Wenn  man  statt  ^^  zaerst  e^  haben  will,  so  kann  man  dieses  aas  (7)  ableiten, 
denn  es  ist  nach  (5)  §  31.  S.  189,  mit  Anwendang  anf  (7): 

e2  =  _£^  = inf (15) 

Aaf  dieselbe  Formel  wird  man  aach  anmittelbar  dadarch  geführt,  dass  man 

von  vornherein  statt  e  and  e'2  und   P^  mit  den  Konstanten  a,  «2  and  W^  rechnet: 

TF2=1  — e2«„2(p  Wi^l—e^8iffiq>'  (16) 
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Wenn  man  dieses  ebenso  bebandelt,  wie  früher  (8)  —  (6),  so  wird  man  anf  (16) 
geführt,  worauf  ans  (17)  auch  a  mit  Probe  folgt. 

Berechnungen  von  solcher  Art  spielten  eine  wichtige  Bolle  in  der  Zeit  der 
Gradmessungen  des  vorigen  Jahrhunderts  (Tgl.  Einleitung  S.  7);  heute  ist  dieses 
nicht  mehr  der  Fall,  indem  die  Frage  nach  den  Brddimensionen  jetzt  in  anderer 
Form  auftritt. 

§  115.    Redaktion  eines  Gradmessnngs-Bogens  anf  den  Meridian. 

Wir  haben  die  am  Eingange  des  vorigen  §  114.  berflhrte  Aufgabe  nun  nach- 
zuholen, n&rolich  Berechnung  des  Meridianbogens  fif,  welcher  einem  schief  gegen  den 
Meridian  gelegten  Gradmessungs- Bogen  s  zwischen  den  Breiten  der  Endpunkte  ent- 
spricht. Oder  im  Anschluss  an  die  nachfolgende  Fig.  1.  haben  wir  die  Aufgabe,  den 
Meridianbogen  m  zu  berechnen,  welcher  zwischen  denselben  Breiten  <pi  und  <pg  lieg^ 
wie  ein  schief  geleg^r  Bogen  AB  =  s,  dessen  Bichtung  wenigstens  durch  ein  Azimut 
a  bestimmt  ist 

Der  Bogen  s  kann  unmittelbar  gemessen  sein,  im  allgemeinen  ist  aber  anzu- 
nehmen, dass  dieser  Bogen  s  als  lange  Diagonale  einer  Triangulierungskette  nach  Art 
von  AB  in  Fig.  2.   S.  388  oder  Fig.  3.  S.  389   berechnet  sei,  wobei  die  Haupt- 
erstreckung  A  B  nach  dem  Meridian  gerichtet  ist.    Dabei  ist  angenommen,  dass  auch 
Y\g.  1.  das  Azimut  a,  dessen  astronomische  Messung  nicht  geradezu  auf 

^s^  die  Sicht  der  Linie  s  gemacht  werden  konnte,  durch  Bechnung 

\\^  auf  8  bezogen  wurde. 

\       >y  Hiemach  kann  man  das  Ergebnis  8  mit  einem  Azimut  a 

\        \  (oder  mit  zwei  Azimuten  a^,  ce2,  nach  Fig.  3.  S.  571)  als  geodä- 

\  >v  tische  Linie  mit  geodätischen  Azimuten  betrachten,  und  als  solche 

\  \        weiter  behandeln. 

^ ^\ -X  W^  betrachten  nun  zuerst  nach   Fig.  1.   den  einfachen 

**       \         /  \     Fall,  dass  nur  ein  Azimut  a  gemessen  sei;  wir  wollen  dann  aber 
^  XoOy^       \   ^^  Erleichterung  andererseits  annehmen,  dass  dieses  a  ziemlich 

(p Y^  Mein  sei,  d.h.  dass  der  Gradmessungs-Bogen  8  nahezu  die  Me- 

I  ridianrichtung  habe,  was  ja  bei  reinen  Breitengrad-Messungen  von 

vornherein  angestrebt  wird. 

Zwischen  <]P2  —  <Pi*  s  und  a  besteht  eine  Beziehung,  welche  in  erster  N&herung 
durch  die  zwei  ersten  Glieder  von  (25)  S.  395  ausgedrückt  wird,  nJUnlich : 

<P2~9l=^*(t*~f  <)  (1) 


Dabei  ist  nach  (22)  und  (23)  S.  394: 

N  8 


r2=  ,    u  =  -^cosa    ,    v=-^8ina    ,    t  =  tangq>i 


also: 

Dieselbe  Gleichung  auf  den  Meridianbogen  m  angewendet,  giebt  mit  a  =  0: 

m 


<P2  —  <Pi  =  31 
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Dieses  mit  der  yorhergehenden  Gleichung  Terbonden  giebt: 


(2) 


Ffir  den  Qoer-Erümmüngs-Halbmesser  N,  der  hier  als  Nenner  nur  im  zweiten 
Gliede  vorkommt,  kann  man  einen  abgenmdeten  Näherungswert  nehmen.  Wenn  das 
Azimut  a  ziemlich  klein  ist,  so  wird  das  zweite  Glied  mit  sitfia  sehr  klein,  und  es 
ist  dann  ziemlich  gleichgiltig,  wie  der  hiebe!  nötige  Näherungswert  N  angenommen  wird. 

Man  könnte  die  Formel  (2)  leicht  auch  noch  auf  höhere  Glieder  entwickeln, 
indem  man  bei  (1)  weitere  Glieder  von  (25)  S.  395  berücksichtigte;  wir  wollen  das 
aber  hier  nicht  ausführen,  sondern  ein  einfaches  Zahlen-Beispiel  vornehmen,  bei  welchem 
die  Reduktionsformel  (2)  völlig  ausreicht. 

Als  solches  Beispiel  soll  die  durch  Einfachheit  sich  auszeichnende  pennsjlvanische 
Gradmessung  dienen,  welche  im  vorigen  Jahrhundert,  1764 — 1768,  von  Mason  und 
Dixon  nicht  durch  Triangulierung,  sondern  durch  unmittelbare  Lattenmessung  aus- 
geführt wurde,  wie  wir  schon  in  der  Einleitung  S.  6.  angegeben  haben. 

Die  Haupt-Zahlenangaben  über  diese  merkwürdige  Messung  wurden  von  Prof. 
J.  Howard  Gore  in  Washington  in  der  »Zeitschr.  f.  Verm.  1888«,  S.  38—39  mitge- 
teilt, woraus  wir  folgendes  entnehmen: 

Fig.  2. 
Pennsylv&nlsohe  Grftdmessnog  (1764—1708). 

qD2  =  89«56'  19" 


fn'=    32010,24- 


(d9<»39') 


s  =  132327,16-» 


m  =  132042,98- 


a  =  .3^  43*  30" 

(Pi  =  38*>  27^  34" 
-(Pi=    1«  28'  45" 


m' -hm  =  164 053,22-» 
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Die  Haaptmessong  erfolgte  in  der  Geraden  AB,  welche  yon  dem  eüdlichsten 
Punkte  A  mit  der  astronomisch  gemessenen  Breite  gO}  =  38°  27'  34''  unter  dem 
Azimut  a  =  3°  43'  80"  sich  bis  zu  einem  Punkte  B  erstreckt,  dessen  Breite  nicht 
astronomisch  gemessen  ist  (39°  89*  durch  nachträgliche  Interpolation).  Dann  wurde 
noch  ein  gebrochener  Zug  B 2>  OPA' hinsugemessen  bis  zu  dem  nördlichsten  Punkte  N, 
dessen  astronomisch  gemessene  Breite  q^  =  39°  56'  19"  ist 

Als  gemessene  L&ngen  sind  angegeben:  erstens  die  schiefe  Hauptl&nge 
8  =  434011,64  Fuss  und  die  Summe  der  zwei  unmittelbaren  Meridianbogen  OC  -hPN 
=  104  988,4  Fuss.  (In  Fig.  2.  S.  569  soll  B  6^  i2  den  Parallelkreis  yon  B,  und  C  P  ein 
kleines  Stfick  des  Parallels  yon  C  yorstellen.) 

107 
Dazu  wird  angegeben,  dass  der  hier  benützte  englische  Fuss  =  ^ . :  Pariser  Fuss 

144 

sei,  woraus  man  berechnet  1  Fuss  =  0,30489306  Meter. 

Der  heutige  engllsobe  Fase  ist  kleiner,  nimlich  =  0^4 797 27*».  Die  in  nnserer  Einleitang 
a  7  angegebene  Bedoktion  484011,64  Fuse  =s  182286  Meter  beraht  auf  dem  neuen  Verb&ltnie  1  Fun 
=  0.80479707«. 

Mit  dieser  Yerhältniszahl  rechnen  wir  die  beiden  mitgeteilten  Entfernungen  in 
Meter  um,  wie  auch  bei  Fig.  2.  8.  569  beigeschrieben  ist: 

m'  =  104988,4  Fuss  =  32010,24«  und  s  =  434011,64  Puss  =  132327.16-»       (3) 

Nun  kommt  die  Hauptaufgabe,  welche  uns  hier  beschäftigt,  n&mlich  die  schiefe 

Länge  8  auf  die  Meridianl&nge  zu  reduzieren,  wozu  die  Formel  (2)  dient    Dabei  ist 

einzusetzen  s  =  132327,16",  a  =  3*»  43'  30",  <pi  =  38^  27'  34"  und  nach  Seite  [16] 

des  Anhangs  genähert  logN  =  6.80521.     Die  Ausrechnung  giebt: 

m  =  132  047,60-  —  4,62«  =  132042,98-  (4) 

Die  beiden  Teile  dieser  Rechnung  sind  in  Fig.  2.  S.  569  geometrisch  veran- 
schaulicht, es  ist  nämlich: 

At  =  8C08a  =  132047,60-  und  t  Ä  =  4,62".  also  m  =  il  U  =  il  <  — « Ä      (5) 
Nun  hat  man  den  gesamten  Gradmessungs-Meridianbogen   zwischen  den  Pa- 
rallelen Yon  A  und  N  nach  (3)  und  (4): 

w'  -M»  =  164053,22-  (6) 

Hiezu  die  beiden  astronomisch  gemessenen  Breiten: 

J;:r-2rS^'    -»>2-<P.  =  1-28'  45"  =5325"  (7) 

Mittel  ^2  2^^^  =  g)  =  39<>  11'  56,5"  (8) 
Aus  (6)  und  (8)  erhält  man  den  Meridiangrad  für  die  Mittelbreite  qn 

G  =  ?|^!1 164  053,22-  =  110  909,22-  (9) 

(Diese  pennsjWanische  Gradmessung  wurde  von  Laplace,  Airy  und  Schubert 
zur  Berechnung  der  Erddimensionen  mit  benfitzt,  aber  nicht  von  Bessel  und  Clarke.) 

Nachdem  wir  an  diesem  geschichtlich-interessanten  Beispiel  die  Reduktion  eines 
GradmessungsBogens  mit  einem  Azimut  behandelt  haben,  gehen  wir  zu  dem  Falle 
Aber,  dass  zwei  Azimute  gemessen  sind,  nämlich  a^  und  09  in  Fig.  3.  S.  571. 

Hiezu  haben  wir  Yon  §  77.  (21)  S.  405  die  Gleichung  für  Mittelbreite  (p: 
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Dieselbe  Formel  gilt  auch  für  den  Meridianbogen  m,  wenn  das  mittlere  Aximat 
a  =  0  nnd  ancb  der  L&ngenonterscbied  { =  0  gesetzt  wird,  also: 

Nun  giebt  die  Dirision  von  (10)  and  (11): 
"24" 


_i^-.4^2e2)j 


(11) 


m  =  seoiall  -h- 


^-(2-|.8<«-+-2i 


(12) 


Diese  Formel  kann  man  anmittelbar  anwenden,  wenn  man 
für  den  geograpbischen  Längenanterschied  /  einen  Näherongswert 
einsetzt  and  <p  als  Mittelbreite  annimmt  (aach  in  i^  =  e^^  cos^  gp). 

Man  kann  jedoch  aach  in  erster  N&herang  nach  (16)  §  77. 
S.  404  setzen: 

Icosgi  =  -^sma 


Damit  giebt  (12): 
m  =  8  cos  a  ll -{- 


N 


«a  sifß  a 


(2  +  8t2- 


-2ij8)) 


(18) 


(14) 


^r— ^- 


•a—  r^ 


24iV2 

Für  N^  nnd  rfi  genügen  hier  irgend  welche  leicht  zo  be- 
schaffende Näherangswerte. 

Die  soeben  entwickelte  Formel  (14)  wird  wohl  in  den  meisten  Fällen  aasreichen, 
and  man  konnte  sie  aach  wohl  aaf  dem  betretenen  Wege  noch  weiter  treiben;  wir 
wollen  aber  noch  eine  andere  Form  nach 
Bessel  geben,  wobei  redazierte  Breiten  be- 
nützt werden. 

Wenn  wir  za  Fig.  4.,  welche  ansere 
Anfgabe  aaf  dem  Ellipsoid  yeranschaalicht, 
aach  die  Übertragang  aaf  die  Engel  mit 
redazierten  Breiten  nach  §  108.  vomehmen, 
so  bekommen  wir  za  Fig.  4.  noch  die  ent- 
sprechende Fig.  5.,  welche  dieselben  Azimate 
wie  Fig.  4.  and  im  übrigen  sphärische  Masse 
enthält,  die  wir  nach  §  106  behandeln  können. 
Wir  wollen  jedoch  die  Entwicklang  hieza, 
welche  in  anserer  8.  Auflage  dieses  Bandes, 
1890  in  §103,  S.  508— 505  ausführlich  gegeben  war,  hier  nicht  wiederholen,  weil 
solche  Aufgaben  in  der  Neuzeit  immer  weniger  Anwendung  finden. 

Das  Schiassergebnis  unserer  berichteten  Entwicklung  ist: 


cos 


«2 


m  =  « 


«2  — «1 


1-+ 


«2  sirfi  a 


12  a2 


(1  H-e'2cos(<p,  -i-(r2)) 


(15) 


s^siffia 
"34004" 


(—  2  -h  3  eofi  a  -h  5  cos2  a  Umg^ 


<Pi 


<hy 


Dieses  Ist  Im  wesentlichen  die  Fonnel,  welche  von  Bessel  im  14.  Bande  der  »Astr.  Nsoh- 
richten  1837",  8.  810,  in  der  «Qradmessung  in  Ostpreossen*  1888,  8.  446  nnd  in  General  Baeyers 
»Messen  anf  der  spbUroldlscben  Oberfliohe*  1862,  8.  48  angegeben  wtirde. 
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Flg.  6. 
Süd-Ende  der  franzöBiscb-spuiischen  Gradmeuung  von  1792.    MMseUb  1 :  10000000). 


Matas  g)2  =  41*»  9(y  29,04" 
a2=ll*»  26'     l,7r 


?«^^i=40°  5' 12.575" 


«2:+L«i^llo|V52^325" 


«1  =  10«  57'  42,94" 
Mola  (]p,  =  38*»  89'  56,11" 


^2      «1  =  o<>  14'  9,385" 


Zu  elDem  Zahlen-Beispiel  fflr  die  Anwendung  der  Formel  (15)  nehmen  wir  ent- 
sprechend vorstehender  Fig.  6.  eine  Mitteilung  von  Bessel  «Astr.  Nachr.,  19.  Band, 
1841*,  S.  112—114,  eher  seine  Nenherechnung  des  südlichen  Teiles  der  alten  fran- 
sOsisch-spanischen  Gradmessnng  von  Dünkirchen  bis  zu  den  balearischen  Inseln.  Der 
nordliche  Punkt  Matas  liegt  an  der  spanischen  Küste  hei  Barcelona,  und  der  südliche 
Punkt  Mola  ist  der  südlichste  Gradmessungspankt  auf  der  Insel  Formentera. 

Aus  der  Triangulierung  hat  Bessel  die  geodätische  Linie  zwischen  Matas  und 
Mola,  8  =  165108,586  Toisen  oder  =  321802,629"  berechnet,  sowie  auch  die  Azimute 
ai  und  «2  reduziert,  welche  nebst  den  Breiten  qp|  und  qpg  ^^  ^i?*  6.  eingeschrieben  sind. 

Wenn  man  damit  die  Ausrechnung  nach  der  Formel  (27)  macht,  so  findet  man : 
m  =  315678,950-  -h  2,529- —  0,001-  =  315681,478- 

Das  letzte  Glied  der  Formel  (15)  bringt  also  hier  nur  1  Millimeter;  dieses  Glied 
wird  wohl  immer  zu  vemachlftssigen  sein. 


§  116.    Ansgleichang  mehrerer  Breiten-Gradmessnngem 

Indem  wir  unserer  Einleitung  S.  7—10  folgen,  kommen  wir  zu  der  Bestimmung 
der  Dimensionen  des  Erd-EUipsoids  aus  mehr  als  zwei  Breiten-Gradmessungen,  oder  zu 
der  Ausgleichung  mehrerer  Breiten-Gradmessungen  nach  der  Methode  der  kleinsten 
Quadrate. 

Man  geht  dabei  von  der  Anschauung  aus,  dass  die  astronomische  Messung  der 
Polhohen  (p  verhältnismässig  viel  ungenauer  ist,  als  die  geodätische  Messung  der 
Meridianbogen  m,  denn  ein  Fehler  von  1"  an  der  Polhohe  oder  Breite  qi  erzeugt 
bereits  eine  Änderung  von  etwa  31  Meter  an  dem  Meridianbogen  m,  während  der 
mittlere  Fehler  der  geodätischen  Meridianbogen -Messung  ein  viel  geringerer  ist. 

Allerdings  überzeugte  man  sich  bald,  dass  auch  die  Messungsfehler  der  Polhohen 
qp  nicht  genügten  zur  Erklärung  der  Widersprüche  in  den  verschiedenen  Gradmessungen; 
allein  man  behielt  doch  die  Form  der  Ausgleichungs-Rechnung,  wonach  die  Quadrat- 
summe aller  Polhohen -Änderungen  zu  einem  Minimum  gemacht  wurde,  noch  lange  bei, 
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Station 

Polhohe  (p 

^go 

Meridianbogen 

1.  Formentera 

<)P,  =  SS^»  Sy  56.1" 

,    , 

,    , 

2.  Barcelona 

<P2  =  41    22   47,9 

2« 

42'  51,8" 

301  354« 

3.  Carcassonne 

<P8  =  43    12   54,3 

4 

32  58,2 

505  137 

4.  Pantheon 

(P4  =  48   50   49,4 

10 

10  53,3 

1 131  050 

5.  Dttokirchen 

qP5  =  51     2     8,8 

12 

22  12,7 

1  374  572 
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obgleich  man  wusste,  dass  die  Polhohen- Widersprflche  zam  grossen  Teil  gar  nicht  in 
Messnngsfehlern,  sondern  in  Lotabweichnngen  ihren  Gnind  haben.  Die  Methode  der 
kleinsten  Quadrate  hat  bei  solcher  Anwendung  nur  die  Bedeutung  einer  empirischen 
Vermittlung  widerstrebender  Elemente,  und  die  dabei  Obrig  bleibenden  Fehler  v  geben 
erste  Fingerzeige,  an  welchen  Stellen  Lotablenkungen  zu  suchen  sind. 

Wir  wollen  nun  einen  Teil  einer  solchen  Ausgleichung  von  Breiten-Gradmess- 
ungen vornehmen,  und  dazu  die  von  Bessel  1837—1841  gesammelten  und  gesichteten 
Gradroessungs-Ergebnisse  benfitzen,  aus  welchen  Bessel  1841  seine  berühmten,  heute 
noch  benützten  Erddimensionen  (vgl.  S.  190)  abgeleitet  hat 

Wir  wollen  aber  nicht  die  Besselsche  Rechnung  selbst  hier  vorführen,  sondern 
wir  wollen  nur  einige  Zahlenwerte  derselben  herausgreifen,  um  daran  den  Rech- 
nungsgang zu  zeigen. 

Von  der  französischen  Gradmessung  sollen  folgende  5  Stationen  benfitzt  werden: 


(1) 


Um  die  Fehler-Gleichungen  ffir  eine  Ausgleichung  nach  vermittelnden  Beob- 
achtungen zu  erhalten,  legen  wir  die  Bessel  sehen  Erd-Dimensionen  a  und  e^  nach 
§  81.  S.  193  zu  Grunde,  und  bestimmen  solche  Verbesserungen  von  a  und  von  e^, 
welche  die  Quadratsumme  aller  an  den  Polhohen  qp  anzubringenden  Verbesserungen  zu 
einem  Minimum  machen. 

Dazu  mflssen  wir  zuerst  Beziehungen  zwischen  den  PolhOhen-Differenzen  ^(ff 
und  den  zugehörigen  Meridianbogen  m  ermitteln;  und  um  hiebei  einfache  Rechnung 
zu  haben,  verfahren  wir  nach  dem  Satze  von  §  35.  S.  210,  welcher  sagt,  dass  man 
einen  Meridian-Bogen  m  als  Kreisbogen  berechnen  darf,  mit  dem  Meridian-Krfimmungs- 
Halbmesser  M  der  Mittelbreite  und  mit  dem  Centriwinkel  J  gp.  Da  wir  die  Breiten  <p 
auf  0,1",  entsprechend  3  Meter,  abgerundet  haben,  so  ist  die  angegebene  N&herung 
zul&ssig. 

Die  zwei  ersten  gemessenen  Polhohen  g)|  und  (p2  sind  mit  dem  dazwischen 
liegenden  Meridianbogen  m  verbunden  durch  die  Beziehung: 

m 

wobei  nach  (17)  und  (15)  S.  196  ^r  M  die  Formel  gilt: 

Da  die  hier  vorkommenden  Erddimensionen  a  und  e^  für  unsere  Ausgleichung 
die  Unbekannten  sind,  zerlegen  wir  dieselben  in  Näherungswerte  Oq  und  ej  mit  zu- 
gehörigen Verbesserungen  da  und  öe'^,  d.  h.  wir  setzen: 

a=:aQ-hÖa  ^  =  ej  -h  ^e*  (3) 

Wir  bezeichnen  auch  mit  Mq  denjenigen  Wert  von  itf ,  welcher  durch  die 
Näherungs- Annahmen  a  =  Oq  und  e^  =  e*  entsteht;  und  demnach  entwickeln  wir  nach 
dem  Taylor  sehen  Satz: 
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Die  beiden  hier  gebrauchten  partiellen  Ableitungen  der  Funktion  ^  entwickeln 
wir  nur  in  erster  Näherung,  nach  (2),  mit  Vemachl&ssigung  aller  Glieder  mit  e^: 

Ui)-h  -  Ä(i)-v('-4-»)       •« 

Nun  kann  man  zur  Bildung  der  Fehler-Gleichungen  schreiten.  Die  Gleichung  (1), 
welche  wegen  der  Beobachtungsfehler  im  allgemeinen  nicht  erfüllt  sein  wird,  wird 
dadurch  zum  Stimmen  gebracht,  dass  den  beobachteten  qp^  nnd  cp^  ihre  VerbessentngeB 
Vi  und  «2  zugesetzt  werden,  also: 

()P2  -  <Pi  H-  t?a  — t?!  =  «»P  [  j,^)  (6) 

Wenn  man  hier  (4)  und  (5)  einsetzt,  so  bekommt  man: 

^_<p^  +  t,2«t.j  =  n»^j^-^H.(l— 2-«ft2(pj— I  (7) 

Hier  darf  man  in  den  Gliedern  mit  d  a  und  mit  d  ^  statt  der  Unbekannten  o, 
deren  Näherungswert  Oq  setzen;  ja  wir  wollen  sogar,  da  ohnehin  schon  alle  Glieder 
mit  «2  in  den  Coöfficienten  von  öa  und  Öe'^  vernachlässigt  sind,  hier  a  =  3f ,  also 

nach  (1)  das  Produkt—^  =  -^  =  <P2  — 9i  wtzen,  und  damit  wird  (7): 

Um  bequeme  Zahlen  zur  Rechnung  zu  bekommen,  wollen  wir  nicht  d  a  und  d  «< 
selbst  bestimmen,  sondern  von  da  das  Tausendel  und  von  Ö^  äaa  Tausendfache;  d.  b. 
wir  wollen  zwei  neue  Unbekannte  x  und  y  einführen  durch  die  Gleichungen: 

*=ioJö  y=1000«e«  (9) 

Dieses  in  (8)  eingesetzt,  wird  geben: 

t?2  —  «1  =  a' «  H-  y  y  +  r  (10) 

wobei  a\  V  und  V  folgende  Bedeutungen  haben: 
gig  —  gpi 


t?2  —  «1  = 


1000- 


)  (13) 


Als  Näherungswerte  Oq  nnd  fj  nehmen  wir  die  bekannten  Besselschen,  vom 
Jahre  1841  nach  §  31.  S.  193,  nämlich: 

oo  =  6  377  397,155-  log  a^  =  6.804  6434.6 

e}  =  0,006  674  372  log  ej  =  7.824  4104.2 

Wir  werden  dadurch  die  Annehmlichkeit  haben,  dass  unsere  Absolutglieder  V 

in  (12)  geradezu  gleich  den   Besselschen  endgUtigen  v^  —  Vj  u.  s.  w.  werden;  doch 

wollen  wir  hier  davon  zunächst  keinen  Gebrauch  machen,  sondern  die  Anwendung  der 

FormeUi  (10),  (11),  (12)  an  den  zwei  ersten  Werten  der  Tabelle  (1)  von  8.  573  zeigen: 

Formentera  (pi  =  38*»  39'  56,1" 

Barcelona     cpg  =  41^22' 47,9-  "^  =  ^"^^^ 

(]P2  ~  (jPi  =    2°  42'  51,8"  =  9771,8" 

Mittel  <p  =  40^    V  22,0" 


(14) 
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Damit  man  nach  den  Formeln  (11)  sofort  berechnen: 

a'  =  — 1,532  V  =  -h  3,709  (15) 

Aach  die  Berechnung  von  l  nach  (12)  hat  keine  Schwierigkeit,  indem  dabei  Mq 
derjenige  Wert  ist,  welcher  den  Werten  oq  und  ej  von  (13)  entspricht,  d.  h.: 

^»=(-r-<jÄ^    '    %«o  =  6.8085368  (16) 

Indessen  können  wir  wohl  auch  den  günstigen  umstand  ausnützen,  dass  die  oq 
und  el  von  (13)  die  bekannten  Bessel sehen  sind,  welche  auch  unseren  Hilfstafeln 
S.  [8]— [29]  des  Anhangs  zu  Grunde  liegen;  und  wir  können  daher,  statt  nach  (16) 
log  Mq  auszurechnen,  dasselbe  auch  von  Seite  [18]  des  Anhangs  entnehmen,  oder  heber 
noch  sofort  von  Seite  [19]: 

für  <p  =  40°  r  22"  log  [1]  =  log  S-\  8.510  8893 

hiezu  von  (14)  logmx:z  log  ZOl  354   5.479  0770 

iog  %^  i  3.989  9663  ^^  =  9771.6" 

Mq  j  Mq 

hiezu  von  (14)  <P2  —  ^i  =  9  771,8" 

also  V=    —0,2"    ^'^^ 

Nimmt  man  dieses   mit  (15)  zusammen,  so  hat  man  die  erste  Gleichung  von 

der  Form  (10): 

«2  —  «1  =  -  1,53  X  -h  3,71  y  -  0,2"  (18) 

Nachdem  wir  so  die  Aufstellung  einer  Gleichung  mit  Ausrechnung  der  Co€ffi- 
cienten  und  des  Absolutgliedes  in  aller  Ausführlichkeit  gezeigt  haben,  werden  wir  das 
Ergebnis  der  Berechnung  für  die  4  übrigen,  welche  zu  den  bei  (1)  angegebenen  fran- 
zösischen Gradmessungen  geboren,  kurz  anschreiben. 

FehUrdifferenM-Gleichungen. 

Formentera-Barcelona       «2—^1  =  — 1»53  x  -+-    3,71  y  —  0,2" 

,         -Carcassone      Vg  —  Vi  =  —  2,57  x  -h   5,83  y  —  1,4 

,         -Pantheon        t?4  —  t?i  =  —  5,75  x  -+- 10,36  y  —  2,1 

,        -Dünkirchen     v^  —Vi  =  —  6,98  x  -h  11,31  y  -+- 1,2 

Ähnliche  Gleichungsgruppen  entstehen  auch  für  alle  anderen  Gradmessungen, 

Bessels  Ausgleichung  hat  im  Ganzen  10  solcher  Gleichungsgruppen  mit  zusammen 

38  — 10  =  28  solcher  Gleichungen,  wie  aus  unserer  Zusammenstellung  von  §  1.  S.  9 

unten  zu  ersehen  ist,   wozu  wir  aber  bemerken,  dass  schon  in  der  Gruppe  (1)  nur 

5  Stationen  angenommen  sind,  während  nach  S.  9  die  Zahl  der  französischen  Stationen 

7  ist;  wir  haben  deren  2  weggelassen. 

Die  Gleichungen  (19)  sind  keine  Fehler- Gleichungen  in  dem  gewöhnlichen  Sinne, 
weil  in  jeder  Gleichung  zwei  Verbesserungen  v  auftreten.  Die  Trennung  der  v  ge- 
schieht dadurch,  dass  man  für  jede  Gradmessung  eine  Polhohen-Verbesserung  v  selbst 
als  Unbekanitte  einführt.  Der  Fall  ist  ganz  entsprechend  der  Ausgleichung  geod&tischer 
Richtungsmessungen,  wo  man  auch  für  jeden  Satz  von  Messungen  eine  Nullpunkts- 
Korrektion  als  Unbekannte  einführen  muss. 

Auf  diese  Weise  entstehen  aus  den  4  Gleichungen  (19)  folgende  5  wirkliche 
Fehlergleichungen : 


(19) 
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Längen-GradmessuDg. 


§117. 


^5 


3,71  y 

—  0,2" 

5,88  y 

- 1,4" 

10,86  y 

—  2,1" 

11.31  y 

+  1.2" 

—1,53« 

—2,57«        -h    5,83y        —1,4"  \    (20) 

—  5,75  X 

—6,98« 

Jede  der  10  GradmessaDgen  giebt  eine  solche  Gruppe  von  Fehlergleichongen» 
and  da  jede  Gradmessnng  eine  besondere  Unbekannte  v  hereinbringt,  wie  z  B.  O]  in 
der  Gruppe  (20),  so  überblickt  man,  dass  die  Zahl  aller  Umbekannten  =  10  +  2  sein 
muss,  nämlich  die  10  besonderen  v  und  dann  die  2  eigentlichen  Unbekannten  x  und  y. 

Nun  steht  nichts  im  Wege,  die  zugehörigen  12  Normalgleichumgen  zu  bilden, 
aus  denen  man  die  10  Hilfsunbekannten  v  so  rasch  als  möglich  eliminieren  wird. 

Da  der  Gang  der  Ausgleichung  hierdurch  genfigend  klar  gemacht  ist,  wollen 
wir  dabei  abbrechen.  Eine  ausführlichere,  auf  die  ganze  Ausgleichung  mit  6  Grad- 
messungen in  Europa  und  mit  zusammen  20  Stationen  sich  erstreckende  Berechnung 
war  in  unserer  3.  Auflage  dieses  Bandes  1890,  §  104.  S.  507—516,  enthalten. 


§  117.    Lftngen  -  Gradmessung. 

Wenn  man  eine  Triangulierungskette  in  der  Haapt- 
erstreckung  von  West  nach  Ost  anlegt,  und  die  beiden  End- 
punkte durch  eine  astronomische  Längen  -  Bestimmung  ver- 
bindet, so  erhält  man  eine  Längen-Gradmessung. 

Während  in  früherer  Zeit,  namentlich  im  vorigen  Jahr- 
hundert, wegen  der  grossen  Unsicherheit  der  astronomischen 
Längen -Bestimmungen,  diese  Form  der  Gradmessung  wenig 
Bedeutung  hatte,  ist  jetzt,  seit  die  elektro-telegraphiscben  Zeit- 
Übertragungen  nahezu  die  Genauigkeit  der  Breitenmessungen 
erreicht  haben,  das  Verhältnis  ein  anderes  geworden,  und  die 
Längen-Gradmessungen  sind  jetzt  den  Breiten-Gradmessungen 
nahezu  gleichberechtigt 
Um  die  Theorie  der  Längen-Gradmessung  in  ihren  Grundzügen  zu  behandeln, 
brauchen   wir  nur  die  Gleichung  (16)  §77.  S.  404  für  Mittelbreite  qi  vorzuführen: 


lcQ8<p  =  S sin  all  -h  —  Un^  a  t^'-cos^  a  (1  -h i/«  —  9 1^ ««)  j| 
Dabei  ist  noch  (la)  S.  403,  da  ^  =  e:  K  die  Bedeutung  von  S  diese: 


5  =  — Tsr-yi -i-e'2co52(p     uud     t=^tang<p 
c  c 


dazu  auch 


(jp  = 


_21±.?? 


(1) 


(2) 


(3) 


Ausser  dem  astronomischen  Längenunterschied  I  und  dem  geodätischen  Bogen  8 
sind  auch  noch  die  Breiten  (jp^,  (p2  und  die  Azimute  aj,  «2  durch  Me^^sung  zu  be- 
stimmen (vgl  Fig.  1.)*  Wenn  die  Messung  unter  niederen  Breiten  (in  der  Nähe  des 
Äquators)  stattfindet,  braucht  qp  nicht  sehr  genau  zu  sein,  und  wenn  der  Bogen  s 
wesentlich  west-Ostliche  Erstreckung  hat  (a  nahezu  =  90^),  braucht  a  nicht  sehr 
genau  zu  sein. 
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Die  Ausrechnung  nach  der  Formel  (1)  hat  die  Bedeatnng  einer  Reduktion  der 
geod&tischen  Linie  8  auf  den  Parallelkreis  der  Mittelhreite  g),  and  diese  Redaktion 
spielt  hier  dieselbe  Rolle  wie  die  Redaktion  einer  Breiten-Gradmessang  auf  den  Meridian, 
die  wir  in  §  115.  aosftlhrlich  fflr  sich  behandelt  haben. 

Wir  denken  nan  die  Redaktion  nach  (1)  aasgeffthrt,  and  wir  setzen  znr  Ab- 

ssma|lH-^y  F^ÄWiaata  — («w2a(l-hi^--9i?8<«))|=i>  (4) 

Dann  ist  nach  (1)  and  (2): 

lcosq)  =  —  yiH-e'2(jo«2qp  (5) 

Hier  erscheint  der  Parallelbogen  p  in  gleicher  Weise  als  gemessene  QrOsse  wie 
der  Meridianbogen  m  bei  den  Breiten-Qradmessangen. 

Nan  sollen  iwei  solcher  Messangen  p  vorliegen,  nftmlich  ausser  (5)  auch  noch 
entsprechend:  , 

V  00»  (p'  =  ^  VT+Vä  co«2  g)'  (6) 

c 

Aas  den  Gleichungen  (5)  and  (6)  kann  man  die  beiden  Unbekannten  e'S  und  e 
bestimmen;  wir  schreiben  hiebei  zur  Abkürzung: 

?l'^^^  =  g  (7) 

Dann  wird:  e '2  =  -= — }^ZJ^——  (8) 

^eo8^<p — co«2g)' 

Dann  mit  Probe  aus  (5)  und  (6): 

c==^— yi  4- e'2 cos®  ==  =-^,1/1  H-e'2cofi2^  (9) 

Diese  Gleichungen  (7),  (8),  (9)  sind  ganz  entsprechend  den  früheren  fOr  zwei 
Breiten-Gradraessungen  gefandenen  Gleichungen  in  §  114. 

§  118.    Azimut-Übertragung. 

Nachdem  wir  gesehen  haben,  dass  die  Excentricit&t  der  Meridian-Ellipse  durch 
zwei  Breiten-Gradmessungen  bestimmt  werden  kann,  und  dass  dieselbe  Aufgabe  auch 
durch  zwei  Längen-Gradmessungen  gelost  wird,  ist  drittens  noch  zu  zeigen,  dass  auch 
zwei  Azimut  -  Messungen  mit  den  zugehörigen  Breiten  und  mit 
einer  Triangulierongs-Yerbindung,  zur  Bestimmung  derExcentricitftt 
der  Meridian-Ellipse  führen. 

Asimut-Messungen  sind  auch  schon  bei  den  Breiten -Grad- 
messungen und  bei  den  Längen- Gradmessungen  mit  benützt  worden, 
aber  mehr  nur  als  jETiZ/s-Messungen,  zur  Redaktion  der  gemessenen 
Bogen  auf  den  Meridian  oder  rechtwinklig  zum  Meridian ;  dagegen 
bei  der  dritten  Aufgabe,  die  wir  nun  vorhaben,  sind  die  Azimute 
gerade  die  Haupt  werte  der  Messung. 

Wenn  man  nach  Andeutung  von  Fig.  1.  die  beiden  Breiten 
g),  <p'  und  die  beiden  Azimute  a,  a'  gemessen  hat,  so  kann  man 
zwischen  diesen  4  Grossen  einerseits,  und  der  Excentrizität  der 
Meridian  -  Ellipse  andererseits,  eine  Beziehung  herstellen  durch 
Vermittlung  der  reduzierten  Breiten.  i 

Jordan,  Handb.  d.  Vennesaungtlnuide.    4.  Aufl.    in.  Bd.  37^^  ^ 
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^7d  Azimut-Übertragong.  §  118. 

Bezeichnen  wir  die  reduzierten  Breiten  mit  t/;  und  tp',  so  ist  nach  (11)  §  103.  S.  519 : 

^®'-  CO«  g)  1/1  +  «'«  ,      co5g)'Vr-K2  ,,   . 

Die  reduzierten  Breiten  tf;  nnd  if/  geben  mit  den  Azimuten  a  und  o'  nach  (1) 
§  104.  8-  524  die  Gleichung: 

cos  yp  9ina  =  008  \\f  sin  a'  (2) 

Dieses  in  Verbindung  mit  (la)  giebt: 

^  «>«2  qp' 

Setzt  man  zur  Abkllnung: 

eoB  (sf  sin  a'  ,^^ 

- — ;-       =  q  (3) 

so  wird:  «'«  =   ^  -}~'^^  -^~  (4) 

g2co52g)  —  C08^(p 

Damit  hat  man  auch: 

1  -+- (j'2  =  «wgqf>^-g««n2(p  ^  _1  j, 

q^eof^(p  —  cos'^q)'      1 — «2 
Man  hat  also  in  (3)— (5)  abermals  ein  Oleichungs-System  von  derselben  Form 
wie  bei  zwei  Breiten -Gradmessungen  in  §  114  und  bei  zwei  L&ngen- Gradmessungen 
in  §  117. 

Zu  einem  Zahlen-Beispiele  nehmen  wir: 

Trunz      9'  =  54<>  13'  11,466"  a!  =  67'  26'  56.156"  1  g 

Berlin      qt  =  52<>  30'  16,680"  a  =  62*  31'  15,416"  ]  ^' 

Wenn  man  diese  (6)  in  die  Formeln  (3),  (4)  nnd  (5)  einsetzt,  so  bekommt  man : 

Zo^o2- 9  9999152-63         «'2-  0.000195  095  ^ 

toiT^^s.  9.9999152  63    ,    ««-      ().37T440"0839"- 0.341 846  755  ^^ 

Zo^c'2  =  7.833  981    ,    %(1  4- e '2)  =  %^^-p  =  9.997  0468  (8) 

Damit  ist  die  Excentricitftt  der  Meridian-Ellipse  bestimmt.  Man  sieht  aus  den 
Gleichungen  (3)  und  (4)  unmittelbar,  dass  das  ganze  Verfahren  unbrauchbar  wird« 
wenn  die  beiden  Punkte,  in  welchen  die  Breiten  %  qf  und  die  gegenseitigen  Azimute 
a,  o'   gemessen  werden,   entweder  auf  demselben  Meridian  oder  anf  gleicher  Breite 

liegen,  denn  im  Meridian  ist  a  =  a'  =  0,  also  q  =  ^  ;  und  wenn  q/  =  (p  ist,  so  muss 

wegen  (1)  und  (2),  auch  a!  =  a  werden,  also  wieder  9  =  ^,  d.  h.  unbestimmt  Auch 

wenn  (p  und  qf  beide  klein  sind,  d.  h.  die  Messung  in  der  Nähe  des  Äquators  statt- 
findet, versagt  die  Methode,  weil  dann  a  und  ce'  sehr  wenig  verschieden  sind,  also 

q  nahe  =  1  und  e'2  nahezu  =  -^. 

Hiemach  ist  das  Verfahren  anwendbar  in  höheren  Breiten  mit  Eratreckong 
schief  zum  Meridian. 
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Wenn  ausser  den  astronomischen  Messnngs-Ergebnissen  qo,  go\  a,  a^  auch  die 
Länge  s  der  verbindenden  geodätischen  Linie  bekannt  ist,  so  kann  man  auch  die 
Erdaxe  bestimmen. 

Wir  können  hieza  die  Gleichung  (17)  §  106.  S.  533  benützen,  nämlich  mit  Ein- 
setzung von  S  nach  (10)  S.  532: 

a  yV^^  =  7  ^{^  "^  ^  (^  (t  ^^^  "  r**  "^("c"  ^^  ^  ]\l—t^-^rfi-\-6rj^t^)\\ 

Hier  ist  nach  (9)  S.  189  c  ^1  — e«  =  o,  also  giebt  vorstehende  Gleichung,  mit 
Zusetiung  des  nötigen  q: 

a  =  «F|- |l -^^2  ^~  Vsin  a  )^2  ^  ^A  reo«  a  )*(1  -t«  4.172-+  6  ij8  <2)  j  |      (9) 

Es  kommt  also  nur  noch  darauf  an,  a  zu  berechnen,  und  das  ist  eine  rein 
sphärische  Aufgabe,  welche  mit  Hilfe  der  Fig.  2.  bzw.  der  ausfBhrlicheren  Fig.  2. 
in  §  105.  S.  525  gelöst  wird. 

Als  Vorbereitung  hiezu  berechnet  man  die  beiden  reduzierten  Breiten  tf;  und  \p\ 
wobei  der  zuvor  in  (5)  und  (7)  ermittelte  Excentricitätswert  e  bzw.  e'  zu  benützen  ist. 

iang  t/;  =  yi  — e»  lang  (p        ,        tangtf/  ^^Yü^tangcp'  (10) 

Nun  hat  man  in  dem  sphärischen  Dreieck  von  Fig.  2.  vier  Stücke  gegeben, 
nämlich  tf;,  if/,  a,  er";  die  Berechnung  von  a  ist  also  nicht  bloss  bestimmt,  sondern 
sogar  überbestimmt,  wodurch  eine  Rechenprobe  entsteht,  denn  Fig.  9. 

die  reduzierten  Breiten  \f)  und  rf/  nach  (10)  beruhen  auf  der-  (entn>rechend  Fig,2 .8. 5W.) 
jenigen  Bxcentricität  e  bzw.  e',  welche  in  (3)— (5)  aus  den 
4  Grossen  g),  gp',  er,  a'  selbst  abgeleitet  worden  ist.  Würde 
also  die  Rechenprobe  bei  der  Doppelbestimmung  von  a  nicht 
stimmen,  so  konnte  der  Grund  entweder  in  der  sphärischen 
Rechnung  nach  Fig.  2.  oder  aber  auch  in  der  vorhergehenden 
Berechnung  der  reduzierten  Breiten  nach  (10)  liegen. 

Die  SU  der  genannten  sphärischen  Berechnung  von  a  nach  Fig.  2.  nötigen  For- 
meln können  wir  von  §  105.  S.  526  entnehmen;  wir  wollen  dabei  zwei  Werte  M  ein- 
führen, den  ersten  zu  tp  und  a  gehörig,  den  zweiten  zu  if/  und  er'  gehörig,  dann  ist: 

<T  =  M'  — Af  (11) 

Für  M  und  M'  hat  man  nach  (2)  S.  526: 

tangM^.'^''-^^        ,        iangM'^'^^t  (12) 

Aus  (12)  und  (11)  hat  man  bereits  das  gewünschte  a.    Die  dazu  gehörige, 
oben  erwähnte  Rechenprobe  kann  man  auf  verschiedene  Art  erlangen,  z.  B.  durch  Ver- 
mittlung des  Bogens  m,  welcher  für  M  und  M'  derselbe  ist  Nach  (2)  und  (3)  S.  526  ist: 
9inm  z=z  cos  ip sin a  =  cos %p' 8in a' 

j  .    T,-     cosm  .    __       eosm  „_, 

dann:  «n3f  =  -.  --      ,     Mii3f  =    .     -j  (13) 

s%n\p  stn\\f  ^    ' 

Damit  hat  man  die  zweite  Bestimmung  von  M  und  M',  als  Versicherung  für  (12). 
Wenn  aber  M  und  Af '  erheblich  grosser  als  45^  sind,  so  sind  die  Bestimmungen  (13) 
nicht  günstig;  dann  rechnet  man  lieber: 
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Gradmessang  schief  zum  Meridian. 


§119. 


stna  = -. -^  = ; — -2- 

sma  sma' 

Die  Anwendung  dieser  Formeln  anf  nnser  Beispiel  (6)  giebt: 


(14) 


«'  =  e?*»  26'  66.152" 
a  =  62^  31'  15.416" 
M'  =  74*»  2^  58,3496" 
,      m  =  32<>  45'  50,2488" 
,      a  =  4*»  3'  18,2548" 


(15) 
(16) 


Tmnz     tp'  =  54«    7  38.6482" 
Berlin       ij;  =  52*»  24'  37,8514" 

M  =  70<»  26'  40,0950" 

Jlf  —  Ar=  <T  =  4«  3'  18,2546" 

Aa  —  Ai  -=  A  =  6*»  8'  45,6806" 

Die  beiden  Werte  a  nach  (15)  nnd  (16)  stimmen  unter  sich  hinreichend;  wir 

haben  mit  dem  Mittel  a  =  4*»  3*  18,2547"  weiter  gerechnet,  und  damit  aus  (9)  erhalten: 

logtfi=:  7.385  5669      ,      log  V^  =  0.001 0593.6 
a  =  6  380  516,074« — 9,543-  +  0,448-  =  6  380  606,979-    ,    loga  =  6.804  8551-88  (17) 
Die  Eorrektionsglieder  von  (9)  haben  also  hier  nur  9,5-  und  0,4-  ausgemacht, 
woraus  zugleich  zu  ersehen  ist,  dass  keine  Wiederholung  der  Rechnung  notig  ist  wegen 
des  in  (9)  vorlftufig  benfltzten  c  =  a  V  1  -f-  «'2. 

Der  Gnmdgedftnke,  die  Exeentrioit&t  der  Herfdian-BlUpte  an«  einer  Oradmeaanng  schief  zum 
Meridian  zn  beetimmen,  ist  zuerst  von  J.  Tobias  Mayer  erfasst  worden,  wie  aus  ,Astr.  Nacbr. 
18.  Band,  1836",  8.  368.  hervorgeht  Die  ernte  AusfOhrung  dieses  Gedankens  haben  wir  in  der  .Grad- 
messung  in  Ostprenssen*  von  Bessel.  welcher  in  der  Vorrede  8.  T— VI  seines  Werkes  über  dleM 
Gradmessang  Tobias  Mayer  oitiert. 

§  119.    Gradmessang  schief  zum  Meridian« 

Wenn  man  nach  Fig.  1.  eine  geodätische  Linie  s  (bzw.  eine  Dreieckskette) 
schief  zum  Meridian  anlegt,  am  Anfangspunkt  und  am  Endpunkt  derselben  die  Azimute 
«1,  «2  ^^^  ^le  Breiten  gpj,  (p^  und  endlich  noch  den  Längenunterschied  /  astronomisch 
misst.  so  hat  man  alles  das,  was  wir  bisher  als  Breiten- 
Gradmessung.  Längen-Gradmessung  und  Azimut-Übertragung 
getrennt  behandelt  haben,  nun  vereinigt;  und  da  eine 
schiefe  geodätische  Linie  mit  Azimuten  und  Breiten  an 
den  Endpunkten  nach  §  118.  hinreicht  zur  Bestimmung 
der  Ellipsen- Dimensionen,  so  haben  wir  in  der  Vereinigung 
der  6  genannten  Messungen  bereits  eine  über  das  un- 
mittelbare Bedürfnis  hinausgehende  Bestimmung  der  Erd- 
dimensionen. 

Man  kann  sich  dieses  auch  so  klar  machen:  Ein 
sphärisches  Dreieck  von  der  Form  Fig.  1.  ist  seiner  Form 
nach  bestimmt  durch  3  Stücke,  z.  B.  durch  <pi,  (ps»  ';  ^mi 
auch  den  Halbmesser  zu  bestimmen,  auf  welchem  das  sphä- 
rische Dreieck  liegen  soll,  braucht  man  ein  viertes  Stück, 
8  linear  gemessen.  Geht  man  über  zu  einem  Ellipeoid, 
auf  welchem  das  Dreieck  Fig.  1.  liegen  soll,  so  tritt  eine  weitere  Unbekannte  auf  in 
der  Excentricität,  so  dass  nun  5  Messungsstücke  erforderlich  werden.  Wenn  also  in 
Fig.  1.  im  ganzen  6  Stücke  gemessen  sind,  so  ist  auch  für  das  Ellipsoid  noch  eme 
Messung  überschüssig,  oder  man  hat  es  mit  einer  Ausgleichung  zu  thnn. 


Fig.  1 
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Wie  gewöhnlich  ivird  diese  Ansgldchong  dadurch  behandelt,  dass  man  Näherangs- 
werte der  Erddimensionen  einführt,  nnd  durch  Diffeientiieren  Bezi^ungen  herstellt 
zwischen  Verbesserungen  jener  Näherungswerte  einerseits  und  Änderungen  der  beob- 
achteten Grossen  andererseits. 

Man  flberbliokt  auch  sofort,  dass  man  fnehrere  solcher  Systeme,  wie  das  in  Fig.  1. 
dargestellte,  in  eine  Gesamtaasgleichung  zusammenfassen  kann. 

Dieses  ist  der  Grundgedanke  der  heutigen  internationalen  Erdmessuog.  Eine 
wichtige  Rolle  spielen  dabei  die  Lotabweichungen,  von  welchen  wir  im  nächsten 
Kapitel  XII  noch  das  Notigste  behandeln  werden. 


Kapitel  XII. 

Lotabweichungen. 

§  120.   Allgemeines  Aber  LotabweichiingeD. 

Anknüpfend  an  das,  was  wir  schon  in  der  Einleitung  S.  11  über  den  Begriff 
der  Lotabweichungen  und  des  Geoids  erwähnt  haben,  gehen  wir  nun  zu  näherer  Be- 
trachtung der  Lotabweichuogen  über. 

Wenn  wir  bei  unseren  Triangulierungen  die  unmittelbar  gemessenen  Grund- 
linien auf  die  Hohe  des  Meeres,  (bzw.  auf  Normal-Null)  reduzieren  (vgl.  S.  67),  so 
legen  wir  damit  unseren  Messungen  und  Berechnungen  eine  ideale  Erdoberfläche  zu 
Grunde,  welche,  in  erster  Näherung,  mit  der  Oberfläche  der  Weltmeere  zusammen- 
fitllend,  und  unter  den  Kontinenten  stetig  fortgesetzt,  angenommen  wird. 

Wenn  wir  femer  bei  unseren  geodätischen  und  astronomischen  Winkelmessungen 
die  Tcrtikale  Axe  der  Instramente  durch  die  Wasserwage  einstellen,  und  die  so  er- 
haltenen Messungen  in  üblicher  Weise  weiter  rechnerisch  behandeln,  so  nehmen  wir 
die  durch  die  Wasserwage  bestimmte  Schwere-Richtung  als  geometrische  Normale 
jener  idealen  Erdoberfläche  an,  und  führen  für  diese  Fläche  ein  Umdrehungs-Ellipsoid 
▼on  gewissen  Dimensionen  in  die  Rechnung  ein. 

Nun  haben  aber  schon  die  ersten  zusammenfassenden  Berechnungen  der  Grad- 
messungen  ergeben,  dass  jene  ideale  Erdoberfläche  nicht  genau  ein  EUipsoid  ist,  und 
man  kann  durch  eine  einfache  physikalische  Betrachtung  zeigen,  dass  die  ideale  Erd- 
oberfläche, welche  wir  den  geodätischen  Messungen  und  Berechnungen  zu  Grunde  legen, 
kein  EUipsoid  sein  kann,  weil  auch  die  physische  Erdoberfläche  mit  ihren  Bergen  und 
Tbälem,  Kontinenten  und  Meeren,  selbst  nicht  ellipsoidisch  ist. 

Die  Schwerkraft,  welche  auf  einen  Punkt  (bzw.  ein  Massen-Element)  an  der 
Erdoberfläche  einwirkt,  ist  die  Resultante  der  Anziehungen,  welche  alle  einzelnen 
Massenteile  des  ErdkOrpers  auf  den  Punkt  ausüben,  in  Verbindung  mit  der  Einwirk- 
ung der  Centrifngalkraft. 

Zwischen  zwei  Massenteilen  mj  und  %,  welche  sich  im  Abstand  r  von  einander 

befinden,  besteht  eine  Anziehung,  welche  proportional  — -^  ist. 
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In  Fig.  1.  unten,  ist  die  Brde  kagelförmig  angenommen,  and  über  die  kugel- 
förmige Erdoberfläche  soll  eine  Qebirgsmasse  m  hervorragen.  Wenn  es  sieh  am 
Bestimmung  der  Lotrichtung  in  einem  ausserhalb  der  kugelförmigen  Erdoberfläche 
liegenden  Punkte  A  handelt,  so  kann  man  die  ganie  Masse  der  Erde  im  Erdmittel- 
punkt konzentriert  annehmen.  (Der  Beweis  fUr  die  Zul&ssigkeit  dieser  Annahme  lässt 
sich  in  elementarer  Weise  aus  der  Definition  der  Gravitation  herleiten.)  Es  sei  nun 
M  die  Masse  der  Erde  und  m  die  Masse  eines  Gebirges,  dann  bekommt  man  fflr  einen 
Punkt  A ,  dessen  horizontaler  Abstand  von  dem  Schwerpunkt  des  Gebirges  =  r  ist. 
eine  durch  das  Gebirge  erzeugte  Lotabweichuug  0,  entsprechend  der  Gleichung: 

M       mÄ« 


tang  0  = 


f2  •  52  ""  Jtf  fä 


(1) 


Das  Volumen  der  Erde  ist  =  -ö-  ^  i^,  und  wenn 

y  die  mittlere  Dichte  der  Erde  ist,  so  hat  man  die 
Mas^e  der  Erde: 


Jf  =  ^r^-B8 


(2) 


Das  Volumen  des  Gebirges  sei  F,  dessen  Dichte 
sei  Öf  dann  ist  die  Gebirgs-Masse: 

m=rd  (3) 

Aus  (1),  (2)  und  (3)  findet  man  die  Lotabwnch- 
ung  0  als  kleinen  Winkel: 

3  ^    F  ^ 

4  y  JBr^  n 
Nach  Listing  .Neue  geometrische  und  dynamische  Konstanten  des  ErdkOrpers*, 

aus  den  «Nachr.  der  KOnigl.  Gesellsch.  der  Wissensch.,  GrOttingen  1878*,  S.  61,  ist 
die  mittlere  Dichte  der  Erde:  y  =  5,63;  der  mittlere  Erdhalbmesser  ist  in  runder  Zahl 
(nach  S.  225):  R  =  6  370000"*.    Setzt  man  dieses  in  (4)  ein,  so  erhält  man: 


e  = 


(4) 


Vd 
0  =  0,001373  -^  in  Sekunden 


(5) 


Dabei  ist    V  das  Volumen   des  Gebirges  in  Kubikmetern  und  r  die  Entfernung  in 
Metern  zu  nehmen. 

Als  Beispiel  nehmen  wir  die  summarische  Schätzung  des  Einfiusses  des  nörd- 
lichen Schwarzwaldes  mit  dem  Zentralpunkt  Honiisgrinde  auf  die  meridionale  Lot- 
richtung in  Durlach.  Das  Volumen  dieses  Gebirgsstocks  stellt  sich  ungefähr  dar  als 
Produkt  Ton  65  000"*  Breite,  43  000"  Länge  und  800"  Hohe;  die  mittlere  Entfernung 
von  Durlach  mag  r  =  46  000"  angenommen  werden  und  die  Dichte  d  =  2,3  (bunter 
Sandstein  und  Granit).    Mit  diesen  Zahlen  bekommt  man  aus  (5): 

V  =  3,3" 

Durch  eine  ähnliche  Überschlagsrechnung  bekommt  man  f&r  den  sfldlicheo 
Schwarzwald  1,0"  und  fOr  die  schwäbische  Alb  1,6"  zusammen  5,9". 

In  dieser  Weise  kann  man  mit  Sicherheit  schliessen,  dass  die  sichtbaren  Un- 
gleichheiten der  Massenverteilung  an  der  Erdoberfläche  erhebliche  Lotablenkungen 
im  Vergleiche  mit  den  Lotrichtungen  eines  mittleren  EUipsoids  erzeugen  mfissen,  d.  h. 
Lotablenkungen,  welche  bei  den  Mittelgebirgen  5" — 10"  betragen,  und  bei  Hoch- 
gebirgen bis  r  steigen  mflssen. 
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Ausser  den  sichtbaren  Ungleichheiten  der  Massenverteilang  an  der  Oberfläche 
der  Erde  giebt  es  aber  anch  Massen-Ungleichheiten  unterhalb  der  Erdoberfläche,  welche 
nicht  durch  geometrische  Yolnmen- Berechnung  bestimmt  werden  können. 

Das  Oeoid. 
Nachdem  erkannt  ist,  dass  die  Schwerkraft-Richtungen  im  allgemeinen  nicht 
mit  den  Ellipsoid-Normalen  lusammenfaUen,  kommt  man  zu  der  Annahme  einer  anderen 
krummen  Fläche,  welche  Yon  allen  Schwerkraft-Richtungen  rechtwinklig  geschnitten 
wird,  und  in  Hinsicht  der  Höhenlage  sich  der  physischen  Erdoberfläche  möglichst 
anpaast.    Diese  Fläche  nennt  man  das  Geoid  (nach  Listing,  vgl  Einleitung  S.  11). 

Flg.  2.    ElUpsold  und  Geoid. 


In  Yorstehender  Fig.  2.  ist  die  gegenseitige  Lage  der  physischen  Erdoberfläche, 
eines  mittleren  EUipsoids  und  des  Gtooids  in  grob  schematischer  Weise  dargestellt. 
Die  Linie  für  das  EUipsoid  ist  gerade  gezogen,  insofern  es  sich  nur  um  einen  kleinen 
Teil  der  Erdoberfläche  handeln  soll  und  die  Zeichnung  nur  dazu  dient,  die  realitiven 
Krümmungen  zwischen  dem  mittleren  Ellipsoid  und  dem  Geoid  zu  veranschaulichen. 

Die  ausgezogenen  Pfeillinien  stellen  die  geometrischen  Normalen  des  EUipsoids, 
und  die  punktierten  Pfeillinien  stellen  die  physikalischen  Lotlinien  vor,  welche  recht- 
winklig zur  Geoidfläche  sind.  Der  kleine  Winkel  zwischen  einer  Ellipsoid-Normalen 
und  der  Schwerkraft-Richtung  ist  die  Lotablenkung;  fällt  die  Schwerkraft-Richtung 
mit  der  Ellipsoid-Normalen  zusammen,  wie  in  Fig.  1.  über  der  Wasserfläche  und  in 
der  Hohe  des  Berges  angenommen  ist,  so  ist  die  Lotablenkung  gleich  Null. 

Die  Oeoid-Falten, 

Wenn  nur  die  sichtbaren  Massen-Ungleichheiten  wirksam  sind,  so  kann  man 
z.  B.  in  dem  ein&chen  Falle  von  Fig.  2.,  wo  ein  Gebirge  zwischen  zwei  Meeren  an- 
genommen ist,  sofort  sagen,  dass  unter  dem  C^birge  das  Geoid  über  das  mittlere  Ellipsoid 
emporgehoben,  und  über  den  Meeren  das  Geoid  unter  das  Ellipsoid  gesenkt  sein  muss. 

Um  zu  schätzen,  wie  hoch  oder  wie  tief  die  Falten  zwischen  dem  Geoid  und 
einem  mittleren  EUlipsoid  etwa 
sein  werden,  denken  wir  nach 
Andeutung  von  Fig.  8.  eine 
solche  Falte  von  kreisförmigem  ' 
Profil  mit  einer  Lotablenkung  0 
am  Anfänge  und  am  Ende,  auf 
eine  Erstreckung  s,  so  wird  die 
Hohe^  als  Pfeilhohe  eines  flachen 


e 


Flg.  8. 
, $ ->, 

Gl^i- Th 

■  -T- V"  ^— ■ 


Ellipsoid 


hs 
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Kreisbogens  vom  Centriwinkel  2  8  mit  der  Sehne  oder  Bogenl&nge  s  für  einen  Halb- 
messer r,  woraus  folgt: 

r  =  2e*  alsoÄ=27UJ=T'^^''^-  =  T'7- 

Nehmen  wir  «=  100  000"  nnd  O  =  10",  so  giebt  dieses  h  =  1,2-, 
Im  Mittel-Gebirge  handelt  es  sich  bei  den  Geoid-Falten  immer  nur  am  Hohen 
Yon  einigen  Metern.    So  giebt  das  Geoid  des  Harzes  nur  Hohen  von  1* — 2*  gegen 
das  Ellipsoid  (s.  Helmert,  „Höhere  Geodäsie,  I,  ISSC  S.  570). 

Viel  grossere  Erhebungen  und  Vertiefungen  der  Geoid-Falten  ergeben  sich  bei 
der  Massen wirknng  ganzer  Kontinente  gegenüber  weniger  dichten  Oceanen.  Im  Durch- 
schnitt für  die  s&mtlichen  Kontinente  liegt  innerhalb  derselben  die  gestörte  Meeres- 
fläche (Geoid)  nach  der  Berechnung  um  700*  über  der  ursprünglichen  Meeresflftche 
(Hebnert,  .Höhere  Geodäsie,  IL,  1884',  S.  356). 

Dieses  ist  aber  ein  Ergebnis  aus  Massen- Wirkungsberechnungen ,  welchem  die 
Ergebnisse  von  Pendelbeobachtungen  gegenüber  stehen.  Helmert  hat  aus  solchen 
Yergleichungen  geschlossen  (Helmert,  . Höhere  Geodäsie,  IL',  S.  864—365),  ,dass  die 
Wirkung  der  Kontinentalmassen  mehr  oder  weniger  kompensiert  wird  durch  eine  Ver- 
minderung der  Dichtigkeit  der  Erdkruste  unterhalb  der  Kontinentalmassen'.  «Die 
Kontinente  erscheinen  hiermit  als  Schollen  der  Erdkruste,  welche  etwas  geringere 
Dichtigkeit  haben  als  letztere  im  allgemeinen",  und  Pendelbeobachtungen  zeigen, 
«dass  in  der  Regel  Gebirge  durch  unterirdische  Massendefekte  mehr  oder  weniger 
kompensiert  sind*. 

Hieraus  folgt,  dass  die  Hohe  der  Geoid-Falten  eine  geringere  ist,  als  die 
Verteilung  zwischen  Wasser  und  Land  nach  der  schematischen  Darstellung  von  Fig.  2. 
S.  583  vermuten  lässt. 

Lotäl>lenkung  und  Lotäbtoeichtmg, 

Durch  astronomisch-geodätische  Hilfsmittel  kann  man  immer  nur  Differenzen 
Ton  Lotablenkungen,  oder  relative  Lotablenkungen  bestimmen,  aus  zwei  Gründen: 
Erstens  braucht  man  zu  der  Berechnung  die  Annahme  eines  Vergleich-Ellipsoids 
(z.  B.  des  Bessel  sehen  EUipsoides),  und  das  ist  eine  innerhalb  ziemlich  weiter  Grenzen 
willkürliche  Annahme,  und  je  nachdem  man  ein  Ellipsoid  zur  Vergleichung  annimmt, 
bekommt  man  verschiedene  Lotablenkungen. 

Ausserdem  braucht  man  zu  Lotablenkungs-Berechnungen  irgend  einen  festen 
Ausgangspunkt,  z.  B.  hat  das  geodätische  Institut  hiefÜr  den  Punkt  Bauenberg  bei 
Berlin.  Nun  geben  alle  Berechnungen  nur  die  Vergleichung  der  Lotablenkungen 
anderer  Punkte  mit  der  Lotablenkung  des  Ausgangspunktes,  welche  selbst  unbekannt, 
zuweilen  schlechthin  gleich  Null  gesetzt,  oder  dem  negativen  Mittel  aller  anderen 
Ablenkungen  entsprechend  angenommen  werden  kann. 

Aus  diesen  Gründen  werden  verschiedene  Benennungen  eingeführt;  nach  Helmert 
(«Höhere  Geodfisie,  1880',  L  Band,  S.  514)  unterscheiden  wir  erstens:  absolute  «Lot- 
ablenkungen*,  d.h.  solche,  welche  sich  auf  das  günstigste  mittlere  Vergleichs-Bllipsoid 
beziehen,  dessen  Mittelpunkt  mit  dem  Erdschwerpunkt,  und  dessen  kleine  Axe  mit  der 
Umdrehungsaxe  der  Erde  zusammenfällt,  und  zweitens  relative  «Lotabweiehungen', 
welche  sich  auf  ein  vorläufig  der  Rechnung  zu  Grunde  gelegtes  Vergleichs-Ellipsoid 
und  auf  eine  bestimmte  Lage  desselben  beziehen. 
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§  121.  BeBtimmiiiig  der  Lotabweichung  durch  Yerglelchung 
astronomischer  und  geodätischer  Messungen« 


rig.  1. 


Die  Lotabweichung  ist  der  Winkel,  welchen  die  physikalische  Lotlinie  eines 
Punktes  mit  der  entsprechenden  Ellipsoid-Norroalen  bildet. 

Wir  wollen  zuerst  den  einfachen  Fall  der 
Lotabweichung  im  Meridian  behandeln,  d.  h.  wir 
wollen  annehmen,  dass  die  Lotlinie  von  der  El- 
lipsoid-Normalen  abweicht,  aber  in  der  Ebene 
des  Elltpsoid-Meridians  sich  befindet. 

Dieser  Fall  ist  in  Fig.  1.  dargestellt  In 
einem  Punkte  /  des  EUipsoids  haben  wir  die 
EUipsoid-Normale  JZ  mit  der  ellipsoidischen  oder 
geodätischen  Breite  <)p,  und  die  Lotlinie /Z'  mit 
der  astronomischen  Breite  (p\  Die  Lotlinie  JZ 
ist  rechtwinklig  auf  der  Qeoidfl&che,  welche 
durch  die  punktierte  Linie  GJCF  angedeutet  ist. 
Der  Winkel  |  zwischen  /Z  und  JZ'  ist  die  Lot- 
abweichung im  Meridian,  und  wir  wollen  ^  positi?  zählen,  wenn,  wie  in  Fig.  1.  an- 
genommen ist,  die  Lotlinie  JZ  gegen  den  Nordpol  hin  von  JZ  abweicht.  Man  sagt 
in  diesem  FJle  auch,  die  Zenit- Abweichung  |  ist  nördlich  oder  die  Lot- Ab  weichung  | 
ist  sfidlich,  und  wir  haben  hieffir  nach  Fig.  1.: 

i=<ff-tp  (1) 

Die  Lotabweichung  im  allgemeinen,  d.  h.  nicht  nur  im  Meridian,  kann  in  zweierlei 
Weise  bestimmt  werden:  Erstens  giebt  man  die  absolute  Lotabweichung  0  und  ihr 
Azimut  B  an,  oder  zweitens  bestimmt  man  die  beiden  Komponenten  ^  und  rj  der  Lot- 
abweichung nach  Norden  und  Osten,  dieselben  sind: 

|  =  0cose  fj=08inB  (2) 

Diese  zwei  Qleichungen,  welche  nach  dem  Vorhergehenden  wohl  unmittelbar 
zu  ?erstehen  sind,  werden  wir  auch  wieder  bestätigt  finden  durch  die  nachfolgende 
Fig.  2.,  zu  welcher  wir  nun  übergehen. 

Fig.  a. 

Z  =  Oeod&tlsoheB  Zenit,  dem  Elllpsoid  entsprechend,    9  =  geod&tische  (ellipsoldisohe)  Breite. 
Z'=A8tronomi8ohe«  Zenit,  dem  Geoid  entsprecbend,    9'  =  Mtrono mische  Breite  (Polhöhe). 
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In  Fig.  2.  S.  585  sei  Z  das  geod&^che  Zenit  nnd  Z*  das  astronomische  Zenit. 
P  ist  der  Pol,  welcher  zn  beiden  Zeniten  in  Beziehong  steht.  /  ist  ein  Punkt  der  Erd- 
oberfläche, auf  welchem  geodätische  und  astronomische  Beobachtungen  gemacht  werden. 
Durch  astronomische  Beobachtungen  soll  die  Polhohe  g)',  die  geographische  Länge  X, 
und  ein  Azimut  ot  bestimmt  werden,  und  es  handelt  sich  um  die  Auffindung  yon 
Beziehungen  zwischen  diesen  Grossen  g/,  A.',  ci  und  den  entsprechenden  geodätischen 
Werten  g),  A,  a,  welche  man  erhalten  haben  würde,  wenn  das  Zenit  nicht  in  Z' 
sondern  in  Z  befindlich  wäre. 

J.  LoiaHmeiehung  m  Breite,  |. 

Die  meridionale  Komponente  |  der  Lotabweichung  ist  leicht  zu  bestimmen. 

Das  Komplement  der  Polhohe  ist  immer  gleich  dem  Bogen  zwischen  dem  Pol 
und  dem  Zenit,  also  ZP=  90**  — gp,  Z'P=  90*»  — <)p',  wie  auch  bereits  in  Fig.  2. 
eingeschrieben  ist. 

Da  nun  das  Dreieck  PZZ'  bei  Z*  nur  die  kleine  Ordinate  rj  hat,  kann  man 
die  Projektion  |  der  Seite  ZZ*  =  v  hinreichend  genau  als  Differenz  der  beiden  Seiten 
PZ  und  PZ'  annehmen,  also: 

|  =  (90<>-<p)-(90*-g>') 
oder  |  =  <p'-9  (8) 

Dieses  ist  wieder  dieselbe  Gleichung,  die  wir  schon  bei  (l)  unmittelbar  ge- 
funden haben. 

IL  Lotäbweichtmg  in  Länge,  fjseeq}. 

Bei  Vergleiohung  der  geographischen  Längen  hat  man  zu  beachten,  dass  alle 
astronomische  Längen-Bestimmung  auf  Ortszeit-Bestimmung  beruht.  Wenn  X'  die  astro- 
nomisch bestimmte  geographische  Länge  des  Punktes  J  ist,  bezogen  auf  einen  west- 
lich von  J  liegenden  Anfangspunkt  Jq  (z.  B.  Ferro,  Paris,  Green  wich),  so  heisst  das 
so  viel  als:  Ein  Gestirn  T,  welches  in  Jq  zur  Zeit  Iq  kulminiert,  kulminiert  in  / 
zur  Zeit: 

f  =  <o-V  (4) 

Diese  Kulmination  findet  statt  beim  Durchgang  des  Gestirns  durch  den  Dekli- 
nationskreis PZ;  dagegen  der  Durchgang  durch  den  Deklinationskreis  PZ,  welcher 
dem  geodätischen  Zenit  angehört,  erfolgt  später,  und  zwar  um  den  Winkelbetrag 
ZPZ'-,  oder  die  geodätische  Kulmination  erfolgt  zur  Zeit: 

e  =  «o->l'-hZPZ'  (4a) 

Wenn  nun  A  die  geographische  Länge  des  Beobachtangspunktes  /  ist,  welche 
dem  geodätischen  Zenit  Z  entspricht,  so  hat  man  entsprechend  (4): 

«  =  «0  — ^  (5) 

Ans  (4a)  und  (5)  folgt: 

ZPZ'^X'-X  (6) 

wie  auch  bereits  in  Fig.  2.  eingeschrieben  ist. 

Um  V  —  X  in  rj  auszudrücken ,  braucht  man  nur  wieder  das  schmale  lang- 
gestreckte Dreieck  PZ'  Z  zu  betrachten,  oder  das  schmale  rechtmnklige  Dreieck, 
welches  durch  Projektion  von  Z  auf  die  Seite  PZ  entsteht    Dadurch  erhält  man: 
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Da  hier  X'  —  X  und  17  beide  klein  sind ,  und   anch  q/  sich  von  <p  nur  wenig 
nnterscheidet,  kann  man  ans  der  vorstehenden  Gleichung  bilden: 

X'  —  X  =  t]8eeq}  (7) 


HL   Latabtoeiehwtg  im  AsnmtUt  rjtangq). 

Bei  astronomischer  Azimutmessung  handelt  es  sich  um  den  Horizontalwinkel 
zwischen  der  Bichtung  nach  dem  Pol  P  und  der  Bichtung  nach  einem  geodätischen 
Zielpunkt,  der  in  Fig.  2.  im  Horizonte  liegend  als  Punkt  Ä  angenommen  seL  Die 
astronomische  Azimutmessung  wird  daher  den  Winkel  am  astronomischen  Zenit  Z* 
geben,  welcher  in  Fig.  2.  als  eine  Summe  fi'  +  u'  bezeichnet  ist.  Dabei  war  die  ver- 
tikale Theodolit-Axe  nach  dem  astronomischen  Zenit  Z'  oder  nach  der  physikalischen 
Lotlinie  /  Z*  gerichtet,  und  das  Messung^-Ergebnis  e'  -\-  uf  ist  von  der  Lotabweichung 
beeinflusst. 

Wenn  wir  andererseits  dasjenige  Azimut  kennen  lernen  wollen,  welches  man 
ohne  Lotabweichung  erhalten  haben  wflrde,  d.  h.  das  geodätische  Azimut,  so  muss  man 
die  vertikale  Theodolit-Axe  nach  dem  geodätischen  Zenit  JZ  gerichtet  denken,  und 
damit  erhält  man  das  Azimut,  welches  bei  Z  als  eine  Summe  e  +  u,  und  in  der 
Horizontal-Ebene  bei  J  als  ein  Winkel  a=:  b-\-u  dargestellt  ist.  Zur  Yergleichung 
haben  wir  also  nun: 

Geodätisches  Azimut       a  =  «  +  u  (8) 

Astronomisches  Azimut  a'  =  «'-f-  ii'  (9) 

Differenz  a  —  o*  =  («  —  «')  +  (««  —  «*')  (10) 

Von  diesen  beiden  Teilen  e  —  e'  und  u  —  u'  ist  der  zweite  Teil  u  —  u'  immer 
sehr  klein  und  meist  zu  vernachlässigen,  wenn  der  geodätische  Zielpunkt  A  im  Hori- 
zonte selbst  liegt,  oder  wenigstens  nur  einen  kleinen  Hohen-  oder  Tiefenwinkel  hat. 

Die  Differenz  u  —  u'  ist 
zu  vergleichen  dem  Fehler  einer 
Horizontal-Winkelmessung,  der 
dadurch  entsteht,  dass  die  Theo- 
dolitaxe  nicht  genau  vertikal, 
sondern  etwas  schief  gestellt 
wird. 

Die  hiefür  giltige  Fehler- 
Formel  haben  wir  schon  frflher 
(Band  U,  4.  Aufl.  1895,  S.  203) 
entwickelt ,  im  wesentlichen 
ebenso,  wie  wir  nun  die  Ent- 
wicklung machen,  im  Anschluss 
an  Fig.  3.,  welche  sich  von  Fig.  2. 
nur  dadurch  unterscheidet,  dass  der  geodätische  Zielpunkt  Ä  nicht  mehr  im  Horizont, 
sondern  mit  einem  Höhen  winkel  h  angenommen  wird. 

Indem  wir  nun  eine  Cotang-Gleichung  von  §  27.  S.  164  auf  das  sphärische 
Dreieck  ZZ'  A  Fig.  3.  anwenden,  erhalten  wir: 

cotg (90*» ^ h) sin  0  =  eo8  e 008 u  +  sinu cotg (180**  —  u')  (11) 


Pig.  8. 
Z  =  Oeodätisohes  Zenit.    Z"  =  A«troiiomlBchec  Zenit. 
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Indem  man  0  als  klein  behandelt,  erh&lt  man: 

0  lang  h^  cosu  —  sinu  coig  u' 

^         .       C08U9inu'  —  sin  u  008  u'       sin  (u*  —  u) 

0  iang  h  = ; = : — j 

^  8%nu  sin  u 

also:  u'  —u^^  08inu iang h  (12) 

Wenn  der  Hohen winkel  h  klein  ist,  wie  es  bei  geodätischen  Zielpunkten  ge- 
wöhnlich der  Fall  ist,  so  ist  6  lang  h  eine  kleine  Grosse  zweiter  Ordnung,  welche  wir 
vernachlässigen,  oder  besonderer  Berücksichtigung  vorbehalten. 

Es  bleibt  also  noch  der  erste  Teil  der  Formel  (10),  d.  h.  6  —  e'  zu  untersuchen, 
und  hiezu  machen  wir  eine  ganz  ähnliche  Entwicklung  wie  soeben  (11)  — (12),  noch- 
mals in  Bezug  auf  das  sphärische  Dreieck  ZZ'  P. 

Wir  nehmen  also  wieder  eine  Cotang-Gleichung  von  §  27.  S.  164  und  finden 
durch  deren  Anwendung  auf  das  Dreieck  ZZ'  P: 

cotg  (90**  —  qp)  sin  0  =  co8  0  co«  6  -+-  «in  6  eotg  (180®  —  «*) 
0 lang q>  =  cos  e  — sine  cotg «' 

__  cos e sin s^  —  sine  cos  ff  _  «m  («*  —  e) 
^^""  sine^  "        sin  ff 

also:  e'  —  e=  0sine  tang  <p  (13) 

Statt  der  absoluten  Lotabweichung  0  kann  man  hier  auch  die  Quer  Komponente 
ri=  0sine  einführen,  und  indem  wir  mit  der  bei  (12)  besprochenen  Vernachlässigung 
wieder  die  Azimut-Differenz  a  —  a^  selbst  betrachten,  haben  wir: 

a'  —  a  =  iy  tang  (jp  (14) 

Zusammenfassung  der  Grundfarmeln  ßr  Lotahweichtmg. 
Bezeichnungen. 

Oeod&t    AstroD. 

Geographische  Breite  oder  Polhohe  <p  <p' 

Geographische  Länge  von  Westen  nach  Osten  positiv  gezählt   X  X' 

Azimut  von  Norden  nach  Osten  positiv  gezählt  a  o' 


Absolute  Lotablenkung  oder  Zenitablenkung  =  0 

Südliche  Lotablenkung  oder  nördliche  Zenitablenkung    =  | 
Westliche  Lotablenkung  oder  Ostliche  Zenitablenkung    =  17 


(15) 


Formeln. 

S  =  qP'-<P  (16) 

rj==(X''-X)co8(f)  (17) 

Ti  =  {a^  —  cc)eotgq)  (18) 

Die  beiden  Gleichungen  (17)  und  (18)  geben  die  Kontroll-Gleichung: 

o*  —  «  =  (A'  —  ;i)  «n  ()p  (19) 

Zur  Bestimmung  der  Lotabweichung  |  im  Meridian  giebt  es  nur  ein  Mittel, 
nämlich  nach  (16)  die  Vergleich  ung  astronomischer  und  geodätischer  Breiten.  Dagegen 
für  die  Querabweichung  rj  kann  man  nach  (17)  und  (18)  die  Längen-Vergleichung 
X'  —  X  oder  die  Azimut- Vergleichung  o*  —  a  benützen ;  oder  hat  man  beides,  so  ergiebt 
sich  eine  sehr  erwünschte  Probe,  entsprechend  der  Gleichung  (19). 
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Diese  Gleicbung  (19)  o'  —  a  =  (X'  ~  A)  sinq)  heisst  Laplace  sehe  Gleichung; 
dieselbe  ist  sehr  wichtig,  weil  sie  eine  Beziehung  giebt  zwischen  den  beiden  ans  Lot- 
ablenkong  entstandenen  Differenzen  d  --a  und  V  —  ^  ohne  dass  die  Lotablenknngs- 
beträge  |  und  i/  selbst  bekannt  zu  sein  brauchen. 

Wir  wollen  den  Sinn  dieser  Gleichung  nochmals  mit  geodätischer  Anwendung 
zurechtlegen:  Von  einem  Punkte  0  ohne  Lotablenkung  geht  eine  geodätische  Linie 
nach  einem  Punkte  /  (in  Fig.  8.  S.  587)  und  es  wird  Länge  und  Azimut  von  A  nach  / 
geodätisch  tibertragen  mit  den  Ergebnissen  X  und  a.  Diese  Übertragung  wollen  wir 
als  fehlerfrei  annehmen,  und  wenn  nun  im  Punkt  /  auch  astronomisch  fehlerfrei  ge- 
messen wird,  und  keine  Lotablenkung  stattfindet,  so  mflssten  wieder  die  Werte  X  und  a 
erhalten  werden.  Wegen  der  in  /  stattfindenden  Lotablenkung  wird  aber  astronomisch 
X'  und  &  gemessen,  und  dazu  besteht  die  Laplace  sehe  Probe  o'  —  a  =  (A'  —  X)  sin  qp. 

Es  besteht  also  eine  Probe  f&r  die  geodätischen  Übertragungen  von  Azimut 
und  Länge,  unabhängig  von  den  Lotablenkungen. 

Dieses  ist  nur  eine  summarische  Erläuterung  des  Wesens  der  Laplace  sehen 
Gleichung,  deren  nähere  Betrachtung  an  die  zwei  letzten  Gleichungen  der  Gruppe  (6) 
im  folgenden  §  122.  S.  592  anzuschliessen  wäre. 


§  122.    Astronomisch-geodfttisehes  Netz. 

Um  die  Bedeutung  eines  astronomisch  geodätischen  Netzes  zunächst  im  ganzen 
zu  erklären,  wollen  wir  nochmals  zurflckschauen  auf  das  rein  geodätische  Netz  der 
Preussischen  Landesaufnahme,  welches  in  §  102.  mit  der  Zeichnung  auf  S.  520—521  vor- 
geführt worden  ist.  Dort  war  nur  tin  Zentralpunkt,  Berlin,  astronomisch  nach  Breite, 
Länge  und  Azimut  bestimmt,  und  daran  häng^  die  ganze  astronomische  Orientierung 
des  Netzes. 

Im  Gegensatz  hiezu  betrachten  wir  in  Fig.  1.  S.  590  das  astronomisch  •  geo- 
dätische Netz,  welches  dem  ,, Arbeitsplane  des  geodätischen  Institutes  fflr  das 
nächste  Dezennium**,  Berlin  1886,  entnommen  ist.  (Abgedruckt  in  der  «Zeitschr.  f. 
Verm.«  1886,  S.  497—506.) 

Die  geraden  Verbindungslinien  dieses  Netzes  kann  man  sich  als  geodätische 
Linien  denken,  welche  als  Repräsentanten  ganzer  Dreiecksketten  etwa  in  dem  Sinne 
von  §  72.  Fig.  2.  und  Fig.  8.  8.  888—889  auftreten;  oder  wir  können  z.  B.  annehmen, 
dass  die  Verbindung  Leipzig — Brocken  in  dem  astronomisch -geodätischen  Netze  aus 
den  Dreiecken  von  §  102.  S.  520 — 521  längs  den  Dreiecksseiten  Leipzig— Petersberg — 
Kyffhäuser — Brocken  als  geodätische  Linie  berechnet  worden  sind,  wie  auf  S.  389—890 
gezeigt  wurde. 

Mag  das  nun  im  einzelnen  Falle  nach  der  einen  oder  anderen  Art  geschehen 
sein;  wir  können  annehmen,  dass  alle  Punkte  unseres  astronomisch-geodätischen  Netzes, 
jeder  fOr  sich  nach  geographischer  Breite,  geographischer  Länge  und  mit  Azimuten 
astronomisch  bestimmt,  und  dass  alle  diese  Punkte  unter  sich  durch  geodätische  Linien 
verbunden  seien.  Nun  bestehen  ausser  den  rein  geodätischen  Bedingungen  in  unserem 
Netze  die  Laplaceschen  Gleichungen,  welche  wir  am  Schlüsse  von  §  121.  oben  kennen 
gelernt  haben,  und  dadurch  kann  eine  Ausgleichung  des  Netzes  viel  schärfer  gemacht 
werden,  als  nach  den  geodätischen  Bedingungen  allein  möglich  wäre. 
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Denken  wir  uns  ein  Neti  ? on  der  Art  der  Fig.  1.  mit  p  Punkten  and  b  Linien, 
and  nehmen  wir  an,  jede  Linie  sei  geodätisch  hin  and  her  nach  Bichtangen  beobachtet, 
80  hat  anter  Voraaseetzang  emtr  gemessenen  Seite  s  das  Neti  verschiedene  geod&tiscfae 
Bedingangsgleicbangen,  deren  Anzahl  nach  anserem  L  Bande,  4.  Aafl.  1895,  S.  176  ist: 

2s  — 3p-|-4  (1) 

Flg.l. 


Astrononosdi 

-  geodaetisdies  Netz  I  Ordnung. 
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d.             1 

MasMtob  1:10800  000. 

Dabei  sind  aber  die  geodfttischen  Linien  selbst  nicht  als  gemessene  Grossen 
gez&hlt,  sondern  nar  eint  davon  als  Basis,  and  wenn  die  übrigen  s  —  1  Linien  als 
lineare  Messungen  eingeführt  werden ,  so  kommt  zu  (1)  noch  die  Zahl  s  —  1  hinia 
and  wir  haben  dann: 

2s  —  3p-H4-i-s— 1  =  3s  —  3(p  —  1)  geod&tische  Bedingangen  (2) 

Dazu  kommen  fftr  s  Linien  noch  s  Laplacesche  Gleichangen,  indem  wir  annehmen, 
es  sei  jede  Linie  am  Anfang  und  am  Ende  mit  astronomischem  Azimat  gemessen  and 
der  geographische  L&ngenanterschied  zwischen  den  Endpunkten  der  Linie  sei  astro- 
nomisch-telegraphisch bestimmt  Also  noch  s  Laplacesche  Gleichangen  zn  (2)  hietu- 
genommen  g^ebt: 

4  s  —  3  (p  —  1)  astronomisch-geodätische  Gleichangen  (3) 
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Z.  B.  uDser  astronomisch-geod&tisches  Netz  von  Fig.  1.  hat  p  =  81  Punkte  und 
8  sz  42  Linien,  wobei  auch  alle  die  Pnnkte,  an  welchen  Brechung  stattfindet,  ohne 
dass  ein  Name  beigesetzt  w&re,  als  Punkte  unter  der  Zahl  p  =  81  genommen  sind. 
Also  «  =r  42  und  p  ==  81  giebt  nach  (8): 

168  —  90  =  78  Gleichungen  zu  Fig.  1  (4) 

Man  wird  also  eine  Correlatenausgleichung  mit  78  Normalgleichungen  zu  machen 
haben,  wobei  als  BeobachtungsgrOssen  sowohl  die  linearen  geodätischen  Linien  als 
auch  die  astronomischen  Breiten-,  Längen-  und  Azimut-Messungen  auftreten  (und  als 
Azimutdifferenzen  zugleich  die  geodätischen  Winkel).  Welche  Annahmen  von  mittleren 
Fehlern  a  priori  für  alle  diese  Messungen  zu  machen,  oder  welche  Messungsgewichte 
einzuführen  sind,  das  ist  eine  Sache,  welche  fElr  sich  auf  Grund  des  vorhandenen 
Materials  zu  entscheiden  ist  (z.  B.  geodätisch  nach  den  Betrachtungen  unseres  früheren 
§  24.  S.  154—157). 

Obgleich  hiemit  eine  solche  astronomisch -geodätische  Netzausgleichung  nach 
ihrem  Grundgedanken  beschrieben  ist  und  obgleich  wir  hier  nicht  viel  weiter  hierin 
gehen  können,  mag  es  doch  am  Platze  sein,  die  Aufstellung  der  Gleichungen  noch  etwas 
näher  zu  betrachten,  auf  Grund  des  Werkes  von  Helmert:  »Veröffentlichung  des  königl. 
Preussischen  Geodätischen  Instituts.  Lotabweichungen.  Heft  I.  Berlin  1886''  und 
Helmert:  , Höhere  Geodäsie  I.  S.  279—296*  mit  Benützung  unserer  früheren  Behandlung 
dieser  Sache  in  der  8.  Auflage  dieses  Bandes  1890,  S.  589—549. 

Fig.  2.    Kugel  mit  reduzierten  Breiten.  Flg.  3.    EUlpsold. 

N  N 


Hiezu  nehmen  wir  ein  geodätisches  Polar-Dreieck  in  Fig.  2.  sphärisch  mit  redu- 
zierten Breiten  und  in  Fig.  3.  sphäroidisch ;  d.  h.  wir  wollen  die  Theorieen  von  Kap.  IX, 
§  106.  benützen. 

Das  erste  ist  die  Aufstellung  von  sphärischen  Differentialformeln  zwischen  den 
Breitenänderungen  ^i  —  rpi  =  d\l)i  und  rp'z  —  rp2  =  d\p2  den  Längenänderungen 
X*  —  X  =  dk  und  den  Azimutänderungen  a\  —  ai  =  d «i  und  ct'g '~~ ^2  =  ^ ^  ^^ 
bezogen  auf  Fig.  2.  Diese  Differentialformeln  erhält  man  durch  Differentiieren  sphärisch- 
trigonometrischer Formeln  (in  ähnlicher  Weise  wie  z.  B.  bei  Mond-Distanzen  vorkommt). 
Die  Ergebnisse  sind: 
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d\f)2  =  ^^^^ ^^1  -h  008  02 da  -—sina^sinadai 

, .        ...        .    j  i     .    w»  «2   ,  co8a»8ina  ,  ac\ 

dX  =  sinltang\p2ä\l)i-\ ^  da  H ^—dat  ^      (5) 

^^^     ^^       eo8yp2  C08%p2  *  I 

da2  =  8inX8ee\p2d\pi     -^8ina2^^9'^%da  -^  eoskeasipiaectpidai 

Diese  Gleichungen  müssen  anf  das  Ellipsoid  übertragen  werden,  was  am  besten 
nach  anserem  §  106.  geschieht  und  in  erster  Nfthemng  giebt: 

ds 
d(p2  =  C08ldq)i+  V^casa^ V^Hna^sinSdai 

dL^'-dLi^dl^-^^ -^dWi+V -^ 1 -^srnSdat      >      (6) 

^  '  F2  cos  (Jpg     ^'         «?» qp2    c       cos  (pa  i     /      v  / 

^      CO8CP2  eo8q>2         e      cosqt^ 

Dabei  ist  S  =  ^  = —  V,  wad  es  bezieht  sich  V  auf  die  Mittelbreite  ?L±5??. 
N       e  2 

Weiter  wollen  wir  in  der  Formelentwicklung  nicht  gehen;  es  mag  genügen, 
einzusehen,  dass  es  möglich  ist,  lineare  Gleichungen  zwischen  den  6  Differentialen 
dcpi,  d(p2i  daif  doc^i  dlf  ds  aufzustellen,  auf  welche  dann  eine  Ausgleichung  ge- 
gründet werden  kann. 

Es  wird  nämlich  nun  diesen  Differentialen  die  Bedeutung  untergelegt  teils  Ton 
Beobachtungsfehlem  und  ?on  Näherungsrerbesserungen,  teils  auch  von  Lotabweichungs- 
einflössen.  Die  Qaadratsumme  der  Beobachtungsfehler  mit  Gewichten  wird  zu  einem 
Minimum  gemacht  und  daraus  die  Näherungsyerbesserungen  aller  Messungsg^ssen  und 
die  Lotabweichungselemente  als  Unbekannte  bestimmt,  alles  im  Wesentlichen  wie  bei 
einer  reinen  geodätischen  Netzausgleichung.  Die  a  priori  einzuführenden  Beobachtungs- 
gewichte sind  aus  sachlichen  Erwägungen  zu  ermitteln,  wie  schon  bei  (4)  S.  591  an- 
gedeutet worden  ist. 

Wir  wollen  überlegen,  wie  gross  die  Anzahl  der  entstehenden  unabhängigen 

Bedingungsgleichungen  sein  wird,  unter  der  Voraussetzung,  dass  jede  Linie  des  Netzes 

als  geodätische  Linie  triangulatorisch  bestimmt  und  astronomisch  beiderseits  durch 

Azimute  sowie  zwischen  ihren  Endpunkten  telegraphisch  als  Längenunterschied  gemessen 

sei.    Dann  haben  wir  bei  j) Punkten  und  «Linien  folgende  Beobachtungen: 

Geographische  Breiten  Anzahl  =  p 

«  Längenunterschiede       ,       =  s 

Azimute  ,      =  2  s 

Geodätische  Linien  ,      =  s 


l>-f4s      (7) 


Diesen  p -|- 4  s  Beobachtungen  stehen  gegenüber  unabhängige  Unbekannte: 
Geograpische  Breiten  Anzahl  =  p   .  \ 

,  Längenunterschiede        ,      =  p  —  1         J4jp  —  3     (8) 

Lotabweichungs-Componenten  |,  17     „      =2(/>  —  1)' 

Die  Längenunterschiede  sind  nur  in  der  Zahl  p  —  1  vorhanden,  weil  ein  Punkt 

(Zentralpunkt  Berlin)  willkürlich  ist  und  es  sich  nur  um  die  relativen  Längen  gegen 

den  Zentralpunkt  handelt    Ebenso  ist  es  mit  den  Lotabweichungen  |,  17,  welche  nur 

relativ  gegen  den  Zentralpunkt  bestimmbar  sind. 

Aus  (7)  und  (8)  hat  man   die  Zahl  der  unabhängigen  Bedingungsgleichnngen: 
P-+-4S  —  (4  p  —  3)  =  4s-8(p  —  1)  (9) 
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Dieses  stimmt  mit  dem  frflheren  (8)  S.  590  imd  giebt  fQr  das  astronomisch- 
geodätische Netz  von  Fig.  1.  S  590  wieder  die  schon  bei  (4)  gefondene  Zahl  von  78 
unabhängigen  Bedingungsgleichongen. 

Bei  der  bisherigen  Betrachtung  sind  die  Erddimensionen  etwa  a  nnd  e^  oder 
c  nnd  e'2  als  gegeben  voransgesetzt  Es  ist  aber  auch  möglich,  diese  Dimensionen 
so  zu  bestimmen,  dass  sie  sich  dem  Netz-Material  möglichst  anpassen;  und  dann  muss 
man  die  Gleichungen  auch  noch  nach  c  und  e'^  differentiieren  und  man  bekommt  noch 
entsprechende  zwei  neue  Unbekannte  in  die  Ausgleichung. 

Dieses  sind  die  Grundgedanken  einer  astronomisch-geodätischen  Netzausgleichung, 
deren  Anfänge  in  dem  auf  S.  591  citierten  Helmert  sehen  Werk  des  geodätischen 
Instituts  enthalten  sind,  deren  Ausführung  im  Grossen  der  Zukunft  vorbehalten  ist. 
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Berechnungsformeln 
für  log  F: 

log  V=  -h  [4*1640730-989]  cos  2<p 

—  [1-690  3618-9]  cos  ^ 
-*-  [9-341  589]  cos  6qp 

—  [7-043  97]  cos  8gp 
H- [4-774]  cos  lOqp   . 

Wenn  <p  kleiner  als  45°  ist,  so 
rechnet  man  bequemer: 
—  log  IV  =  -^  [4-161  1047-393]  sin^gp 
4-  [1-6845451-6]  sin^qp 
-^  [9-332  8643]  sin  6(p 
-*-  [7*032336]  sinögo 
-^■  [4-7598]  sin  lOgp 
JV 


F= 


|/l-^2 


^  oder  V=  wyi+e'^ 


log  ^izifi  ^  logVi'^e'i 

=  0.00 1  4541-798002 


log  V=:  7276-985  4166 

—  [3.861  5877-062]  sin  2(<p  — 45**) 
H-  [0.784  361  ro]  cos  4((p  —  45®) 
-h  [7.832  0728]  sin  6(gp  —  45®) 

—  [4.93o69]cos8(qc>  — 45°)   .. 
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888 

6.392  877 
865 
854 
B42 
831 
819 

6.392  808 
796 
784 
772 
760 
748 

6,392  736 
724 
711 
699 
687 
674 

6.392  662 


9 
9 
9 

10 
9 
9 

10 
9 

10 

10 
9 

10 

10 
10 
10 

11 

10 
10 

11 

10 

11 

10 

11 
11 

11 
u 
11 
11 
11 
11 

12 
11 

12 

11 
12 

n 

12 
12 
12 
12 
12 
12 

12 
13 
12 
12 
13 
12 
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[13] 


lotfW 


loff  11] 


%  12] 


log  \^ 


8,509— 10  I 

6670-2 
6647-3 
6fi24'2 
ß60ö-9 

6577-4 
6553v8 
652P^9 
Ö5Ö5-8 
r>481*S 
6457-0 

6407-4 
6382-3 
6357-0 
6381-5 
6305-8 

6279-9 
6253-9 
6227-6 
6201-2 
6174-5 
6147-7 

6120-6 
6093-4 
6066-0 
6038-4 
6010-7 
5982-7 

5954-6 
5926-2 
5897-7 
5869-0 
5840-2 
5811-1 

5781-9 
5752-5 
5722-9 
5693-2 
5663-2 
56331 

5602-9 
5572-4 
5541-8 
5511-0 
54801 
5449-0 

5417-7 
230. 


16**  0' 
10 
20 
30 
40 
50 

17^  ff 
10 
20 
30 
40 
50 

18*  0' 
10 
20 
30 
40 
50 

19*>  0' 
10 
20 
30 
40 
50 

20**  0' 
10 
20 
30 
40 
50 

2r  O' 
10 
20 
30 
40 
50 

22*»  0' 
10 
20 
30 
40 
50 

23«  0' 
10 
20 
30 
40 
50 

24°  0' 


I  9.993  —10 
I  8898-6 
I  8876-1 
8858^5 
8830*6 
8ft07'5 
8784  2 

8760-7 
8787-1 
8713-2 
8689-1 
8664-8 
8640-3 

8615-6 
8590-7 
8565-6 
8540-3 
8514-8 
8489-1 

8468-3 

8437-2 
8410-9 
8384-5 
8%7-8 
8331-0 

8304-0 
8276-7 
8249-3 
8221-7 
8194-0 
8166-0 

8137-9 
8109-5 
8081-0 
8052-4 
8023-5 
7994-4 

7965-2 
7935-8 
7906-2 
7876-5 
7846-6 
7816-5 

77«6*2 
7765-7 
7725-1 
7694-3 
7668-4 
7632-3 

7601-0 


22-5 
22-6 
22-tl 
33-1 
23-3 
23-5 

23-6 
23'fl 
241 
243 

24-5 
24-7 

24-9 
25-1 
25-3 
25-5 
25-7 
25-8 

26-1 
26-3 
26-4 
26-7 
26-8 
27-0 

27-3 
27-4 
27-6 
27-7 
28-0 
28-1 

28-4 
28-5 
28-6 
28-9 
29-1 
29-2 

29-4 
29-6 
29-7 
29-9 
30-1 
30-3 

30-5 
30-6 
30-8 
30-9 
31-1 
31-3 


8.512^10 
3506-0 
3528-7 
34f50*7 
33^2-1 
3322-9 
3'<ä53-0 

3182-5 
3in-5 
3039-9 
■2967-5 
2894-6 
2821-1 

2747-0 
2672-3 
2597-1 
2521-2 
2444-7 
2367-7 

2290-1 
2211-8 
2133-1 
2053-7 
1973-7 
1893-2 

1812-2 
1730-5 
1648-3 
1565-5 
1482-2 
1398-3 

1318-9 
1228-9 
1143-4 
1057-3 
0970-7 
0883-6 

0795-9 
0707-7 
0619-0 
0529-7 
0439-9 
0349-6 

0258-8 
0167-5 
0075-7 
*9983-3 
9890-5 
9797-1 


67-3 
68-0 
68-6 

69-9 
70-5 

71-0 
71-6 
72^4 
72-9 
73-ä 
74-1 

74-7 
75-2 
75-9 
76-5 
77-0 
77-6 

78-3 
78-7 
79-4 
80-0 
80-5 
81-0 

81-7 

82-2 
82-8 
83-3 
83-9 
84-4 

85'0 
85-5 
86-1 
86-6 
87-1 
87-7 

88-2 
88-7 
89-3 
89-8 
90-3 
90-8 

91-3 
91-8 
92-4 
92-8 
93-4 
93-8 


9703-3 

TgL  §  39.  S. 


22-5 
22-6 
22-9 

23-1 
28-:^ 
23-5 

23-6 
23-9 
24-1 
24-3 

24-5 
24-7 

24-9 
2fe-l 
25-3 
25-5 
25-7 
25-9 

26-0 
26-3 
26-4 
26-7 
26-8 
27-1 

27*1 
27-4 
27-6 
27-7 
28-0 
28-1 

28-4 
28-5 
28-7 
28-8 
29-1 
29-2 

29-4 
29-6 
29-7 
30-0 
30-1 
30-2 

30-5 
30-6 
30-8 
30-9 
311 
31-3 


O.o*>2 
6Sßn-8 
6835'9 
6790-5 
6744-8 
66^>ö-6 
Ö6B2-1 

6605-1 
6557-7 
6519-9 
6461*7 
6413-2 
6364-2 

6314-8 
6265-0 
6214-8 
6164-2 
6113-2 
6061-9 

6010-1 
5958-0 
5905-4 
5852-5 
5799-2 
5745-6 

5691-5 
5637-1 
5582-3 
5527-1 
5471-5 
5415-6 

5359-3 
5302-7 
5245-7 
5188-3 
5130-6 
5072-5 

5014-0 
4955-2 
4896-1 
4836-6 
4776-7 
4716-5 

4656-0 
45951 
4533-8 
4472-3 
4410-4 
4348-1 

4285-6 


44-9 
45-4 

45-7 
46-2 
46-5 
47-0 

47-4 
47-8 
48-2 
48-5 
49-0 
49-4 

49-8 
50-2 
50-6 
51-0 
51-3 
51-8 

52-1 
52-6 
52-9 
53-3 
53-6 
54-1 

54-4 
54-8 
55-2 
55-6 
55-9 
56-3 

56-6 
57-0 
57-4 
57-7 
58-1 
58-5 

58-8 
59-1 
59-5 
59-9 
60-2 
60-5 

60-9 
61-3 
61-5 
61-9 
62-3 
62-5 
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Die  Haaptkrflromimgs-Halbmesser  M  und  N  des 


logM 


lügN 


logr 


log- 


24*  CK 

10 
20 
30 
40 
50 

>*>  0' 

10 
20 
30 
40 
50 

?*»  0' 
10 
20 
SO 
40 
50 

27°  ff 
10 
20 
30 
40 
50 

28°  0' 
10 
20 
30 
40 
50 

29^  0* 
10 
20 
80 
40 
50 

30**  0^ 
10 
20 
30 
40 
50 

31^^)' 
10 
20 
30 
40 
50 

82'  0^ 


6.802 
4548-1 
4642-4 
4737-2 
4B32-6 
4&2S-4 
5024*7 

5121-4 

5aiß-6 

5316-4 
5414^5 
551S2 
5612-3 

5711-9 
5811-9 
5912-3 
6013*3 
6114*6 
621*J-4 

6318*7 
6421-4 
6524-5 
6628-0 
67320 
6836-4 

6941*2 
7046*4 
7152-0 
7258-0 
7364-5 
7471*3 

7578*5 
7686-2 
7794-2 
7902-6 
8011-3 
8120-5 

8230-0 
8339*9 
84S0-2 
8560*8 
8671-8 
8783*2 

8894-9 
9006-9 
9119-3 
9232-0 
9345*1 
1>458*5 

9572-2 


94-3 

94*8 
95-4 
95*8 
96*3 
96*7 

97-2 
97*8 
98*1 
98-7 
99-1 
99*6 

100-0 
1Ö0-4 
101*0 
101*3 
101*8 
102-3 

102-7 
103-1 
103*5 
104-0 
104-4 
104-8 

105*2 
105*6 
106-0 
106-5 
106-8 
107*2 

107-7 
108-0 
108-4 
108-7 
109-2 
109-5 

109*9 
110-3 
110*6 
111-0 
IU'4 
111*7 


112-0' 
'  112-4 
i  112-7 
I  1131 
I  113*4 

I  na*7 


6,804 
8833-6 
8865-1 
8896-7 
8928-5 
8960*4 
8992-5 

9024-8 
9057-2 
9089*7 
91225 
9155-4 
9188-4 

9231-6 
9254-9 
9288*4 
9322-0 
9355-8 
938^*8 

9423-9 
9458*1 
9492-4 
9527-0 
9561-6 
9596-4 

ORJ^l-B 
9666-4 
9701*6 
0737-0 
9772-4 
9808-1 

9843-8 
9879-7 
9915-7 
99&1-8 
9988-1 
*  0024 -5 

0061*0 
0097-6 
0134-4 

0171-2 
0208-2 
0245-3 

0282-6 
0319*9 
0357*4 
0395-0 
043^-6 
0470-4 


31*5 

31-6 
31-8 
31-9 
32*1 
32-3 

32-4 
32*5 

32*8 
32*9 
33-0 
33-2 

33-3 

33-5 
33*6 
33-8 
34-0 
84-1 

342 

34-3 
34-6 
34*6 
34-8 
34-9 

35-1 
35-2 
35-4 
35-4 
35-7 
85*7 

S5'9 
36-0 
36*1 
36-3 
36*4 
36-5 

36-6 
36-8 
36*8 
37-0 
37-1 
37-3 

37-3 
37*5 
37*6 
37-6 
37*8 
38-0 


0503*4 

ygl  §  39.  S. 


Ö.80S 
6690-8 
6753*7 
6817-0 
6880-5 
6944-4 
7008-6 

7073-1 
7137-9 
7203-1 
7268--^ 
7334-3 
7400-3 

7466-7 
7533-4 

7600-4 
7667-7 
7735-2 
7803-1 

7871-3 
7939-7 
8008-5 
8077-5 
8146-8 
8216-4 

8286*2 
8356-4 
8426*8 
8497*5 
8568-5 
8639*7 

8711-2 
8782*9 
8854-9 
8927-2 
8999*7 
9072*5 

9145*5 
9218*8 
9292-3 
93t>ß-0 
9440-0 
9514-2 

9588-7 
9663-4 
9738-3 
9813-5 
9888-9 
9964-5 

•  0040-3 
230. 


62*9 
63-3 

635 
63*9 
64-2 
64-5 

64-8 
65-2 
65-4 
65-8 
66-0 
66-4 

66*7 
67*0 
67-S 

.  67-5 
67-9 

I  68-2 


68-4 
68*8 
69*0 
69-3 
69-6 
69-3 

70-2 
70-4 
70-7 
71-0 
71-2 
71-5 

71*7 
720 
72-8 
72-5 
72-8 
73-0 

73-3 
73-5 
78-7 
74-0 
74-2 
74-5 

74-7 
74-9 
75*2 
75*4 
65*6 
65-8 


—  20 

6.392  662 
649 
637 
624 

eil 

598 

6.392  585 

572 
559 
546 
533 
520 

6,892  507 
493 
480 
466 
458 
439 

6.392  426 
412 
398 
385 
371 
357 

Ö.392  343 
329 
315 
300 
286 
272 

6.392  258 
243 
229 
215 
200 
186 

6.392  171 
156 
142 
127 
112 
097 

6,392  082 

067 
052 
087 
022 
007 

6.391  992 


13 
12 

13 
13 
13 
13 

13 
13 
13 
13 
13 
13 

14 
13 
U 
18 
14 
13 

14 
U 
13 
14 
U 
14 

14 

14 
15 
14 

14 
14 

15 
14 
14 
15 
14 
15 

15 
14 
15 
15 
15 
15 

15 

15 
15 
15 
15 
15 
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logW 


%  [l] 


hg  [2] 


log  Vi 


24*»  0' 
10 
20 
80 
40 
50 

25*»  0' 
10 
20 
80 
40 
50 

26*»  0' 
10 
20 
30 
40 
50 

27*»  0' 
10 
20 
30 
40 
50 

28*»  0' 
10 
20 
30 
40 
50 

29*>  0' 
10 
20 
30 
40 
50 

30*»  0' 
10 
20 
30 
40 
50 

31*»  0' 
10 
20 
30 
40 
50 


9,999  —10 

7601-0 
7569-5 
7537-9 
7506-2 
7474*2 
7442-1 

7409-9 
7377-5 
7344-9 
7312-2 
7279-3 
7246-3 

72181 
7179-7 
7146-2 
7112-6 
7078-8 
7044-9 

7010-8 
6976-6 
6942-2 
6907-7 
6878-0 
6838-2 

6803-3 
6768-2 
6733-0 
6697-7 
6662-2 
6626-6 

6590-8 
6555-0 
6519-0 
6482-8 
6446-6 
6410-2 

6373-7 
6337-0 
6300-3 
6263-4 
6226-4 
6189-3 

61521 
6114-7 
6077-3 
6039-7 
6002-0 
5964-2 


8,511 —10  i  _ 


a509  ^10    _ 


32*»  0'  I  5926-3 


31-5 
31-6 
31-7 
32-0 
32-1 
32-2 

32-4 
32-6 
32-7 
32-9 
38-0 
33-2 

33-4 
33-5 
33-6 
33-8 
33-9 
341 

34-2 
34-4 
34-5 
34-7 
34-8 
34-9 

35-1 
35-2 
35-3 
35-5 
35-6 
85-8 

35-8 
36-0 
36-2 
36-2 
36-4 
36-5 

36-7 
36-7 
36-9 
37-0 
37-1 
37-2 

37-4 
37-4 
37-6 
37-7 
37-8 
37-9 


9708-3 
9608-9 
95141 
9418-8 
9823-0 
9226-7 

9129-9 
9032-7 
89350 
8836-8 
8738-1 
8639-0 

8539-5 
8439-5 
8339-0 
8238-1 
8136-7 
8034-9 

7932-6 
7880-0 
7726-9 
7623-3 
7519-4 
7415-0 

7810-2 
7205-0 
7099-3 
6998-3 
6886-9 
6780-0 

6672-8 
6565-2 
6457-2 
6348-8 
6240-0 
6130-8 

6021-8 
5911-4 
5801-1 
5690-5 
5579-5 
5468-2 

5356-5 
5244-4 
5132-0 
5019-3 
4906-3 
4792-9 


94-4 
94-8 
95-3 
95-8 
96-3 
96-8 

97-2 
97-7 
98-2 
98-7 
99-1 
99-5 

100-0 
100-5 
100-9 
101-4 
101-8 
102-3 

102-6 
103-1 
103-6 
103-9 
104-4 
104-8 

105-2 
106-7 
106-0 
106-4 
106-9 
107-2 

107-6 
108-0 
108-4 
108-8 
109-2 
109-5 

109-9 
110-3 
110-6 
111-0 
111-3 
111-7 

112-1 
112-4 
112-7 
118-0 
113-4 
113-8 


4679-1 

vgl.  §  39.  S. 


5417-7 
5886*2 
5354-6 
5822-9 
5290-9 
5258-8 

5226-6 
5194-2 
5161-6 
5128-9 
5096-0 
5062-9 

5029-8 
4996-4 
4962-9 
4929-3 
4895-5 
4861-6 

4827-5 
4798-3 
4758-9 
4724-4 
4689-7 
4654-9 

4620-0 
4584-9 
4549-7 
4514-4 
4478-9 
4443-3 

4407-5 
4371-7 
4335-7 
4299-5 
4263-3 
4226-9 

4190-4 
4153-7 
4117-0 
4080-1 
4043-1 
4006-0 

3968-8 
3931-4 
3893-9 
3856-4 
3818-7 
3780-9 

3743-0 
230. 


31-5 
31-6 
31-7 
82-0 
321 
32-2 

32-4 
82-6 
32-7 
32-9 
331 
38-1 

33-4 
38-5 
88-6 
33-8 
33-9 
34-1 

34-2 
34-4 
34-5 
84-7 
34-8 
34-9 

35-1 
35-2 
35-3 
35-5 
35-6 
35-8 

35-8 
36-0 
36-2 
36-2 
36-4 
86-5 

36-7 
36-7 
36-9 
37-0 
37-1 
37-2 

37-4 
37-5 
37-5 
37-7 

37-8 
37-9 


0.002 

4285-6 
4222-7 
4159-5 
4095-9 
4032-0 
3967-9 

3903-4 
3838-5 
3778-4 
3707-9 
3642-2 
3576-1 

3509-7 
3443-0 
3376-1 
3308-8 
3241-2 
3178-3 

3105-2 
3036-7 
2968-0 
2899-0 
2829-6 
2760-1 

2690-2 
2620-0 
2549-6 
2478-9 
2408-0 
2336-8 

2265-3 
2193-5 
2121-5 
2049-2 
1976-7 
1904-0 

1830-9 
1757-7 
1684-2 
1610-4 
1586-4 
1462-2 

1387-7 
1318-0 
12381 
1162-9 
1087-6 
1012-0 

0936-2 


62-9 
63-2 
68-6 
63-9 
64-1 
64-5 

64-9 
65-1 
65-5 
65-7 
66-1 
66-4 

66-7 
66-9 
67-3 
67-6 
67-9 
68-1 

68-5 
68-7 
69-0 
69-4 
69-5 
69-9 

70-2 
70-4 
70-7 
70-9 
71-2 
71-5 

71-8 
72-0 
72-3 
72-5 
72-7 
73-1 

73-2 
73-5 
73-8 
74-0 
74-2 
74-5 

74-7 
74-9 
75-2 
75-3 

75-6 
75-8 

39 
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Die  Hauptkrümmongs-HalbmesseT  M  und  N  des 


loffM 


log  N 


logr 


log 


JL 


32« 


34 


0' 
10 
20 
SO 
40 
50 

10 
20 
30 
40 
50 

'  ty 

10 
20 
SO 
40 
50 

=  0' 

10 
20 
30 
40 
50 

10 
20 
30 
40 
50 


35* 


37 


36' 


=  0' 
10 
20 
30 
40 
50 

=  0' 
10 
20 
30 
40 
50 

39*^  0' 
10 
20 
30 
40 
50 


6-802 

9572-2 

9686*3 
f^gOO^fi 
9015^3 
*  0030*3 
0145*6 

02613 
0377-2 
0493-4 
0609^9 
0736-7 
0843-8 

0961*2 
1078-8 
1196-8 
ISIS'O 
U33-4 
1552^2 

1Ö7M 
1790-4 

1909*9 
2029*6 
2149-6 
1-8 


2390-2 

2510-9 
2631-8 
2753-0 
2874-3 
2995-9 

3117-6 
3289-6 
336P8 
34S4-2 
3606-7 
3729-5 

3852^4 
3975-S 
4098*8 
4222*3 
4345*9 
4469-7 

459S7 

4717*8 
4842-1 
4966-5 
5091-1 
5215-8 


I  114*1 
1  U4-3 
I  U4-7 
115-0 
i  H5*3 
i  115-7 

I  115*9 

.  116-2 

i  116*5 

116-8 

117-1 

117*4 

117-6 

118-0 
118-2 
118*4 
118*8 
118-9 


119*3 
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9,aw  —10 
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♦9976-6 
9937-5 
9898-5 
9850-5 
7 


9781-9 
9743-3 
9704-7 
9666-8 
96280 
9589-7 

9551-6 
9513-6 
9475-7 
9437-9 
9400-2 
9362-6 

93251 

9287-8 
9250-5 
9218-4 
9176-4 
9139-5 

9102-8 
9066-2 
9029-6 
8993-3 
8957-0 
8920-9 

8884-9 
8849-0 
8818-8 
8777-7 
8742-2 
8706-8 

8671-6 
8636-6 
8601-7 
8566-9 
8582-2 
8497-7 

8463-4 
8429-1 
8395-1 
8361-1 
8327-4 
8298-7 

8260-3 


39-2 
39-1 
39K) 
89-0 
38-8 
88-8 

38-6 
38-6 
38-4 
38-3 
38-3 
88-1 

38-0 
37-9 
37-8 
37-7 
37-6 
87-5 

87-3 
37-3 
37-1 
370 
36-9 
86-7 

86-6 
86-6 
86-3 
36-3 
861 
86-0 

35-9 
35-7 
35-6 
35-5 
35-4 
35-2 

35-0 
34-9 
34-8 
34-7 
34-5 
34-3 

84-3 
34-0 
34-0 
33-7 
33-7 
38-4 


8,500—10 
6947-8 


6712^8 
6595-7 
6478-8 
6362-3 

6246-1 
6180-1 
6014-5 
5899-2 
5784-2 
5669-5 

5555-1 
5441-0 
5827-3 
5218-9 
5100-8 
4988-0 

4875-7 
4768-6 
4651-9 
4540-5 
4429-6 
4818-9 

4208-7 
4098-8 
3989-2 
3880-1 
3771-3 
3662-9 

3554-9 
3447-3 
3440-1 
3283-3 
3126-8 
3020-8 

2915-2 
2810-0 
2705-2 
2600-9 
2496-9 
2393-4 

2290-3 

•2187-7 
2085-5 
1983-7 
1882-4 
1781-5 

1681.1 


117-6 
117-4 
117-1 
116-9 
116-5 
116-2 

116-0 
116-6 
115-3 
115-0 
114-7 
114-4 

114-1 
113-7 
113-4 
1131 
112-8 
112-3 

112-1 
111-7 
111-4 
110-9 
110-7 
1101 

109-9 
109-6 
109-1 
108-8 
108-4 
108-0 

107-6 
107-2 
106-8 
106-5 
106-0 
105-6 

105-2 
104-8 
104-8 
104-0 
103-5 
103-1 

102-6 
102-2 
101-8 
101-3 
100-9 
100-4 


8.508  —10 
7832-5 
7798-3 
7754-2 
7715-2 
7676-2 
7637-4 

7598-6 
7560-0 
7521-4 
7483-0 
7444-7 
7406-4 

7868-3 
7330-3 
7292-4 
7254-6 
7216-9 
7179-8 

7141-8 
7104-5 
7067-2 
7030-1 
6998-1 
6956-2 

6919-5 
6882-9 
68463 
6810-0 
6773-7 
6737-6 

6701-6 
6665-7 
6680-0 
6594-4 
6558-9 
6523-5 

6488-8 
6458-3 
6418-3 
6383-6 
6348-9 
6314-4 

6280-0 
6245-8 
6211-8 
6177-8 
6144-1 
6110-4 


6077-0 


39-2 
89-1 
39-0 
39-0 
88-8 
38-8 

38-6 
38-6 
88-4 
88-8 
38-8 
88-1 

38-0 
37-9 
37-8 
87-7 
37-6 
87-5 

87-8 
37-3 
87-1 
37-0 
36-9 
86-7 

86-6 
86-6 
36-8 
36-3 
36-1 
86-0 

35-9 
35-7 
35-6 
85-5 
35-4 
35-2 

35-0 
35-0 
34-7 
34-7 
34-5 
84-4 

34-2 
34-0 
34-0 
38-7 
83-7 
33-4 


0.000 
9115-3 
9086-8 
8958-6 
8880-5 
8802-6 
8724-9 

8647-5 
8570-2 
8493-1 
8416-2 
8889-5 
8268-0 

8186-8 
8110-7 
8084-9 
7959-3 
7883-9 
7808-8 

7738-8 
7659-1 
7584-7 
7510-4 
7436-4 
7362-7 

7289-2 
7215-9 
7142-9 
7070-1 
6997-6 
6925-3 

6858-8 
6781-6 
6710-1 
6688-9 
6568-0 
6497-3 

6426-9 
6356-7 
6286-9 
6217-3 
6148-0 
6079-0 

6010-3 
5941-9 
5873-7 
5805-9 
5738-3 
5671-1 

5604-1 


78-5 
78-2 
78-1 
77-9 

77-7 
77-4 

77-3 
77-1 
76-9 
76-7 
76-5 
76-2 

76-1 
75-8 
75-6 
75-4 
75-1 
75-0 

74-7 
74-4 
74-3 
74-0 
73-7 
73-5 

73-3 
78-0 
72-8 
72-5 
72-3 
72-0 

71-7 
71-5 
71-2 
70-9 
70-7 
70-4 

70-2 
69-8 
69-6 
69-8 
69-0 
68-7 

68-4 
68-2 
67-8 
67-6 
67-2 
67-0 
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Die  HauptkrümnniDgs-HidbmeMer  M  und  N  des 
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36443 

37891 

8833-4 
392  ?1 
4020-4 
4113^2 
4005*4 

4297-2 

4388^4 
4479-2 
4569-4 
4659-0 
4748-2 

483^^8 
4924-9 
5012-5 
5099-5 
5386-0 
5272^0 

5357^4 
p5442-2 
5526-5 
5610-2 
5693-4 
5776-1 

5858-1 
5939*6 
6020-5 
6100-9 
61S0-7 
6259-9 

6S38-5 
6416-6 

6494*0 
6&70'9 
6647'2 
6722-Ö 

6797^9 


99^9 
99*6 
99*0 
98*6 
98-1 
97-7 

97-2 
96-7 
96-2 
96-8 
95-2 
94^8 

94-3 
98-7 
933 
92-8 
92-2 
91-8 

91-2 

90-8 
90"2 
89-6 
89-2 
88-6 

88*1 
87-6 
87-0 
86-5 
86-0 
86-4 

84*3 
84-8 
83-7 
83*2 
82-7 
82*0 

81-5 
80*9 
80-4 
79*8 
79-2 
78-6 

78-1 
77-4 
76'5 
76*3 
75*6 
75*1 


6,805 
8174-4 
8207-7 
8240-9 
8273-9 
8306-8 
8339-5 

8872*0 
8404'4 
8436-7 
8468*7 
8500*6 
8532-4 

8564^0 
8595-4 
8626-7 
8657*8 
8688*7 
8719*4 

87SO-0 
8780-4 
8810-7 
8840*7 
8870*6 
8900*4 

3929'9 

8959*3 
8988-5 
9017*5 
9046-3 
9074*9 

9103-4 
9131-7 
9159*8 
9187-7 
9215*4 
9243-0 

9270*3 
9297*5 
9324-5 
9351-2 
9377  8 
9404*3 

9430-5 
9456*5 
9482*3 
9507-9 
95333 
9558-6 

9683*6 
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33-3 
33*2 
33-0 
32*9 
327 
32*5 

32-4 

32-3 
32*0 

31-9 
31*8 
31*6 

31-4 
31*8 
31-1 
30-9 
30*7 
80-6 

30-4 

30*3 
30-0 
29-9 
29-8 
29-4 

29*4 
29-2 
29-0 
28-8 
28*6 
28-5 

28*3 
28-1 
27*9 
27-7 
27*6 
27-3 

27-2 
27-0 
26-7 
26-6 
26-5 
26-2 

26-0 
25*8 
25*6 
25*4 
253 
25*0 


6.805 

5372*3 
5439-0 
5505*3 
5571-4 
5637*1 
5702*5 

5767-6 
5832-4 
5896-9 
5961-0 
6024-9 
6083-4 

6151-5 
6214-4 
6276-1 
6339-1 
640Ü-9 
6462-4 

6523-6 
65rf4'4 
6644-9 
6705*1 
6764-8 
6824-3 

6363-4 
6942-1 
7000*5 
7058-5 
7116*2 
7173-4 

7230-4 
72869 
7343-1 
7399-0 
7454*4 
7509-5 

7564-2 

7618*6 
7672-5 
7726-1 
7779-3 
7832-1 

7884*5 
7936-5 
7988*2 
8039-4 
8090*3 
8140-7 


8190-8 


68-7 
66-3 
66-1 
65-7 
65-4 
65-1 

64*8 
64-5 
641 
63-9 
63-5 
63*1 

62-9 
62*5 
62*2 
61-8 
61-5 
61-2 

60*8 
60-5 
60*2 
59-7 
59-5 
59-1 

58*7 
58*4 
58-0 
57*7 
57*2 
57-0 


56*5 

56*2 
55-9 
55*4 

55*1 
54-7 


I  5 


54-4 

53-9 
53-6 
58-2 
52-8 
52-4 

52-0 
51-7 
51-2 
50-9 
50-4 
50-1 


—  20| 
6.388  920 
91« 
899 
886 
873  I 
859 


6.38S846 
834 
8^1 
808 
795 
782 

6,888  770 
757 
745 
732 
720 
708 

6.388  695 
683 
671 
659 
6^7 
635 

6.888  623 
612 
600 
588 
577 
565 

6.888  554 
543 
531 
520 
509 
498 

6.388  487 
476 
465 
455 
444 
434 

6.388  4S3 
4tö 
402 
392 
382 
372 

6.888  362 


14 
13 
13 
13 
14 
18 

12 
13 
13 
13 
13 
12 

13 

12 
13 
12 
12 
13 

12 
12 
12 
12 

12 
12 

U 
12 
12 
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11 
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12 
11 
11 
11 
11 

11 
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11 
10 


§  39.  S.  230. 


Digitized  by 


Google 


Ümdrehangs-Ellipsoids^  und  Funktionen  derselben. 


[251 


hi^  W 


64' 


65 


66^ 


67* 


»  0' 
10 
20 
30 
40 
50 

'  0' 
10 
20 
30 
40 
50 

»  0' 
10 
20 
30 
40 
50 

'  0' 
10 
20 
30 
40 
50 

'  0' 
10 
20 
30 
40 
50 


69^  0' 
10 

20 
30 
40 
50 

70^  O' 
10 
20 
30 
40 
50 

71^  0' 
10 
20 
30 
40 
50 

72«  0' 


68 


11.5JÖS  —10 
8260-3 
8226-9 
8193-8 
8160-7 
8127-9 
8095-2 

8062-6 
8030-2 
7998-0 
7965-9 
7984-0 
7902-2 

7870-7 
7889-2 
7808-0 
7776-9 
7746-0 
7715-2 

7684-6 
7654-2 
7624-0 
7593-9 
7564-0 
7534-3 

7504-7 
7475-4 
7446-2 
7417-2 
7388-3 
7359-7 

7331-2 
7302-9 
7274-8 
7246-9 
7219-2 
7191-7 

7164-3 
7137-1 
7110-2 
7088-4 
7056-8 
7030-4 

7004-2 
6978-2 
6952-3 
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32-8 
32-7 
32-6 

32-4 
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821 
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31-8 
31-5 
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31-2 
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30-8 
30-6 
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29-9 
29-7 
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28-9 
28-6 
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1185-8 
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0894-2 
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0702-3 
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0512-2 
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0230-9 
0138-2 
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9772-2 
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9592-3 
9503-1 

9414-5 
9326-4 
9238-8 
9151-8 
9065-3 
8979-4 

8894-0 
8809-1 
8724-8 
8641-1 
8557-9 
8475-3 

8393-2 
8311-7 
8230-8 
8150-4 
8070-7 
7991-4 

7912-8 
7834-8 
7757-3 
7680-5 
7604-2 
7528-5 

7453-4 


100-0 
99-5 
99-1 
98-6 
98-1 
97-7 

97-2 
96-7 
96-2 
95-7 
95-3 
94-8 

94-2 
93-8 
93-3 
92-7 
92-3 
91-8 

91-2 
90-7 
90-2 
89-7 
89-2 
88-6 

88-1 
87-6 
87-0 
86-5 
85-9 
85-4 

84-9 
84-3 
88-7 
83-2 
82-6 
82-1 

81-5 
80-9 
80-4 
79-7 
79-3 
78-6 

78-0 
77-5 
76-8 
76-3 
75-7 
75-1 

39.  S. 


8.508—10 
6077-0 
6043-6 
6010-5 
5977-4 
5944-6 
5911-9 

5879-3 
5846-9 
5814-7 
5782-6 
5750-7 
5718-9 

5687-3 
5655-9 
5624-7 
5593-6 
5562-7 
5531-9 

5501-3 
5470-9 
5440-7 
5410-6 
5880-7 
5351-0 

5321-4 
5292-1 
5262-9 
52339 
5205-0 
5176-4 

5147-9 
5119-6 
5091-5 
5063-6 
5035-9 
5008-4 

4981-0 
4953-8 
4926-9 
4900-1 
4873-5 
4847-1 

4820-9 
4794-9 
4769-0 
4743-4 
4718-0 
4692-8 

4667-7 
280 


33-4 
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33-1 
32-8 
32-7 
32-6 

32-4 
32-2 
32-1 
31-9 
31-8 
31-6 

31-4 
31-2 
31-1 
80-9 
30-8 
30-6 

30-4 
30-2 
30-1 
29-9 
29-7 
29-6 

29-3 
29-2 
29-0 
28-9 
28-6 
28-5 

28-3 
28-1 
27-9 
27-7 
27-5 
27-4 

27-2 
26-9 
26-8 
26-6 
26-4 
26-2 

26-0 
25-9 
25-6 
25-4 
25-2 
25-1 


0.000 
5604-1 
5537-5 
5471-1 
64051 
5339-3 
5273-9 

5208-8 
5144-0 
5079-6 
5015-4 
4951-4 
4888-1 

4824-9 
4762-1 
4699-5 
4637-4 
4575-5 
4514-0 

4452-8 
4392-0 
4331-5 
4271-4 
4211-6 
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85088963-0 

asos  89589 
8.508  8954-8 
8.508  8950-6 
850889465 


asos  8943*4 
asos  89383 
8508  8934-1 
8.50889300 
8.508  8935*9 


8.5088931.8 

8.508  8917  6 

8.508  S9I35 

8  508  8909*4 
8.508  8905-3 


8508  890I-I 
8.508  8897-0 
a508  8893*9 

85088888*8 
850888847 


850888805 
850888764 
a5o8  88733 

8.508  8868*3 

85088864*1 


a508  8860*0 
a508  88558 

8.50888517 

a5o8  8847-6 

a508  8843-5 


asos  8839-4 
8.508  8S353 
85088831-3 

a508  88270 

8.508  ^23*9 


a508  88i88 
a508  88147 
a508  8810*6 
8  508  8806-5 
8.5088803*4 


850687963 


4-1 
41 
412 
41 

4-3 

41 
41 
42 
41 

4-1 
43 
41 
4-1 
42 

41 
41 
43 
4-1 
4-1 
43 

41 
4-1 
42 
41 
41 
4-1 

4-2 

41 
4-1 

4*1 
4-2 

41 
41 
4-1 

4-2 

41 
41 
4-1 
41 
4-3 

41 
41 
41 
4-1 

4-1 

4-3 

4-1 

41 
41 

41 

41 
41 

4-2 

4-1 
41 
41 
41 

4.1 

4.1 

4-1 


60 


a509  9845-0 
850998327 
8.509  9830-4 
85099808*1 

a509  97957 


85099783-4 
8.5099771-1 
a509  9758-8 
a509  9746*5 
85099734-2 


85099721-9 
850997096 
850996973 
8  509  9685  0 

a509  96727 


8.509  9660*4 
8.509  9648-1 

a509  9635-8 
a509  96335 
a509  9611.3 


a509  9598-9 
8.5099586*6 
a509  95744 
85099563.1 
a5099549  8 


850995375 
85099525-3 

a509  9513-0 

850995007 
a509  94884 


8.5099476-1 

a509  9463-9 
8.5099451-6 

a509  94393 
8.5099427-1 


8.509  9414-8 
8.509  9403  6 
8.50993903 
8.50993781 

a509  9365-8 


8.5099353-6 

a509  93413 

8.50993391 
8.5099316*8 

a509  9304-6 


8.50993923 
a509  9380*1 
8*5099367-9 
8  509  9355-6 
85099243-4 


8.509  9331-2 
8.509  9318*9 
8.509  92067 
8.50991945 
8.509  9183-3 


8.509  91700 

a509  9157-8 
8.509  9145-6 
a509  91334 

8.509  9131*3 


8.509  9109^ 
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133 
133 
133 

134 

133 

133 

123 

133 
13*3 

133 

13*3 
133 

12-3 

133 
12*3 
133 

133 

133 

133 
133 
133 

13*3 

133 
123 

133 

133 
13*3 
133 
133 

133 
13*3 

13-3 

133 

13*3 
133 
13*3 
13*3 
13-3 

13-3 

13-3 

13-3 
13*3 
13-3 
13-3 
133 
13*3 
133 
13-3 
12-2 

13*3 
133 
13-3 
13*3 
13*3 
133 
13*2 
13*3 
13-3 
13*3 

13*2 


850887983 

a5o8  8794-2 
8.50887901 
85088786*0 

a508  8781-8 


8.50887777 
85088773-6 

a50887695 
8.5088765-4 
8.50887613 


85088757-2 
8.5088753-1 
850887490 
8.508  8744  9 
8.5088740-8 


8.50887367 
8508  8732-6 
a508  87285 
850887244 
850687203 


85088716*3 
8.5088713*1 
a508  87080 
8  508  8704-0 
85088699-9 


8.508  8695-8 
8.5088691-7 
a508  8687-6 
a508  86835 

8.5088679-4 


8.50886753 

8508  8671-3 
a508  8667-1 

85088663-0 
8.50886590 


8.508  86549 
8.5088650*8 
a508  86467 
a508  8643*6 

8.50886385 


8.5088634-4 
a508  8630*4 
8.50886363 
8.5088633*3 
8.506  86I8I 


8.5088614-0 
85088610-0 
8.5088605-9 

a508  8601 8 

a5o8  85977 


850885937 
8.5088589*6 
8.508  85855 
8.5088581-4 
8.5088577-4 


a508  85733 

a508  8569*3 
a508  8565*1 
8.5088561-1 
a508  8557*0 


8.5088553-9 


41 
4-1 
41 

4-3 

4-1 
4-1 

41 

41 
4-1 

41 

41 
4-1 
41 
4-1 
4-1 
41 
41 
41 
4-1 

4-1 

41 
41 
40 
4-1 
4-1 
41 
41 
41 
41 

4-1 

41 
4-1 
41 
40 

4-1 

4-1 

4-1 
4-1 
41 


4-0 
4-1 
4-1 
41 
4-1 
40 
41 
4-1 
4-1 

4-0 

41 
4-1 
4-1 
4-0 

4*1 

4-1 

4-1 
4-0 

4-1 
41 
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Die  Hauptwerte  log  [1]  und  log  [2]. 


y 


=  58^ 


<P 


=  54^ 


log ^-=  log  [i] 


logjf  =  log[2] 


log  ^  =  log  [i] 


log^log 


=  [i] 


10 

II 

12 

13 
14 

15 
16 
17 
I8 
19 


20 

21 
22 

n 

24 


25 
26 
27 
28 
29 

80 

31 
32 
33 
34 


35 
36 
37 
38 
39 


40 

41 
42 
43 
44 

45 
46 
47 
48 
49 


8.509  9I09"0 
8.509  9096-8 
&509  9084-5 
8.50990723 
8.509  9060-1 


8509  904r9 
8.50990357 
8.50990235 
8.5099011-4 
8.5098999-2 


850989870 
a509  8974-8 

a509  8962-6 
8.5098950-4 
8.5098938-2 


8.509  8926-0 
a509  8913-9 

a509  89017 

a509  8889-5 
85098877-3 


8.5098865-2 
a509  8853-0 
a509  8840-8 
a509  88287 
8.509  8816  5 


8.509  8804-4 
8.509  87922 
8.50987800 

a509  8767-9 
a509  87557 

a509  87436 

a509  8731-5 

a509»7i9'3 

8.509  8707-2 
8.509  8695-0 


8.509  8682*9 
8.509  8670-8 
S.50986586 
8  509  86465 
a509  8634-4 


8.5098622-2 

a509  86101 

8.509  85980 

a509  85859 

asoQ  85737 

a509  85616 

8.5098549-5 
a509  8537-4 
a509  8525-5 
8.5098513-2 


50 

51 
52 

53 
54 


55 
56 
57 
58 
59 

60 


8.509  8501-1 
8.509  8489  o 
8.509  84769 
a509  8464-8 
8.50984527 
8.509  8440-6 
8.5098428-5 
8.5098416-4 
8.509  8404-3 
8.509  8392*2 

8.509  8380-2 


12-2 
12*3 
12-2 
12-2 
12*2 
12*2 
12-2 
12*1 
12-2 

12-2 

12*2 
12-2 
12-2 
12-2 
12-2 
121 
12-2 
12-2 
12-2 

I2'I 

I2»2 
12-2 
121 
12.2 
121 
12-2 
12-2 
121 
122 

121 

I2-I 
12-2 
I2-I 
12-2 
12*1 
12. 1 
12-2 
121 
121 

12*2 

12*1 
121 
121 
12-2 
I2-I 
12*1 
12-1 
121 
12-1 

121 

121 

12-1 
I  I2-I 
I  I2-I 
-     12-1 

121 
I     I2-I 

I2-I 
!    12*1 

-I    12-0 

I 


8.5088552.9 

a5o8  8548.8 
8.508  8544-8 

a508^07 

8.5088536-6 


8.50885326 
8.5088528-5 
8.5068524-4 

a5o6  8520-4 
8.5068516-3 


8*5088512-3 

a508  8508-2 

8.50885041 
8.50885001 
a508  8496-0 


8.508  84919 
a508  8487-9 
a508  84838 
a5088479  8 

8.50884757 


8.50884717 
8.5068467-6 
a5088463  5 
8.5088459-5 

a506  8455-4 
8.508  8451-4 

a508  84473 

8-50884433 
a508  8439-2 
a508  8435-2 


a5o8  8431-1 
8.5088427-1 

a508  8423*0 
a50884l9-0 

8,5068414-9 


8.508  8410*9 
a508  8406-8 
a508  8402-8 

850883988 
asos  83947 


850683907 

a5088386  6 

8.5088382-6 
8.5088378-6 
a5o8  8374-5 


8.508  8370*5 
85088366-4 
a5o8  8362-4 

a508  83584 

8-50883543 


a508  83503 
a508  83463 

a  508  8342-2 
8.5088338-2 

a508  8334-2 


8.5088330-1 
8.508  8326-1 
8.5088322-1 
asos  8318-0 
8.50883140 


8508  S3IOO 


41 

4-0 

41 
41 
40 
41 

4*1 
4-0 

4-1 
4-0 
41 

4-1 
4-0 

41 
41 
40 

4-1 

4-0 
41 
40 
4-1 

4-1 

40 

4-1 

4-0 

41 
40 
41 
40 

4-1 

4*0 
4-1 

4-0 
4-1 
40 

41 
40 
4-0 
4-1 

4-0 

4-1 
4-0 
4-0 
4-1 
40 
41 

4*0 

4-0 
4-1 

4-0 

40 
41 
40 

4-0 
4-1 
40 
40 
41 
4-0 


!  4-0 


00 


8.50983802 
8.50983681 
8.5098356.0 
8.50983439 

a509  83318 


8.50983198 
8.50983077 
8.50982956 
8.5098283-6 
8.5098271-5 


a509  8259-5 

a509824r4 
asog  82353 
a509  82233 
a509  8211*2 


8.509  8l99'2 

8-5098x871 
8.509  8175 1 
8.509  8I63-I 
8*509  8151 0 


a509  8139-0 

a509  8126  9 

a509  8114-9 

8.509  8102-9 
a5098090i) 


a509  80788 

a509  8066-8 

8.5098054-8 
8^098042-8 

a509  8030*8 


8.50980187 
8.509  8006-7 

a509  77747 
8.509  79827 

a509  7970-7 


a509  7958  7 
a50979467 
a509  79347 
8.50979227 
a50979107 


a509  78987 

a509  7886-8 
a509  78748 
8.509  7862*8 
8.509  7850*8 


a509  78388 
8.509  7826-9 
8509  78149 
8.509  7802-9 
8.50977910 


a509  77790 
a509  7767-0 
a509  77551 

a509  7743-1 
8.509  773  »-2 


a509  7719-2 
a509  7707-3 
a509  7695-3 

a509  7683-4 

8.5097671-4 


asog  7659-5 
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12*1 
121 
121 
121 
12-0 
12-1 
12-1 

12-0 
121 

120 

121 
121 
12-0 
12*1 
12-0 
121 
12*0 
12-0 
12*1 

12*0 

12  1 
12*0 
12-0 
12*0 
121 
12*0 
12-0 
12*0 
12-0 

12*1 

12*0 
12*0 
12  0 
12-0 
12*0 
12-0 
12*0 
13-0 
12-0 

12*0 

II-9 
12*0 
12*0 
I2t) 
120 
11-9 
12*0 
12-0 
11*9 

12*0 
12*0 
119 
120 
11*9 
12*0 
11*9 
12*0 
11*9 
120 

11*9 


8.506  8310t} 
8.50883060 
8.5088301-9 
8.50682979 
85068293*9 


8.5088289-9 
8.50682858 
8.50682818 
8.50882778 
a506  8273-8 


8.50683697 
a506  82657 
a506  82617 

asos  82577 

asoö  82537 


8.5068249-7 
a5088245  6 

8.5088241^ 

a508  8237-6 
a5088233  6 


85068229-6 
a5o6  8225-6 
asoS  8221-6 
a50682i7-6 
a506  8213-6 


8.50682095 
8.50682055 
a506  8201-5 

asos  8197-5 
asos  8193 'S 


a5o8  8189-5 
8.5068185^ 
8.506  8I8I -5 
6.50681775 
8.50681735 


8.5088169*5 

a5068l65  5 
a5088l6l*5 

asos  81575 

8.508  8153*5 


8.5088149*5 
a506  8145-5 
8.508  8I4I-5 

asos  8137*5 
asos  8133-5 


asos  8129-5 
65068125-6 
85088121*6 
85088117-6 
a506  6113-6 


asoSSiogii 
8.5088105-6 
asoS  8101-6 
8.5088097^5 
asos  80937 


8.50880897 
8.50880857 
a5o88o8i7 

asos  80777 
asüS  80737 


a506So696 


4.0 
4-1 

4-0 

4-0 
4-0 
41 

4-0 

4-0 

4-0 


4t) 
4t) 

40 

4*0 

40 
4-1 
40 

4t) 

40 
4.0 

4t) 

4-0 
4-0 

4t) 
41 

4-0 

4t) 

40 
40 

40 

4t) 
4t) 
4t) 
4t) 
4t) 
4t) 
4t) 
4t) 
4t) 

4t) 
4t) 

40 

4t) 
4.0 
4t) 
3*9 
4-0 
4-0 
4t) 

4t) 

4t) 
4t) 
4t) 
3-9 
4t) 
4t) 
4t) 
4t) 
4*0 

3^ 
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Die  Hauptwette  log[l]  und  log  [2], 


[351 


y 


=  55^ 


y 


=  56" 


%|f=%[0 


logj^  =  log[2] 


log  ff  ^  log  [\] 


^9Jf==^9W 


10 

II 

12 
13 
14 


15 
I6 
17 

I8 
19 


20 

21 
22 
23 
24 


25 
26 
27 

28 
29 


31 
32 
33 
34 


35 
3ö 
37 
38 
39 


40 

41 
42 
43 
44 


45 
46 
47 
48 
49 

60 
51 

52 
53 
54 

55 
56 
57 
58 
59 


a509  7659*5 
a509  7647'5 

a509  7635-6 

8.509  76237 
850976117 


8.509  7599-8 
8.50975879 
850975760 

a509  7564-1 

a509  7552-1 


a509  7540^ 

a509  75283 
a509  7516-4 

8^0975045 
a509  7492-6 


8,50974807 
a509  7468-8 

8.5097456-9 

a509  7445t) 
a509  74331 


8.5097421-2 
8.50974093 
a509  7397  5 

a509  7385-6 

a509  73737 


8.5097361-8 
a509  73499 

a509  7338-1 
a509  7326-2 

8.5097314-3 


a509  73025 
a509  7290*6 

a5097278  8 
8.509  72669 

a509  72551 


asoy  7243-2 

8.5097231-4 
a509  7219-5 
a509  72077 
a509  7195-8 


8.509  71840 
8.509  7172-2 
a509  71603 
8.509  71485 
8.50971367 


8.5097124-9 
8.5097113-0 

8.509  7101-2 
a509  7089-4 
a509  7077-6 


8^097065-8 
a509  70540 
8.509  7042*2 
a509  7030*4 
8.509  701^6 


8.509  7006S 
8.50g  6995  0 
a509  Ö9h3'2 

8.50969714 
8.5096959-6 


8.5096947-8 


8.5088069*8 
8.50880658 
8.5088061-8 

a5088057'8 
8.5088053-8 


85088Ö49-9 

asos  8045-9 
8.508  8041*9 

8.506  8037D 
a508  8034-0 


8.506  8030-0 
a508  8026-0 
8.508  8022-1 
a508  80181 
a508S0i4-l 


8.506  8010-2 
8.5068006*2 
asoS  8002-2 

8.5087998-3 

a506  7994-3 


a5o8  79903 

8.508  7986-4 

asos  7982-4 

a508  7978-5 
a508  7974-5 


a5o8  79705 

8.508  7966-6 
8.5087962-6 
a508  79587 
8.5087954-7 


a5o8  7950-8 
8.508  7946-8 

a508  7942-9 
a508  79389 

a5087934  9 


8,5087931-0 
8.508  7927-0 
a508  79231 
8  506  7919  2 
8.5087915-2 


8.5087911-3 

a508  79073 
a508  7903-4 

a5o87Hg0  4 

asos  7895-5 


8.5087891-5 

a§08  7S87-6 
a50878S37 
8.508  78797 
8.5087875-8 


8.5087871-9 
85087867-9 
8  508  y'^AO 
8.5O»7»0oi 
a50S  7S56-I 
8.508  78522 
a5o8  7848-3 
8  508  7844-3 
8.508  7840-4 
8.5087836-5 


a508  7832-5 


40 
4-0 
40 

4-0 
3*9 
4-0 
4-0 
4-0 
3D 
4-0 
40 
3*9 
4-0 
4-0 
3*9 
40 
4-0 
39 
4-0 

4-0 

3*9 
4-0 
3-9 
4-0 
4*0 

39 
4-0 
3*9 
40 

3-9 
40 
39 
40 
4-0 
3*9 
40 
3-9 
39 
4-0 

3-9 
4-0 
39 
4-0 
3-9 
4-0 
3-9 
3-9 
40 
3-9 
3-9 
4t) 
3*9 
3*9 
4t) 

3-9 
3-9 
40 
3-9 
3-9 
4-0 


a509  6947-8 
a509  69361. 
8.509  69243 
8.509  6912-5 
8.509  69007 


a509  6889-0 

8.5096877-2 
8.50968654 

a509  68537 
8.5096841-9 


85096830*2 
a509  68x8-4 
a509  68067 

a509  6794-9 
8.509  6783-2 

"8.5096771-4 
a509  67597 

a509  6748t) 

a509  6736-2 
85096724-5 


8.509  6712-8 
8.509  6701 0 

8.50966893 

a509  6677-6 
a5096665  9 


8.5096654-2 

a509  6642-5 
8.5096630*8 
8.509  66191 
a509  6607-4 


a509  65957 

a509  6584  0 

a509  6572-3 
a509  6560-6 

a509  ö548-9_ 
a50y  0537*2 

a509  6525-5 

8  509  6513-9 
8.509  6502-2 

a509  6490*5 


8.509  6478-8 
8.509  6467-2 
asog  6455-5 

8  509  6443-9 

8.509  6432-2 


8.5096420-5 
8.509  6406-9 
a509  6397-2 

a509  6385-6 
a509  6374t) 


8.50963623 
a509  63507 
asog  6339t) 

a  5096327-4 

asog  6315-8 


8.50g  6304-2 
8.509  6292-5 
asog 62809    I 
8.509  62693 

asog  62577 


8.509  6246-1    , 

I 
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asos  78325 
8.5087828-6 
8.508  7824-7 
asos  7820-8 
8.5087816-8 
8.5087^12-9 

8  508  7809-0 

85087805*1 
8.5087801-2 

asoe  7797*2 


a5o8  7793-3 
8.5087789-4 
8.5087785-5 
8.5087781-6 
850877777 
850877737 

8  508  7769-8 

asos  7765-9 
8.508  7762-0 
a508  77581 


8.50877542 
a508  77503 

a5o8  7746-4 
85087742-5 

a508  7738-6 


a508  77347 
85087730*8 
8.5087726-9 

asos  7723t) 
a  508  7719-1 


a5o8  7715-2 
8.50877113 
8.5087707-4 
8.50877035 
8.508  76996 


8-508  76g57 
8,508  76g  1*8 
aso8  7687-9 
85087684*0 
a508  7680-1 

8.508  7676*2 

asos  76723 

8  508  7668-4 

asoH  76645 
8.508  76607 

"8.508  7656  8 
8.508  7652*9 
a508  7649  0 

8.50876451 
8.5087641-2 


8,50876374 
8.50876335 
8.5087629-6 
8.508  76257 
asos  7621-9 
'8.50876180 
8.508  76I4-I 
8.5087610-2 
asos  7606*4 
asos  7602-5 


8,5öS  7598*6 


3*9 
3-9 
3-9 
4t) 
3-9 
3*9 
3-9 
3-9 
4-0 

3-9 

3-9 
3-9 
3-9 
3-9 
4-0 
3*9 
3-9 
3-9 
3*9 

3-9 

3*9 

3.9 
3-9 
3-9 
3-9 
3'9 
3-9 
3-9 
39 

3-9 

3-9 
3-9 
3*9 
3t) 
3*9 
3-9 
3-9 
3-9 
3-9 

3-9 

3-9 
3-9 
39 
3-8 
3-9 
3-9 
3-9 
3-9 
3-9 
3-8 

39 
3-9 
3-9 
3-8 
3*9 
3-9 
39 
3-8 
39 

3-9 
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l^  Länge  in 
Kilometern 


0* 

1 

2 

8 

4 

5^ 

6 

7 

8 

9 

11 
12 
18 
14 

15^ 

16 

17 

18 

19 

20  <> 

21 

22 

28 

24 

25° 

26 

27 

28 
29 

80*» 

31 

32 

33 

34 

35  <> 

36 

37 


40O 

41 

42 

43 

44 

450 


111,3066 
111,2897 
111,2392 
111,1560 
111,0372 

110,8858 
110,7009 
110,4824 
110,2305 
109,9452 

109,6266 
109,2748 
108.8900 
108,4721 
108,0214 

107,6379 
107,0219 
106,4734 
105,8926 
105,2797 

104,6348 
103,9582 
103,2500 
102,5105 
101,7398 

100,9382 

100,1059 

9^,2432 

98,3502 

97,4274 

96,4748 
95,4929 
94,4819 
93,4421 
92,3738 

91,2773 
90,1529 
89,0010 
87,8219 
86,6160 

85,3836 
84,1251 
82,8408 
81,6811 
80,1965 

78,8373 


169 

505 

842 

1178 

1514 

1849 
2185 
2519 
2853 
3186 

3518 
3848 
4179, 
4507 
4835 

5160 
5485 
5808 
6129 
6449 

6766 
7082 
7395 
7707 
8016 


8627 
8980 
9228 
9526 

9819 
1,0110 
1,0898 
1,0688 

1,0965 

1,1244 
1,1519 
1,1791 
1,2059 
1,2324 

1,2585 
1,2843 
1,3097 
1,3346 
1,3592 


1  —  2 

2  —  3 

3  —  4 

4  —  5 

50—  6<> 

6  —  7 

7  —  8 

8  —  9 

9  —10 

10^—11° 

11  -12 

12  -13 

13  -14 

14  —15 
15o__i6o 

16  —17 

17  -18 

18  -19 

19  —20 

200—21*=» 

21  —22 

22  —23 

23  —24 

24  —25 

250—26° 

26  -27 

27  —28 

28  -29 

29  -30 

30°  -31°  i 
81  —32 

32  -33 

33  —34 

34  —35 
35o_3eo 

36  -37 

37  —38 

38  —39 

39  —40 

40°-41° 

41  —42 

42  —43 
48  -44 
44  —45 

0°— 45° 


1°  Breite  in 
Eiloroetem 


110,5688 
I10,f645 
110,5658 
110,5678 
110,5705 

110,5789 
110,5779 
110,5826 
110,5879 
110,5939 

110,6005 
110,6077 
110,6156 
110,6241 
110,6881 

110,6428 
110,6531 
110,6689 
110,6752 
110,6871 

110,6990 
110,712« 
110,7260 
110,7899 
110,7548 

110,7691 
110.7844 
110,8001 
110,8162 
110,8326 

110,8494 
110,8666 
110,8840 
110,9018 
110,9198 

110,9880 
110,9565 
110,9752 
110,9940 
111.0131 

111,0322 
111,0515 
111,0708 
111,0902 
111,1097 


4984,4393 


7 

18 
20 
27 
34 

40 
47 
53 
60 
66 

72 
79 

85 
90 
97 

103 
108 
113 
119 
125 

130 
134 
139 
144 

148 

153 
157 
161 
164 

168 

172 
174 
178 
180 
182 

185 

187 

188 

1191 

il91 

|193 

,193 

194 

195 


1  Qradabteilang 


In 
Q.KÜoinetem 


12  805,86 
12  302,21 
12  294.91 
12  283,97 
12  269,38 

12  251,16 
12^29,80 
12  208,81 
12 174,69 
12  141,95 

12  105,61 
12  065,66 
12022,12 
11975,00 
11924,30 

11  870,05 
11812,25 
11  750,92 
11686,07 
11617,71 

11  545,87 
11  470,56 
11391,81 
11  809,62 
11224,02 

11 185,03 
11042,66 
10  946,96 
10  847,94 
10  745,61 

10  640,aS 
10  531,20 
10  419,15 
10  303,91 
10 185,52 

10  064,01 
9  939,40 
9  811.78 
9  681,aS 
9  547,34 

9  410,70 
9  271,14 
9128,69 
8988,41 
8  835,32 


499  699,59 


IB  geogr. 
Q.Meilen 


223,4873 
223.4210 
223,2885 
223,0898 
222,8249 

222,4939 
222,0968 
221,6889 
221,1061 
220,5106 

219,8505 
219,1250 
218,8343 
217,4785 
216,5578 

215,5725 
214,5228 
218,4089 
212,2812 
210,9899 

209,6852 
208,3175 
206,8871 
205,3945 
203,8899 

202,2237 
200,5464 
198,80S3 
197,0099 
195,1516 

193,2840 
191,2575 
189,2226 
187,1298 
184,9797 

182,7728 
180.5098 
178,1912 
175,8176 
173,8897 

170,9081 
168,3785 
165,7866 
163,1481 
160,4587 


9075,0670 


1  Kilometer  =  0,134  76292  geogr.  Meilen 
1  Q.Kilometer  =  0,018  161046  geogr.  QMeilen 

Tgl.  §  85.-37. 


(log  =  9.129  5704-3) 
{hg  s  8.259 1408*6) 
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1^  Länge  in 
Kilometern 


1*»  Breite  in 
Kilometern 


1  Gradabteilong 


in 
Q.KÜometern 


in  geogr. 
Q.MeÜen 


45  <> 

46 

47 

48 
49 

50* 

51 

52 

53 

54 

55* 

56 

67 

58 

59 

60^ 

61 

62 

68 

64 

65* 

66 

67 

68 

69 

70* 

71 

72 

73 

74 

75* 

76 
77 
78 
79 

80* 
81 


84 

85* 

86 

87 

88 

89 

90* 


78,8873 
77,4589 
76,0468 
74,6d63 
73,1629 

71,6870 
70,1891 
68,-6696 
67,1290 
65,5677 

63,9863 
62^851 
60,7647 
59,1256 
57,4682 

55,7931 
54,1008 
52,3918 
50,6665 
48,9267 

47,1697 
45,3991 
43,6145 
41,8163 
40,0052 

38,1818 
36,8465 
34,4999 
32,6427 
30,7753 

28,8984 
27,0125 
25,1182 
23,2162 
21,3069 

19,3910 
17,4691 
15^18 
13,6097 
11,6783 

9,7333 
7,7903 

5,8448 
3,8976 
1,9491 
0.0000 


1,3834 
1,4071 
1,4305 
1,4534 
1,4759 

1,4979 
1,5195 
1,5406 
1.5613 
1,5814 

1,6012 
1,6204 
1,6891 
1,6574 
1,6751 


1. 

1,7090 

1,7253 

1,7408 

1,7560 

1,7706 
1,7846 
1,7982 
1,8111 
1,8234 

1,8353 
1,8466 
1,8572 
1,8674 
1,8769 

1,885^ 
1,8943 
1,9020 
1,9093 
1,9159 

1,9219 
1,9273 
1.9321 
1,9364 
1,9400 

1,9430 
1,9455 
1,9472 
1,9485 
1,9491 


450—46* 

46  —47 

47  —48 

48  —49 

49  —50 

50*— 51* 

51  —52 

52  —53 

53  -54 

54  —55 


111,1292 
111,1487 
111,1681 
111,1875 
111,2068 

111.2260 
111,2451 
111,2640 
111,2828 
111,3014 


55o_56o 

111,3197 

56 

-57 

111.3379 

57 

—58 

111,3657 

58 

-59 

111,3733 

59 

—60 

111.3906 

60*— 61* 

111,4075 

61 

-62 

111,4241 

62 

-63 

111,4403 

63 

-64 

111,4562 

64  —65 

111,4716 

65* 

—66* 

111,4866 

66  —67 

111,5011 

67 

-68 

111,5152 

68 

-69 

111,5289 

69 

-70 

111,5420 

70* 

—71* 

111,5546 

71 

—72 

111,5666 

72 

-73 

111,5782 

73 

-74 

111,5891 

74 

-75 

111,5995 

75* 

—76* 

111,6094 

76 

-77 

111,6186 

77 

-78 

111,6271 

78 

—79 

111,6351 

79 

-80 

111,6425 

80*— 81* 

111,6492 

81 

-82 

111,6553 

82 

-83 

111,6608 

83 

-84 

111,6655 

84 

-85 

111,6695 

85* 

—86^ 

111,6729 

86 

-87 

111,6757 

87  —88 

111,6777 

88  —89 

111,6791 

89 

-90 

111,6798 

45o_9oo 
0*— 45* 


195 
194 
194 
193 
192 

191 
189 

188 
186 
183 

182 
178 
176 
173 
169 

166 
162 
159 
154 
150 

145 
141 
137 
131 
126 

120 
116 
109 
104 
99 

92 
85 
80 
74 
67 

61 
55 
47 
40 
34 

28 

20 

14 

7 


5016,4165 
4984,4393 


8  684,47 
8530,91 
8374,68 
8  215,81 
8  054,35 

7  890,36 
7  723,87 
7  554,95 
7  383,62 
7  209,96 

7  033,99 
6  855,79 
6  675,40 
6492.88 
6  308,28 

6  121,66 
5  933,07 
5  742,57 
5  550,22 
5  356,09 

5 160,22 
4  962,68 
4  763,54 
4  562,85 
4  360,68 

4  157.09 
3  952,15 
3  745,92 
3538,47 
3  329,86 

3  120,17 
2  909,45 
2  697,79 
2  485,23 
2  271,87 

2057,76 
1  842.97 
1  627,58 
1411,65 
1 195,26 

978,48 
761,37 
544,02 
326,48 
108,84 


157,7192 
154,9303 
152,0928 
149,2076 
146,2754 

143,2972 
140,2736 
137,2057 
134,0943 
130,9403 

127,7446 
124,5083 
121,2328 
117,9175 
114,5650 

111,1757 
107,7507 
104,2911 
100,7979 
97,2721 

93,7150 
90,1275 
86,5108 
82,8661 
79,1945 

75,4971 
71,7751 
68,0298 
64,2623 
60,4738 

56,6656 
52,8388 
48,9947 
45,1345 
41,2595 

373710 
33,4703 
29,5585 
25,6371 
21,7072 

17,7702 

13,8278 

9,8799 

5,9292 

1,9767 


208565,31 
499699.59 


3787,7641 
9075,0670 


00—90*  10000,8558 
1  geogr.  Meik  =  7,42043854  Kilom.    {log 
1  geogr.  Q.Meile  =  55,062  9081  Q.Kilom.  Qog 
vgL  §  35.-37. 


708  264,90  12862,8311 
s  0.870  4295-7) 
=  1.740  8591-4) 
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Meridianbogen  B  Tom  Äquator  bis  zur  Breite  qo. 


T" 


40O  (y  \4  429  084,788- 
10  i  447  588^22  1 
20  :  466098,389  ' 
80  I  484  598,489  i 
40  I  503104,123  I 
50  {  521  610,292  | 

41<>  O' '4  540 116.996- 
10  ;  558  624,285 
20   577132,009 
30  '  595  640,318 
40   614149,164  i 
50   632  658,547 


42*»  O' 
10 
20 
80 
40 
50 


4  651 168,468- 
669  678,927 
688  189,924 
706  701,460 
725  213,535 
743  726,149 


43^  0'  4  762  239,302- 

10  780  752,994 

20  799  267,225 

30  817  781,995 

40  836  297,306 

50  854  813,159 

44  <»  0'  4  873329,552- 

10  .  891  846,486 

20  ,  910  363,960 

30   928  881,975 

40   947  400,530  , 

50  1  965  919,627 

45^  0' 14  984  439,266-; 
10  15  002  959,445  j 
20  I  021  480,165  1 
30  040001,426  \ 
40  '  058  523,229 
50   077  045,573 

46<»  O'  '5  095  568,458-' 


10 
20 
30 
40 
50 


114  091.883 
132  615.850 
151 140,358 
169  665,406 
188  190,994 


47«>  0'|5  206  717,123* 


10 
20 
30 
40 
50 


225  243,792 
243  771,001 
262  298,750 

280  827,038 
299  355,866 


48°  0'  5  317  885.232- 


18  504,034- 
18  504,567  ' 
18  505,100 
18  505,634  , 
18  506,169 
18  506,704  j 

18  507,239- 
18  507,774 
18  508,309  . 
18  508,846  ' 
18  509,383 
18  509,921 

18  510,459- 
18  510,997 
18  511,536 
18  512,075 
18  512,614 
18  513,153 

18  518,692- 
18  514,231 
18  514,770 
18  515,311 
18  515,853 
18  516,393 

18  516,934- 
18  617,474 
18  518,015 
18  518,556  ' 
18  519,097 
18  519,638 

18  520,180- 
18  520,720  I 
18  521,261 
18  521,803 
18  522,344 
18  522,885 

18  523,425- 
18  523,967 
18  524,508 
18  525,048 

18  525,588 
18  526,129 

18  526,669- 
18  527,209 
18  527,749 
18  528,288 
18  528,828 
18  529,366 


0,538- 

0,538 

0,534 

0,535 

0,535 

0,536 

0,535- 
0,536 
0,537 
0,537 
0,538 
0,533 

0,533- 

0,539 

0,539 

0,539 

0,539 

0,539 

0.539- 

0,539 

0,541 

0,542 

0,540 

0,541 

0,540- 

0,541 

0,540 

0,542 

0,541 

0,542 

0,540- 

0,541 

0,542 

0,541 

0,541 

0,540 

0,542- 

0,541 

0,540 

0,540 

0,541 

0,540 

0,540' 
0,540 
0,539 
0,540 
0,538 


48^ 


49< 


50^ 


51 


52* 


53* 


54< 


55< 


^  0' 
10 
20 
80 
40 
60 

'  0' 
10 
20 
30 

40 
60 

'  (y 
10 
20 

30 
40 
50 

'  0' 
10 
20 
30 
40 
60 

0' 
10 
20 
30 
40 
50 

0* 
10 
20 
30 
40 
50 

'  0' 
10 
20 
30 
40 
50 

'  0' 
10 
20 
30 
40 
50 


5  317  886,232- 
336  415,137 
364  945,581 
373  476,562 
392008,081 
410  640,137 

5  429  072,731- 
447  605,861 
466  139,526 
484  673,728 
503  208,465  > 
521  743,736  i 

5  540279,642-! 
558816,881  j 
577  862,764  I 
595  890,169  ' 
614428,096  i 
632  966,665 

15  661  606,664- 
670  046,094 
688  585,163 
707  126,742 
725  666,858 
744  208,602 

5  762  760,674- 
781293,371 
799  836i693 
818880341 
836  924,612 
856469,406 

5  874  014,722- 
892  560,560  : 
911106,918  I 
929  658,796  1 
948  201,193 
966  749,107  ' 

'5  985  297,539- 

16  003846,486  j 
I  022  396,949 

I  040  945,925 

I  059  496,415 

078  047,417 

6  096  598,929- 
115150,952 
133  703,484 
152  256,523 
170  810,069  ' 
189  364,121 


66«'  0'  6  207  918.677 


18  529,905- 
18630,444 
18  680,981 
18  531,619 
18  532,066 
18  682,694 

18538,130- 
18683,665 
18  634,202 
18534,737 
18  536,271 
18  536,806 

18636,339- 
18  636,873  > 
18  637,406  ' 
18  637,937 
18638,469 
18  588,999  1 

18  639,680-; 
18  640,069 
18640,689 
18  541,116  . 
18641,644  I 
18  642,172  ; 

18642,697-' 
18643,222 
18  643,748 
18  644,271 
18  544,794 
18  545,316 

18  545388 
18  546,358 
18  646,878 
18  647397 
18  547,914 
18648,432 

18  548,947- 
18  549,463 
18  549,976 
18550,490 
18  661,002 
18551,512 

18  552,028- 
18  652,682 
18  563,089 
18  553,446 
18  554,052 
18  554,656 


0,589- 

0387 

0,688 

0,537 

0338 

0,536 

0,556 
0,587 
0,536 
0,534 
0,536 
0383 

0,684- 

0,582 

0,632 

0,632 

0330 

0,681 

0,529- 

0330 

0,527 

0,528 

0,528 

0,525 

0,625- 

0,526 

0,523 

0,523 

0,522 

0,522 

!  0,620- 


I  0319 
0317 
0,618 

|0316 

;  03I6- 
1 0313 
03U 
0312 
0310 
0,511 

0,609« 

0,507 

0,506 

0,607 

0,604 


vgl.  S.  216. 


I 
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[891 


liridiai- 
bifii 

Mittelbreite  qp               1 

0*>  j^  30°  J 

45° 

50° 

55°_J 

60° 

75° 

m 

J(p 

Jq) 

Jq> 

J<f 

^<f) 

d(p 

dq> 

m 

100- 

200 

300 

400 

500 

3,26" 

6,51 

9,77 

13,02 

16,28 

3,25" 

6,50 

9,74 

12,99 

16,24 

3,24" 

6,48 

9,72 

12,96 

16,20 

3,24" 

6,47 

9,71 

12,95 

16,18 

3,28" 

6,47 

9,70 

12,94 

16,17 

3,28" 

6,46 

9,69 

12,93 

16,16 

3,28" 

6,45 

9,68 

12,90 

16,18 

100« 

200 

800 

400 

500 

000" 
700 
800 
900 

19,54 
22,79 
26,06 
29,30 

19,49" 
22,74 
25,98 
29,^3 

19,44" 
22,68 
25,92 
29,16 

19.42" 
22,66 
25,90 
29,13 

19,40" 
22,64 
25,85 
29,11 

19,39" 

22,62 

25,86 

29.08 

19,35" 
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in  Bogen. 

h 

1 

0 

1  m 

\      8 

o   / 

m 
8     1 

1      n 

m 

O    r 

) 

«  i  o  ' 

|,  8 

" 

15 

1 

0  15 

16 

4  0 

31 

7  45 

4 

--    1 

6   11  3( 

)!  0,1 

1,5 

2 

30 

!  2   0  30 

17 

4  15 

32 

8  0 

47   11  4, 

5  0,2 

3,0 

3 

45 

1  3  1  0  45 

18 

4  30 

33 

8  15 

48  ;  12  ( 

}|  0,3 

4,5 

4 

60 

i  4   1  0 

19 

4  45 

34 

8  30 

49  1  12  H 

5'  0.4 

6,0 

5 

75 

t  5  ,  1  15 

20 

5  0 

35 

8  45 

50  ,12  80 1;  0,5 

7,5 

6 

90 

i  6 

1  30 

21 

5  15 

36 

9  0 

51  'l2  46;^  0,6 

9,0 

7 

105 

7 

1  45 

22 

5  80 

37 

9  15 

52  |18  0|l  0,7 

10,5 

8 

120 

8 

2  0 

23 

5  45 

38 

9  30 

53   13  15  0,8 

12,0 

9 

135 

9 

2  15 

24 

6  0 

39 

9  45 

54  '  13  30 '  0,9 

13,5 

10 

150 

!  10   2  30 

25 

6  15 

40 

10  0 

55   13  45 11  1,0 

15,0 

11 

165 

11   2  45 

26 

6  30 

41 

10  15 

56  |14  Oi 

1 

12 

180 

12   3  0 

27 

6  45 

42 

10  30 

57  '  14  15  1     ; 

58  '  14  30  1     1 

13 

195 

13   3  15 

28 

7  0 

43 

10  45 

14 

210 

14   3  30 

29 

7  15 

44 

11  0 

59   14  45:|     ] 

15 

225 

!  15  1  3  45 

1 

30 

7  30 

45 

11  15 

60   15  0 

! 

vgl. 
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Additamente  für  log  sin  - 


[481 


A  =  log-j  -  logstn  —  =  ^«2 
1,  Additament  A  als  Funktion  von  log  5,  für  die  Mittelhreite  q)  =  50^ 


'09, ^r^-^ 

•24984 

6—10. 

log  8 

.00 

.01 

0.2     0.3 

0.4 

'0.5 

0.6 

0.7  '  0.8  1 

0.9 

Diff. 

für 

1 

to^«<4-0 

4.0 

i-s!    1-9 

1-9     2-0 

2- 

iT  2-2 

1     2-3 

2-5 

2-6 

2-7 

0-1 

log  8 

A 

4.1 
4.2 

2-8 
4-5 

3-0 
4-7 

3-1 
4-9 

3-1 
51 

3-^ 
5-^ 

i     3-5 
4     5-C 

3-7 

\     5-9 

3-9 
6-2 

4-1 
6-5 

4-2 

6-8 

0-3 
0.3 

3.2 
3.3 
3.4 

00 
0-1 
0-2 

4.3 

7-1 

7-4     7-8 

8-1 

8- 

5     8-S 

)     9-3 

9-8 

10-3 

10-7 

0.5 

4.4 

11-2 

11-7 

12-8 

12-9 

13- 

5    14-1 

14-8 

15-5 

16-2 

17-0 

0-8 

4.5 

17-8 

18-6 

19-5 

20-4 

21- 

1   22-4 

^   28-4 

24-5 

25-7 

26-9 

1-8 

3.5 

0-3 

4.6 

28-2 

29-5 

30-9 

82-4 

38- 

i   35-S 

►   37-2 

38-9  40-8 

42-7 

20 

3.6 

0-3 

4.7 

44-7 

46-8 

49-0 

51-3 

53- 

7    562 

\   58-9 

61-7  64-6 

67-6 

3-2 

3.7     |0-4| 

4.8 

70-8 

74t 

77-6 

81-3 

85- 

1    89-1 

93-6 

97-7 

102-31 

107-1 

5-1 

8.8 

0-7 

4.9 

112-2 

117-4 

123-0 

128-8 

134- 

3  141-5 

\  147-9 

154-8 

162-1  i 

169-8 

8-0 

3.9 

1-1 

5.0 

177*8 

186-1 

194-9 

204-1 

218- 

7t223-€ 

5234-3 

245-^256-91 

169-1 

12-8 

IL  Additament  A  als  Funktion  von  log  — 

s 

%-f 

.00 

.01 

r 

.02 

.03 

.04 

.05      .06      .07 

!  .08 
J 

.09 

Diff. 

3'  26" 

7.0 

0-7      0-8 

o-s! 

0-8 

0-9 

0-9      1-0|      1-0 



1-0 

1-1 

oto 

4  20 

7.1 

M 

1-2,      1-B 

1.3 

1-4 

1-4      1-5 

1-6 

1-7 

1-7 

0-1 

5  27 

.7.2 

1-8 

1-9:     2-0 

2.1 

2-2 

2.3 

2-4 

2.5 

2-6 

2-8 

0-1 

6  52 

,  7.3 

2-9 

3-0|     3-2 

8.3 

3-5 

3-6 

3-8 

4-0 

4-2 

4-4 

0-2 

8  38 

7.4 

4-6 

4-8'      5-0 

5.2 

5-5 

5-7 

6-0 

6-3 

6-6 

6-9 

0-3 

10'  52" 

7.5 

7-2 

7-6 

7-5 

8-3 

8-7 

9-1 

9-5 

10-0 

10-5 

11-0 

0-5 

IS  41 

7.6 

11-5 

12-0 

12-6 

13-2 

13-8 

14-4 

15-1 

16-8 

16-6 

17-4 

0-8 

17  14 

7.7 

18-2 

19-0 

19-9 

20-9 

21-9 

22-9 

24-0 

25-1 

26-3 

27-5 

1-3 

21  41 

7.8 

28-8 

30-2 

31-6 

33-1 

34-6 

36-3 

38-0 

39-8 

41-7 

48-6 

2-1 

27  18 

7.9 

45-7 

47-8 

50-1 

52-4 

54-9 

57-5 

60.2 

63-0 

660 

69-1 

3-3 

.000 

rWFT  ,  .002  1 

.003 

.eo4 

.005  ;  .006 

.007 

.008 

.009 

34' 23" 

8.00 

72-4 

72-7 

73.1 

73-4 

73-7 

74-1 

74-4 

74-8 

75-1 

75-^ 

0-4 

85  11 

8.01 

75-8 

76-1 

76-5 

76-8 

77-2 

77-6 

77-9 

78-8 

78-6 

79-0 

0-4 

36    0 

8.02 

79-4 

79-7 

80-1 

80-5 

80-8 

81-2 

81-6 

82-0 

82-3 

82-7 

0-4 

36  50 

8.03 

83-1 

83-5 

83-9 

84-3 

84-7 

85-0 

85-4 

85-8 

86-2 

86-6 

0-4 

37  42 

8.04 

87-0 

87-4 

87-8 

88-2 

88-6 

89-1 

89-5 

89-9 

90-3 

90-7 

0-4 

38'  34" 

8.05 

91-1 

91-5 

92-0 

92-4 

92-8 

93-2 

93-7 

94-1 

94-5 

95-0 

0-4 

39  28 

8.06 

95-4 

95-9 

96-3 

96-7 

97-2 

97-6 

98-1 

98-5 

99-0 

99-4 

0-5 

40  23 

8.07 

99-9 

100-4 

100-8 

101-3 

101-8 

102-2 

102-7 

103-2 

103-7 

104-1 

0-5 

41  20 

8.08 

104-6 

105-1 

105-6 

106-1 

106-6 

107-1 

107-6 

108-1 

108-5 

1090 

0-5 

42  17 

8.09 

109-5 

110-0 

110-6 

111-1 

111-6 

112-1 

112-6 

113-1 

113-7 

114-2 

0-5 

43'  17" 

8.10^ 

114.7 

115-2 

115-8 

116-3 

116-8 

117-4 

117-9 

118-5 

119-0 

119-6 

0-5 

44  17 

8.11 

120-1 

120-7 

121-2 

121-8 

122-3 

122-9 

123-5 

124-0 

124-6 

125-2 

•  0-6 

45  19 

8.12 

125-8 

126-3 

1-26-9 

127-5 

.128-2 

128-7 

129-3 

129-9 

130-5 

131-1 

0-6 

46  22 

8.13 

131-7 

132-3 

132-9 

133-5 

134-1 

134-8 

135-4 

136-0 

136-6 

137-3 

0-6 

47  27. 

8.14 

137-9 

138-5 

139-2 

139-8 

140-5 

141-1 

141-8 

142-4 

143-1 

143-8 

0-7 

48'  33" 

8.15 

144-4 

145-1 

145-7 

146-4 

147-1 

147-8 

148-5 

149-1 

149-8 

150-5 

0-7 

49  41 

8.16 

151-2 

151-9 

152-6 

153-3 

1540 

154-8 

155-4 

156-2 

156-9 

157-6 

0-7 

50  51 

8.17 

158-3 

159-1 

159-8 

160-5 

161-3 

162-0 

162-8 

163-5 

164-3 

165-0 

0-8 

52    2 

8.18 

165-8 

166-6 

167-3 

168-1 

168.9 

169-7 

170-4 

171-2 

172-0 

172-8 

0-8 

53  14 

8.19 

173-6 

174-4 

175-2 

176-0 

176-8 

177-7 

178-5 

179-8 

180-1  181-0 

0-8 

vgl 
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Näherungswerte  fQr  BerechnoDgen  mit  Soldner  Bchen  Coordinaten. 


I.  AbseUsm-KorrekHonen  oder  Ordinaten-Korrektionen  von  der  Form 
d  =  ^  (jo^  2^  =  6.08918  für  g)  =  50  A 


a 

1 

10*- 

20*-     30^   1  40*- 

50*- 

60*- 

70*-  1  80»- 

90*-J 

100*- 

10*« 

0,01- 

0,02-  1  0,04-  i  0,05- 

0,06- 

0,07- 

0,09-!  0,10« 

0,11-    0,12- 

20 

0,05 

0,10 

i  0,15 

0,20 

0,25 

0,29 

0,34   '  0,39 

0,44 

0,49 

30 

0,11 

0,22    '  0,33 

0,44 

0,55 

0,66 

0,77   \  0,88 

0,99 

1,11 

40 

0,20 

0,39 

0^9 

0,79 

0,98 

1,18 

1,38      1.57 

1,77 

1,96 

50 

0,31 

0,61 

0,92 

1,23 

1,53 

1,84 

2,15      2,46 

2,76 

3,07 

60*- 

0,44- 

0,88- 

1,33- 

1,77- ;  2,21- 

2,65- 

3,09-    3,54- 

3,98-    4,42-1 

70 

0,60 

1,20 

1,81 

2,41 

3,01 

3,61 

4,21      4,81 

5,42 

6,02 

80 

0,79 

1,57 

2,36 

3,14 

3,93 

4,72 

5,50      6,29 

7,09 

7,86 

90 

0,99 

1,99 

2,98    ;  3,98 

4,97 

5,97 

6,96   1  7,96 

8,95 

9,95 

100 

1,23 

2,46 

8,68   1  4,91 

1 

6,14 

7,87 

8,60   1  9,82 

11,05 

12,28 

IL  Ordinaten-Konvergenz  a'—  «  =  (a:'—  cc)      o^  ~^  ^^®' 

a'—  a  =  mn  -^          (log  \  =  1.70464  für  q>  =  boA. 

m 

n 

10*-  1  20*-  1   80*- 

40*-  1   50*- 

60*- 

70*- 

80*- 

90*-  !  100*- 

10*- 

0,5"!     1,0" 

1,5" 

2,0"!    2,5" 

3,0" 

3,5" 

4,1" 

4,6" 

5,1" 

20 

i.O 

2,0 

3,0 

4,1 

6,1 

6,1 

7,1        8.1 

9,1 

10,1 

30 

1,5 

3,0 

4,6 

6,1 

7,6 

9,1 

10,6      12,2 

18,7 

16,2 

40 

2,0    1    4,1 

6,1 

8,1 

10,1 

12,2 

14,2      16,2 

18,2 

20,3 

50 

2,5 

5,1 

7,6 

10,1 

12,7 

15,2 

17,7      20,3 

22,8 

25,3 

60*- 

3,0" 

6,1" 

9,1" 

12,2" 

15,2" 

18,2"    21,3"  :  24,3" 

27,4"    30,4" 

70 

3,5 

7,1 

10,6 

14,2      17,7 

21,3    '  24,8      28,4 

31,9      35,5 

80 

4,1 

8,1 

12,2 

16,2      20,3 

24,3    ;  28,4      32,4 

36,6 

40,5 

90 

4,6 

9,1 

13,7 

18,2   i  22,8 

27,4    1  31,9      36.5 

41,0 

46,6 

100 

5.1 

10,1 

15,2 

20,3   1  25,3 

30,4      35,5      40,5 

45,6 

50,7 

IlL  Mert 

\dianrKonvergenz,    Für  die  Ordinate  y  und  die  Breite  qp  ißt  die  Meridian- 

Eonvergei 

iz genähert  y^^g  tang (p  =.[2]y  tang qp  in  Sekunden,  wo  N und  [2]  der 

Tafel  von 

Seite  [2]  bis  [23]  entsprechen.    Folgendes  Täfelchen  giebt  y  in  Minuten. 

y 

Geographische  Breite  g 

45°       46°    1    47°    1    48°       49°   |  50° 

51°     52° 

53° 

64° 

55° 

10*- 

5,4' 

5,6' 

5,8'        6,0'  *    6,2-  1 

6,4' 

6,6'      6,9'      7,r 

7,4' 

7,7 

20 

10,8 

11,1 

11,5       12,0 

12,4 

12,8 

13,3 

13,8    14,3    14,8 

16,4 

30 

16,1 

16,7 

17,3       17,9 

18,6 

19,2 

19,9 

20,7  i21,4    22,2 

28,0 

40 

21,5 

22,3 

23,1       23,9 

24,8 

25,6 

26,6 

27.5    28,6    29,6 

80,7 

50 

26,9    j  27,9 

28,9    1   29,9  |30,9   | 

32,1 

53,2 

34,4 

35,7 

37,0 

38,4 

60*- 

32,3' 

33,4' 

34,6'      35,9' 

37,1' 

38,5'    39,9' 

41,3' 

42,8' 

44,4' 

46,r 

70 

37,7 

39,0 

40,4 

41,8 

43,3 

44,9    - 

46,5 

48,2 

50,0 

51,8 

53,8 

80 

43,1 

44,6 

46,2 

47,8 

49,5 

51,3 

53,1 

55,1 

57,1 

59,2 

61,4 

90 

48,4 

50,1 

51,9 

53,8 

55,7    1 

57,7 

59,8 

62,0 

64,2 

66,6 

69,1 

100 

53,8 

55,7 

57,7 

59,8 

61,9    1 

64,1 

56,4 

68 

.9 

71, 

4 

74,0 

76,8 

vgl.  §  46.  S.  263. 
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I.  Konforme  I^ajektion  der  Preussisdun  Landetaufitaknie. 


r-v  =  J^ 


Ordinatenvergrössemng  F—  y  —  -^-j^ , 
fOr  y  =  sphärische  Ordinate,  X  =  ebene  Ordinate  der  konformen  Projektion. 


%g^  =  5.611  7939 


yoder  Y 

0»« 

1*- 

2»- 

8»- 

4*« 

5*« 

6*« 

7h. 

8»- 

9^ 

d 

6km 

0,00OM 

0,000"« 

0,000m 

0,000« 

0,000» 

0,001» 

OfiOl» 

0,001» 

0,002» 

0.003» 

0,1«" 

10 

0,004 

0,005 

0,007 

0.009 

0,011 

0,014 

0.017 

0,020 

0,024 

0.028 

03 

20 

0,033 

0,038 

0,044 

0,050 

0,057 

0,064 

0,072 

0,081 

o.ogo 

0,100 

1,0 

30 

0,110 

0,121 

0,134 

0,147 

0,161 

0,175 

0,191 

0,207 

0,225 

0,243 

1,9 

40 

0,262 

0,282 

0303 

0.325 

0,349 

0.373 

0398 

0/P5 

0,453 

0,480 

3 

so»» 

031« 

0,54'" 

03S« 

0,61» 

ofiA* 

0,68« 

0,72» 

078» 

0,80» 

0,84» 

4«. 

60 

0,88 

0,93 

0,98 

1,02 

1.07 

1,12 

I.I5 

1.26 

1,29 

134 

6 

70 

MO 

M6 

1,53 

139 

1,66 

1,73 

1,80 

1,87 

1.99 

2,02 

7 

80 

2,0g 

^'fZ 

a^ 

234 

2,42 

2,51 

2,60 

2,69 

2,79 

238 

10 

go 

2,98 

3.08 

3,19 

3P9 

340 

351 

3,62 

3,73 

3,85 

3.97 

12 

lOOk» 

4.09» 

4,21- 

4,34- 

4^7- 

4.60- 

4,74» 

4.87« 

5.01» 

5.15" 

5,30» 

14«'»' 

HO 

5,44 

5,59 

5,75 

5,90 

6,06 

6,22 

6,39 

6,55 

6,72 

6Ä) 

18 

120 

7,07 

7,25 

7,43 

7,61 

7.80 

7,99 

8.18 

8,38 

8,58 

8,78 

21 

130 

899 

9,20 

9,41 

9,62 

9,84 

10,06 

10,29 

1032 

10,75 

10,99 

23 

140 

11,22 

11,47 

11,71 

",96 

12,21 

12.47 

12,74 

12,99 

12,26 

13,53 

28 

150 

13,81 

Für  grössere  Werte  gilt: 


y8 


y 


y« 


y* 


^^y-^tÄ^  +  WM    ^''   y^^-TAt-^WÄl    •    %24^=  1-39968 


y  =  200  000» 
r  =200  082,73- 


300  000« 
300  110,11- 


400  000- 
400  262,06« 


500  000- 
500  512,12- 


600,000- 
600  885,54- 


ZL  Bedüktion  einer  StrecJcenmessung  auf  ihren   Wert  im  trigonometriechen  Netze 
wegen  Höhe  h  über  dem  Meere  und  wegen  Projektümsverzerrung, 

d  =  ^—  —  -h  ^]  1  000  000  d.  h.  d  in  Millimetern  für  1  KUometer, 
fOr  die  Mittelbreite  g)  =  50^    ,    logr  =  6.804  8936. 


h 

1 

0*- 

10*- 

20*- 

80*- 

40*- 

50*- 

1  60*-   1  70*-     80*-  1  90*- 

100*- 

m 
0 

±       0,0 

+""1,2 

+     4,9 

+  n,i 

-h   19,6 

+  30,7 

+  44.2 ,  -1-  60,2 

_^ 

h78,6 

+  993in 

MM 

I-I223 

50 

-    7.8 

-     6,6 

-     2,9 

+     3.2 

--   113 

--  22,9 

-■    3M 

+  52,2 

-703 

--91.6;- 

-115,0 

100 

—  15.7 

-   14,4 

—   103 

-     4,6 

--     4,0 

--  15,0 

--   28.5 

+  443 
+  28,8 

-62,9 

-83,8  - 

-107,1 

200 

—  313 

—  30,1 

-   264 

-   203 

-   ",7 

-    0,6 

--   12,9 

-47,2 

-68,1'- 

-  913 

300 

-  47,0 

-  45,8 

—  42,1 

-   36,0 

-  274 

-  163 

-   2»® 

+  13,2 

-31,6 

--524  - 

-  753 

400 

-   62,7 

-   6m 

-  57,8 

-  51,6 

-  43,0 

-  32,0 
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2667 
2837 

0.3010 
3187 
3367 
3551 
3738 

0.3929 
4122 
4319 
4520 
4724 

0.4931 
5141 
5356 
5574 
5796 

0.6021 


4 
12 
20 
27 
36 

43 
50 
58 
65 
72 

79 
86 
92 
99 
104 

110 
117 
121 
127 
131 

187 
141 
146 
150 
154 

158 
162 
166 
170 
173 

177 

180 
184 
187 
191 

193 
197 
201 
204 
207 

210 
215 
218 
221 
226 


DlflL,  i*^(2  +  Sr*)  mtLi\i^{^i'^i'')\DiS. 


0.3010 
3011 
3013 
3016 
3021 

0.3027 
3034 
3043 
3053 
3064 

0.3077 
3092  I 
3107 
3125 
3143  , 

0.3163 
3185 
8209 
3234 
3260 

0.3289 
3319 
3351 
3385 
3421 

0.3459 
3498 
3540 
3585 
3631 

0.3680 
3731 
3785 
3841 
3900 

0.3963 
4028 
4096 
4167 
4292 

0.4320 

4402 

4488 

4578 

4672 
0.4771 


1 
2 
3 
5 
6 

7 

9 

10 

U 

13 

15 
15 

18 
18 
20 

22 
24 
25 
26 
29 

30 
32 
34 

36 


39 
42 
45 
46 
49 

51 
54 

56 
59 
63 

65 
68 
71 
75 
78 

82 
86 
90 
94 
99 


0.3010 
3012 
3018 
3028 
8042 

0.3060 
3082 
3107 
3137 
3171 

0.3208 
3250 
3295 
3344 
3397 

0.3455 
8515 
3580 
3649 
3721 

0.3797 

3878 
3961 
4049 
4141 

0.4236 
4336 
4439 
4546 
4656 

0.4771 
4890 
5012 
5139 
5270 

0.5404 
5543 
5686 
5833 
5985 

0.6141 
6301 
6466 
6636 
6810 

0.6900 


2 

6 

10 

14 

18 

22 
25 
30 
34 
37 

42 
45 
49 
53 

58 

60 

65' 

69 

72 

76 

81 

83 
88  , 
92 1 

95 

100 'I 
103 
107 
110,, 
115  ij 

119 11 
122 

127  I 
131 

134 1' 

139 1! 

143! 

147 

152 

15Ö 

160 
165 
170 
174 
180 


0.6990 
6991 
6996 
7004 
7015 

0.7029 
7047 
7068 
7091 
7119 

0.7149 
7182 
7219 
7259 
7302 

0.7849 
7398 
7461 

7508 
7567 

0.7630 
7697 
7767 
7840 
7916 

0.7997 
8080 
8167 
8258 
8353 

0.8461 
8553 
8659 
8768 
8882 

0.8999 
9121 
9246 
9376 
9511 

0.9649 
9793 
9941 

1.0093 
0251 

1.0414 


1 

6 

8 

11 

14 

18 
21 
23 
28 
30 

33 
37 
40 
48 
47 

49 
53 
57 
59 
63 

67 
70 
73 
76 

81 

83 
87 
91 
95 

98 

102 
106 
109 
114 
117 

122 
125 
130 
135 
138 

144 
148 
152 
158 
168 
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qp  =  geographische  Breite,    t2  —  tang^  <f. 


9 


tag  a  +  » ^*)     P*#.  1,  ^"3?  tl  +  3  i^>  I  Pitt  I  io?  (3  +  m 


Dlff.    ip{H^^it'^)\  DIflL 


J<^pi  +  «i^ 


45« 

46 

47 

48 

49 

50« 

51 

52 

53 

54 

55^ 
56 

57  1 

58  I 

59  : 

60oj 

61  I 

62  I 

63  , 

64  ' 

65^ 

66 

67 

69 

69 

70<= 
71    I 


0.4771 
4976 
5185 
5399 
5619 

0.6844 
6074 
6311 
6553 
6802 

0.7058 
7321 
7591 
7869 
8156 

0.8451 
8756 
9071 
9897 
9735 

1.0085 
0449 
0828 
1223 
1635 

1.2068 
2521 


72 

2998  i 

73 

3502  1 

74 

1.4035 

75« 

1.460 

76 

1.521 

77 

1.586 

78 

1.656 

79 

1.732 

80« 

1.815 

81 

1.907 

82 

2.010 

83 

2.126 

84 

2.260 

85« 

2.419 

86 

2.613 

87 

3.863 

88  , 

3.215 

89 

3.817 

90« 

oo 

205 
209 
214 
220 
225 

230 
237 
242 
249 
266 

263 

270 
278 
287 1 
295 

305 
315 
326 
338 

350 

364 
379 
395 
410 
433, 
I 

453 

477 

504 

533 

57 

61 
65 
70 
76 
83 

92 
103 
116 
134 
159 

194 
250 ' 
352 
602 

I 


0.6021 
6250 
6484 
6721 
6964 

0.7211 
7462 
7719 
7982 
8250 

0.8624 
8805 
9092 
9387 


1.0000 
0320 
0649 
0988 
1339 

1.1702 
2077 
2467 
2873 
3296 

1.3738 
4200 
4686 
5198 

1.5739 

1.631 
1.692 
1.758 
1.829 
1.905 

1.989 
2.081 
2.184 
2.301 
2.435 

2.694 

2.789 
3.039 
3.391 
3.993 


229 
234 
237 
243 
247 

251 
257 
263 
268 
274 

281 
287 
295 
302 
311 

3201 
3291 
339 1 
351 1 
363 

375 

390 

406' 

423 

442 1 

4621 
486 
5121 
541 
57 

61 
66 
71 

76 
84 

92 
103 
117 
134 
159 

195 

250 
352 
602 


0.4771 
4875 
4983 
5097 
5216 

0.5841 
5472 
5609 
5752 
5904 

0.6063 
6230 
6406 
6591 
6785 

0.6990 
7205 
7483 
7673 
7927 

0.8195 
8479 
8779 
9099 
9438 

0.9799 

1.0185 

0696 

1038 

1.1511 

1.202 
1.257 
1.317 
1.383 
1.454 

1.594 
1.622 
1.721 
1.835 
1.966 

2.123 
2.315 
2.564 
2.915 
3.516 


104 
108 
114 
119 
125 

131 
187 
144 
151 
169 

167 
176 
185' 
194 
205 

215 
228 
240 
254 
268 

284 
300 
320 
339 
361 


411 

442 

473 

51 

55 
60 
66 
71 

80 

88 

99 

114 

131 

157 


0.6990 
7174 
7364 
7559 
7760 

0.7966 
8179 


! 

192! 
249 
351 
601 


8623 
8856 

0.9095 
9342 
9597 


1.0132 

1.0414 
0705 
1008 
1321 
1647 

1.1986 
2339 
2707 
8092 
3496 

1.3917 
4362 
4881 
5327 

1.6852 

1.641 
1.701 
1.766 
1.835 
1.911 

1.993 
2.085 
2.187 
2.303 
2.487 

2.595 
2.789 
3.039 
3.391 
8.993 


184 
190 
195 
201 
206 

213 
211 
225 
233 


247 
265 
263 
272 


291 
303 
313 
326 
389 

353 

368 
885 
404 
422 

445 
469 
496 
625 
66 

60 
66 
69 
77 
82 

92 
102 
116 
134 
168 

194 
250, 
3521 
602 


1.0414 
0682 
0755 
0934 
1119 

1.1310 
1608 
1711 
1922 
2140 

1.2366 
2698 
2839 
8089 
8348 

1.3617 

3897 
4187 
4489 
4803 

1.6131 
5474 
6832 
6207 
6601 

1.7016 
7451 
7912 
8400 

1.8919 

1.947 
2.007 
2.070 
2.139 
2.214 

2.297 
2.888 
2.490 
2.605 
2.739 

2.897 
3.091 
3.340 
3.692 
4.294 


168 
173 
179 
186 
191 

198 
208 
211 
218 
225 


241 
260 
259 
269 

280 
290 
301 
314 


343 
358 
876 
394 
414 

436 

461 

488 

519 

56 

60 
63 
69 

76 
83 

91 
102 
116 
134 
158 

194 
249 
362 
602 
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[511 


i*  =  tang^  tf 


log(\-^2t^) 


log(l-h^ß) 


lüg{2-^ß} 


hg{2^^tz) 


%(5-^6(2) 


46<>  o' 

10 
20 

30 
40 

50 
47**  o' 

10 
20 

30 
40 
SO 

48°  o' 
10 
20 
30 
40 
50 

49^0' 
10 
20 
30 
40 
$0 

SO*»  o' 
10 
20 
30 
40 
SO 

51°  o' 
10 
20 
30 
40 
SO 

52*»  o' 
10 
20 
30 
40 
SO 

S3°o' 
10 
20 
30 
40 
$0 

54^0' 


1.0723 

1.0849 

1.0976 

1105 

1366 

1.1500 
1635 
1771 
1910 

20$0 
2I9I 

1-2335 
2480 
2627 
2776 
2926 
3079 

1.3233 
3390 
3548 
3709 
3871 
4036 

1.4203 
4372 
4543 
4716 

»4892 
5069 

1.5250 

5432 
5617 
5805 
5995 
6187 

1.6383 
6580 
6781 
6984 
7190 
7399 

1.76 10 
7825 
8043 
8263 
8487 
8714 

1.8944 


26 
27 
29 
30 
31 
34 

n 
36 

39 
40 
41 
44 
45 
47 
49 
50 

S3 

54 

57 
58 
61 
62 
6S 
67 
69 
71 

7I 

77 
81 
82 

85 
88 
90 
92 
96 

97 
201 
203 
206 
209 
211 
215 
218 
220 
224 
227 
230 


0.4976 
5010 

5045 
5080 

5115 
S150 

0.5185 
5221 
5256 
S292 
5328 
5364 

0.539? 
5430 
5472 
5509 
5545 
5582 

0.5619 
5656 
5693 
5731 
5768 
5806 

0.5844 
5882 
5920 
5959 

llfe 

0.6074 
6114 
6153 
6192 
6232 
6271 

0.65  II 
6351 
6391 
6431 
6472 
6513 

0.6553 

66^6 
66j7 

6761 
0.6802 


0.6250 
6289 
6327 
6366 
6405 
6444 

0.6484 

6562 
6602 
6642 
6682 

0.6721 
6762 
6002 
6842 
6882 
6925 

0.6964 
7005 
7046 
7086 
7128 
7169 

0.72  II 
7252 
7294 
7336 
7378 
7420 

0.7462 
7505 
7548 
7590 
7633 
7676 

0.7719 

7763 
7806 
7850 
7894 
7938 

0.7982 
8026 
8071 
8115 
8160 
8205 

0.8250 
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0.4875 
4892 
4910 
4928 
4946 
4965 

0.4983 
5002 
5020 

5059 
5058 

5077 

0.5097 
5116 
5156 
5156 

5175 
5196 

0.5216 
5256 
5257 
5277 
5298 
5319 

0.5341 
5362 
5584 
5405 
5427 
5449 

0.5472 
5494 
5517 
5559 
5562 
5586 

0.5609 
5632 
5656 
5680 
5704 
5729 

0.5753 
5778 
5803 
5828 

5853 
5879 

0.5904 


0.7174 
7206 

7237 
7268 
7300 
7332 

0.7364 
7596 
742S 
7461 
7494 
7526 

0.7559 
759^ 
7625 
7659 
7693 
7726 

0.7760 
7794 
7828 
7862 

7897 
7932 

0.7966 
8001 
8036 
8072 
8108 
8143 

0.8179 
8215 
8251 
8288 
8324 
8361 

0.8398 
8435 
8472 
8510 

8547 
8585 

0.8623 
8662 
8700 
8738 

8777 
8816 

0.8856 


1.0582 
0611 
0639 
0668 
0697 
0726 

0.0755 
0785 
0814 
0844 
0874 
0904 

1.0934 
0965 
0996 
1026 
1057 
1088 

1.1119 
1151 
1182 
1214 
1246 
1278 

1.1310 

1343 
1376 
140S 
144 1 
1474 

1.1508 
1541 
1575 
1609 
1645 
1677 

1.1711 
1746 
1781 
1816 
1851 
1886 

1.1922 
1958 
1994 
2030 
2066 
2105 

1.2140 


29 
28 
29 
29 
29 
29 

30 
29 
30 
30 
30 
30 

3' 
31 
30 
31 
31 
31 
32 
31 
32 
32 
32 
32 

33 
33 
32 
33 
33 
34 

33 

34 
34 
34 
34 
34 
35 
35 
35 
35 
35 
36 
36 

36 
56 
37 
37 
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0*= 

l 

2 

3 

4 

5 

.3  ! 

n    I 

13 

u    I 
\h 

16 
17 

180 

19 

20 

21 

22 

23 

24° 

25 

26- 

27 

28 

29 

30° 

31 

32 

33 

34 

35 

36° 

37 

38 

39 

40 

41 

42° 
43 
44 
45 

46  I 

47  ' 
48°   , 


log  [4] 


DiCii  hg[h] 


4-62581 
62581 
62579 
62575 
62570 
62564 

4-62556 
62547 
62537 
62525 
62511 
62497 

4-62481 
62464 
62445 
62426 

62-105 
62383 

4-62359 
62335 
62309 
62282 
62254 
62225 

4-62195 
62164 
62133 
62099 
62066 
62031 

4-61996 
61960 
61923 
61885 
61847 
61808 

4-61769 
61729 
61689 
61648 
61607 
61565 

4-61524 
61482 
61440 
61398 
61356 
61313 

4-61271 


i; 


0 
2 

4 
5 
6 
8 

9 
10 
12 
14 

14 
16 

17 
19 
19 
21 
22 
24 

24 
26 
27 

28 
29 
30 

31 
31 
34 
33 
35 
35 

36 
37 
38 
38 
39 
39 

40 
40 
41 
41 
42 
41 

42 
42 
42 
42 
43 
42 


4HJ3266 

93286 
g8M5 
93443 
93580 
9S756 

4^93972 
94227 
94520 
94853 
9522^ 
95635 

4-96084 
96571 
97098 
97661 
98266 
98907 

4-99587 
5-00305 
01061 
01856 
02688 
03559 

5-04468 
05415 
06401 
07425 
08488 
09590 

5-10730 
11910 
13129 
14389 

15688 
17029 

1 5-18411 
19834 

1  21300 
22810 
24364 

'  25962 

5-27607 
29298 
31038 
32828 
34668 
36561 

5-38508 


DiffJI  hgi^] 


20 
50  i 
98  ' 

137 1; 

176 

216 

255'; 
293 
33B  I 
371  I 
411 

449  ' 

1' 

487, 
527 
563  ' 
605 
641, 
680  ij 

718 1 

756 
795 1 
8321 

871 

909 

947', 
986  ' 
1024  , 
1063' 
1102, 
1140;! 

1180) 

1219, 

1260 

12991! 

1341 

1382 11 

1423 

1466 

1510 

1554 

15981 

1645 

1691 
1740" 
179011 
1840 
1893  ! 
1947  1 


2'930l 

930, 
929. 
928. 
926, 
924. 

2-92U 
917, 
t)13, 

903, 
898, 

2-S92. 
885. 
877. 
809„ 
860. 
850. 

2-840. 
829. 
817. 
804. 
790. 
775. 

2-759- 
742- 
724- 
704- 
683- 
660« 

2-635, 

609. 
680. 
548. 
613, 
475. 

2432. 

384, 
329. 
266, 
191. 
100. 

1-984. 

1-824. 

1-568. 

0-855, 

1-356 

1-720 

1-915 


Diff, 


4 
4 
5 
5 

5 
6 

7 
8 
8 
9 
10 
10 

II 
12 
13 
14 
15 
16 

17 
18 
20 
21 
23 
25 

26 
29 
32 
35 
38 
43 

48 
55 
63 
75 
91 


log  11]   iDiff.     %[8] 


Di£ 


4-93266 

93266 
93266 
93265 
93265 
93264 

4 -93203 
93262 
93261 
93259 
98257 
93255 

4-93254 

93251 
93249 
93247 
93244 
93241 

4-93238 
93235 


93229 
93225 
93222 

4-93218 
93214 
93210 
93206 
93202 
93198 

4-93194 
93189 
93185 
93180 
93175 
93171 

4-93166 
93161 
93156 
93151 
93146 
93141 

4-93136 
93131 
93126 
93121 
93116 
93111 

4-93106 


5-10777 
10777 
10777 
10777 
10776 
10776 

5-10775 
10774 
10774 
10772 
10771 
10770 

5-10769 
10768 
10766 
10764 
10763 
10761 

5-10759 
10757 
10754 
10752 
10750 
10748 

5-10746 
10743 
10740 
10738 
10785 
10782 

5-10729 
10726 
10723 
10720 
10717 
10714 

5-10711 
10708 
10704 
10701 
10698 
10695 

5-10691 
10688 
10685 
10681 
10678 
10675 

5-10671 


0 
0 
0 

1 

0 

1 
1 

0 
2 
l 
1 
l 

1 
2 
2 

2 
2 


2 
2 
2 

3 
3 
2 
3 
3 
3 

8 

3 
3 
3 
3 
3 

3 
4 
3 
3 
3 
4 

3 
8 
4 
3 
8 
4 


log  [3]  =  4-62872  konstant. 
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[53] 


<p 

log  [4] 

Diff. 

log[b] 

Diflf. 

%[€] 

Diff. 

log[l]     Diff. 

log[S] 

Diff. 

480 

49 
50 
51 
52 
53 

54" 

u 

57 
58 
59 

60° 

61 

62 

63 

64 

65 

67 

68 

69 
70 

4-61271 
61229 
61187 

61145 
61104 
61063 

4-61022 
60981 
60941 
60902 
60863 
60825 

4-60787 
60750 
60714 
60678 
60644 
6061 1 

4-60578 
60546 
60515 
60486 
60456 

42 

42 
42 

41 
41 
41 

41 
40 

39 

^2 
38 

38 

"t 

36 
34 
33 
33 
32 
31 
29 
30 

5-38508 
40512 
42574 
44096 
46882 
49133 

5-51453 
55845 
56513 
58860 
61491 
642 II 

5-67025 
69939 
72959 
76095 

79349 
82756 

5-86264 
89945 

93793 

97822 

6-02050 

-+■ 

2004 
2062 
2122 
2186 
2251 
2320 
2592 
2468 

2)47 
2631 
2720 
2814 

2914 
5020 
5154 
3256 
3387 
3528 
3681 
5848 
4029 
4228 

1-915 

2.049 

151 

253 

360 

2-41 1 
458 
497 
534 

2.626 
652 
676 
698 
718 

7J7 

2755 

772 

787 
802 

815 

154 

102 

82 

68 
59 
51 
47 
39 
37 
33 
31 
28 
26 
24 
22 
20 
19 
18 

17 
15 
15 
13 

4.95106 
93101 
95096 
9)091 
95086 
95081 

4-95076 
93071 
95066 
95062 
95057 
95055 

4-95048 

93043 
95040 

95055 
93031 
95027 

4-95024 
95020 
95016 
95013 
95009 

4 

5-10671 
10668 
10664 
1066 1 
10658 
10655 

5-10651 
10648 

10645 
10642 
10659 
10656 

5-10655 
10650 
10627 
10624 
10622 
10619 

5-10617 
10614 
10612 
10610 
10607 

3 
4 

2 

5 

Besondere  Tafel  von  43""  hü  55''.                                       \ 

43^0' 
10 
20 
30 
40 
50 

44^0' 
10 
20 
30 
40 
50 

45^0' 
10 

20 
30 
40 
50 

460  0' 
10 
20 
30 
40 
50 

47^0' 

4.61482 

61475 
61468 
61461 
61454 
61447 
4.61440 

61433 
61426 

61419 
61412 
61405 

4.61398 
61391 

61384 
61577 
61570 
61563 

4.61556 
61548 
61341 
61334 
61327 
61520 

4.61313 

7 

5.29298 
29584 
29872 
50162 
50452 
30744 

5.31038 

31535 
31629 
31927 
32225 
32526 

5.52828 
33130 

33434 
35741 
34048 
545  57 

5.34668 
34980 

35294 
35609 

55924 
36242 

5.56561 

286 
288 
290 
290 
292 

294 

295 
296 
298 
298 
301 
502 
502 
304 

307 
307 
309 

311 
312 
314 
315 

318 
319 

1.824» 
I.79I- 
1.754. 
I.7I5. 
I.67I« 
1.622» 

1.568. 
1.505» 
1.452« 
1.344- 
1.236, 
1.084. 

0.855« 
0.559- 

33 
57 
59 
44 
49 
54 

63 

75 
88 
108 
152 
229 
5_i6 

4.95151 
93130 
95129 
95129 
95128 
93127 

4.95126 
95125 
95124 
93123 
95125 
95122 

4.95121 
95120 

95 119 
95118 
95118 
93117 

4.9311^ 
93115 
95 114 
95113 
95112 
95112 

4.95  III 

0 

0 

0 

0 
I 

5.10688 
10687 
10687 
10686 
10686 
10685 

5.10685 
10684 
10685 
10685 
10682 
10682 

5.10681 
10681 

10680 
10680 
10679 
10678 

5.10678 
10677 

10676 

10676 

10675 

5.10675 

0 
0 
0 

0 

0 
0 

0 
0 

0.442 
0.889 
I.IO4 
1.248 

1.556 

1.44  I 
I.5I3 

1.575 
1.627 
1.676 
1.720 

+ 

447 
215 
144 
108 

85 

11 
52 
49 

1  '' 

vgl.  §  77. 
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[54] 


Co^fficienten  der  sphäroidischen  Mittelbreiten-Formeln. 


log  [4] 


log[b] 


%[ö] 


%[7] 


%[8] 


47°  o' 

10 
20 
?0 

40 
SO 

48*»  o' 
10 
20 
30 
40 
50 

49*"  o' 
10 
20 
30 
40 
50 

50*»  o' 
10 
20 

30 
40 

50 

5i<»  o' 
10 
20 
30 
40 
50 


4.613 13 
61300 
61299 
61292 
61285 
61278 

4.61 271 
61264 
61257 
61250 

61243 
61236 

4.612^9 
61222 
61215 
61208 
61201 
61194 

4.6  II 87 
61180 
61173 
61 166 

61159 
61152 

4.61 145 
61138 
61132 
61125 
61118 
61111 


S2^  0' 

4.61104 

10 

61097 

20 

61090 

30 

61083 

40 

61076 

50 

61070 

53^0' 

4.61063 

10 

61056 

20 

61049 

30 

61042 

40 

61035 

50 

61029 

54^0' 

4.61022 

10 

61015 

20 

61009 

30 

61002 

40 

60995 

50 

60989 

55^0' 


4.60981 


5.36561 
36882 
37204 
37528 

37853 
38180 

5.38508 
38838 
39170 
39503 
39858 
40174 

5.40512 
40852 

41193 
41536 
41880 
42226 

5.42574 
42923 
43275 
43627 
43982 
44338 

5.44696 
45056 

45417 
45780 
46145 
46512 

5.46882 

47253 
47625 

47999 
48375 
48753 

5-49133 
49515 
49899 
50285 
50673 
51063 

5.51453 
51847 
52243 
52641 
53041 
5344? 

5.53845 


321 
322 
324 
325 
327 

328 

330 
332 
333 

336 
338 
340 
341 
343 
344 
346 

348 

349 
352 
352 

356 
358 
360 
361 
363 
365 
367 
370 

371 
372 

376 
378 
380 
382 

384 
386 
388 
390 
390 

394 
396 

397 
400 
402 
402 


720 
759 
795 
829 

859 
.888 

915 
941 
.965 

987 
009 
029 

049 
.068 
.086 
103 
120 
.136 

151 
.166 
.180 
194 
207 
220 

233 
245 
257 
268 
280 
291 

2.301 
312 
322 
332 
341 
351 

2.360 
369 
378 
387 
395 
403 

2.411 
419 
427 

435 
442 
450 

2.458 


vgl.  §  77. 


4.93 1" 
93110 
93109 
93108 
93107 
93107 

4.93106 
9no5 

93104 
93x03 

93102 
93102 

4.93  lOI 
93100 

93099 
93098 

93097 
93097 

4.93096 
93095 
93094 

93093 
93092 
93092 

4.93091 
93090 
93089 
93088 
93087 
93087 

4.93086 
93085 
93084 
93083 
93082 
93082 

4.93081 
93080 

93079 
93078 
93078 
93077 
4.93076 
93075 
93074 
93074 
93075 
93072 

4.93071 


5.10675 
10674 
10673 
10673 
10672 
10672 

5.10671 
10670 
10670 
10669 
10669 
10668 

5.10668 
10667 
10667 
10666 
10666 
10665 

5.10664 
10664 
10663 
10663 
10662 
10662 

5.10661 
10661 
10660 
10660 
10659 
10658 

5.10658 
10657 

10656 
10656 
10655 

5.10655 
10654 
10654 
10653 
10652 
10652 

5.10651 
10651 
10650 
10650 
10649 
10649 

5.10648 


I 

X 

o 
I 
o 

I 

I 
o 
I 
o 

I 
o 

I 
o 
I 
o 
I 
I 
o 
I 
o 
I 
o 

X 

o 

I 
o 

I 
I 
o 

I 
o 
I 
o 
I 
o 
I 
o 
I 
I 
o 
I 

o 
I 
o 
I 
o 
1 
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Meridian-Bogen  B  vom  Iqnator  bis  rar  Breite  <f,  und  Minntenbogen  m.      [55] 
y  =  45"  y  =  46°  q>  =  47° 


ö'   1 

I 

3 

4 

40S4  43Q,3Öö 
gSö  ^1,^60 

flog  995^03 
goi  847^3 

5' 

7 
8 
Q 

4  QQ3  699.388 

yy5  551-309 

997403.335 
9993SS.3G6 

5  001 107403 

IT 
13 

n 

14 

5  003  0^.4 15 
004811403 
ooö6ej.&4Ö 
000515,605 
010367,009 

15' 
i6 
17 
i8 
IQ 

5012219.738 
014071313 
013923393 
017775.978 
019628,069 

20' 
21 
22 
23 
24 

5  021 480,166 
023  332,268 
025 184,375 
027036487 
028888.605 

25' 
26 

27 

28 

29 

5030740.729 
032  592.858 
034444.992 
036297.132 
038149,277 

31 
32 
33 
34 

5040001,427 
041853.583 
043705.744 
045  557.911 
047410.083 

ü 

39 

5049262,261 
051 114444 
052966,632 
054  818.836 
056671,025 

40' 
41 
42 
43 
44 

5058523,230 
060  375440 
062  227,655 
064079,876 
065932.102 

45' 
46 
47 
48 
49 

5067784.334 
069636.571 
071 488.814 
073  341.062 
075  193.315 

50' 
51 
52 
53 
54 

5077045.574 
078897,838 
080  750,107 
082602,383 
084454,662 

57 
58 
59 

5086306,948 
088  159,239 
090011.536 
091 863.838 
093  716,146 

60' 

5095568459 

m 


1^1.971 
iH5Ih99'> 
1852.ÜO4 
18=*  3,010 
1^452,015 
lB53,03T 

1852,031 
1S5  3,037 
1853^42 

11*52 .05  J 
lS5J.i>5fJ 

1853.069 

1853,075 
1852.080 
1852.085 
1852.091 

1852,097 
1852.102 
1852.107 
1852.113 
1853.118 
1853.124 
1852.129 
1853,134 
1853,140 
1853,145 
1853,150 
1853,156 
1853.161 
1853,167 
1852.172 
1852.178 
I852.183 
1852.188 
1853,194 
1853,199 
1853,305 
1852.210 
1853,315 
1853,331 
1853,336 
1833.333 

1853.337 
1853,343 
1853.348 
1853,353 
1853.359 
1853,364 
1S52.369 
1852,275 
1853.380 

1853,286 
1852.291 
1852,297 
1852,303 
1852.308 

1853,313 


B 


i 
2 

3 
4 

S  095  563450 
097  430.777 
090  373,100 
10 1  J  J5439 
103  977^764 

5' 
ö 

7 

9 

5  104  830,104 
lof^i  083449 
IÜ8554.S00 
HO  3^.15^ 
113  239,517 

10' 
11 

13 
i4 

SIM09I-ÖÖ4 
U5  944.356 
1I77Ö*>.ÖJ4 
119649,017 
121  501406 

15' 
16 
17 
18 
19 

5133353300 
135206.199 
127058,604 
128911,014 
130763430 

20' 
21 
22 

5 132  615.851 
134  468,277 
136  330,709 
138  173.146 
140035,589 

35' 

36 

27 

38 

39 

5  141 878  037 
143  730490 
145583,949 
147  435413 
149387,883 

30' 
31 
33 

33 
34 

5  151 140.358 

153  993,839 

154  845,335 
15Ö  697316 
158550.313 

ir 

37 
38 
39 

5160403,815 

163  355,333 

164  107.835 
165960.353 
167813.877 

40' 
41 
43 
43 
44 

5169665406 
171  517.941 
173  370481 
175  323.026 
177075.577 

45' 

46 

49 

5178938,133 
180  780,695 
183  633,363 
184485.834 
186  338413 

50' 
51 

52 
53 
54 

5  188  190.995 
190043.584 
191  896.178 
193  748.777 
195  601,383 

55' 
56 

U 

59 

5  197  453.992 
199  306,608 
201 159,329 

203  Ol  1,855 

204  864487 

60* 

5206717,134 

1853,318 
1853,323 

ll^^H?,339 
ia5a.33S 
1^52,340 
JB53,345 
1853.351 
l'^2,35f^ 
1052.301 

lfS3,367 
1853.372 
1853.378 

I'^2,383( 

i%53.3^ 
1853.394 
1833,399 
1852405 
1853410 
1852416 
1852421 
1853,426 
1853433 
1853437 
1853.443 
1852448 
1853453 
1853459 
1853464 
1853470 

1852475 
1853481 
1852486 
1853491 
1853497 
1853503 
1853,507 
1853,513 
1853.518 
1853,534 
1853,539 

1853,535 
1853.540 
1853.545 
1853.551 
1853556 
1853.563 
1852.567 
1852,572 
1852.578 
1852.583 
1853.589 
1853,594 
1853,599 
1852,605 

1853.610 
1853,616 
1853.631 
1853,636 
1853,633 

1853,637 


Vgl.  §  91. 


B 


0- 

I 

3 

3 

4 

5  ao6  7I7t134 
308  5f)t>.7ti7 
21042341; 
ata  275,068 
314  337.737 

5' 
6 
7 
8 
Q 

5  315  980,391 
ai7Ö33.o6i 
310  6«5.73ö 
331538416 
323  39I,£D3 

10' 
11 
13 
13 
14 

5  335  343,793 
227  090490 
338049,193 
230801369 
232  654,612 

15' 
16 
17 
18 
19 

5234507.330 
236  360.054 
238212,783 
240065.517 
241 918,257 

30' 
21 
22 
33 
24 

5  243  771.002 
245623,753 
247  476,509 
249  329,270 
251 182,037 

25' 
26 

37 
38 

39 

5253034.809 
254887.587 
256740,370 
258593.158 
260445.952 

30' 
31 
33 

33 
34 

5262298.751 
264  151.555 

266  004,365 

267  857.180 
269710.001 

35' 
36 

11 

39 

5271562.827 
273  415.659 
275368496 
377  121,338 
278974.186 

40' 
41 
42 
43 
44 

5280827,039 
383679,897 
284533.761 
286385.631 
288238,505 

45' 
46 
47 
48 
49 

5290091,385 
291 944.371 
293  797.163 
295650.058 
297502,960 

50' 
51 
52 
53 
54 

5299355.867 
301208,779 

303  061,697 

304  914.630 
306767548 

55' 
56 

57 
58 
59 

5308630,483 
310473.433 
313336,367 
314  179.317 
316033,373 

60' 

5317885,333 

tP»S3A43 

i^2,ej8 
1853,053 
1852^59 

1853,664 
1853,670 

1852,675 
1853.G80 
18153,686 
1852,691 

1852,697 
1:^3.702 
1853.707 

ifl52.7E3 
1852.718 

1852.734 
1853,729 
1853,734 
1853,740 

1853,745 
1853,751 
1853.756 
1853.761 
1853,767 
1851,772 
1853,778 
1853,783 
1853.788 
1853,794 
1853.799 
1852.804 
1852310 
1852315 
1852.821 

1853336 
1853333 
1853.837 
1852343 
1852,848 

1853353 
1853.858 
1853364 
1853.870 
1853.874 
1853,880 
18533S6 
1853,891 
1853396 
1853,903 

1852,907 
1852,912 
1853,918 
1853,933 
1853,938 

1853,934 
1853,940 
1853.945 
1853,950 
1852,955 
1853,961 
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[56]     Meridkn-Bogen  B  vom  Äqaator  biß  zor  Breite  g»,  und  Minnteobog;en 
(f  =48"  <p  =  49°  y  =  50° 


0 

I 
2 

3 
4 

5' 
6 
7 
8 
9 

10' 

II 

12 

IS 
14 

15' 
I6 
17 
I8 
19 

20' 
21 
22 
23 
24 

25' 
26 
27 
28 
29 

30' 
31 
32 
33 
34 

35' 
36 
37 
38 
39 

40' 
41 
42 
43 
44 

45' 
46 
47 
48 
49 

50' 
51 
52 
53 
54 

55' 
56 
57 
58 
5Q 

60' 


ß 


5317885,233 
319738.199 
321591,171 
323  444.148 
325  297,130 

5327150.118 
329003,111 
330856,110 
332709,114 
334  562,123 

533Ö415.138 
338268.158 
340121.184 
341  974.215 
343  827,251 

5  345  680,292 
347  533.339 
3'19  386.391 
351  259.449 
353  092.512 

5  354  945.581 
356  7'>8.655 
358651.735 
360501,820 
362  357,910 

5364211,005 
366064,106 
367917.212 
369  770,324 
371  623.441 

5  373  476,563 
375  329.691 
377  182,824 
379035.962 
380  889.106 

5  382  742.255 
3S.I  5'^5.4io 
386448.570 
388301,735 
390  154.906 

5  392  008,082 
395861,263 
395  7M450 
397  567.642 
399420,840 

5  401  274.043 

403  127.252 

404  980.466 
406833.685 
408  686,909 

5410540.138 
412393.373 
414240,614 
416099,860 
417953  "2 

5419806.369 
421  659.631 
423512.898 
425366.171 
427219.449 

5429072732 


1852,966 
1852,972 
1852,977 
1852.982 

1852.988 

1852,993 
1852,999 
1853.004 
1853,009 
1853,015 
1853,020 
1853,026 
1853.031 
1853.036 

1853,041 
1853.047 
1853.052 
1853.058 
1853.063 
1853.069 

1853.074 
1855.080 
1855.0^ 
1853.090 

1853.095 
1835.101 
1855,106 
1853.112 
1833,117 
1833.122 
1855,128 
1855,133 
1S53.138 
1853.144 
1853,149 

1853,155 
1855,160 
1855.165 
1855,171 
1855.176 
1853.181 
1855.187 
1855.192 
1855.198 
1853,203 
1853.209 
1853,214 
1853.219 
1855,224 
1855,229 

1855.255 
1855.241 
1855.246 
1855.252 
1853.257 
1853.262 
1853.267 
1S55.273 
1855.278 

1855.283 


0» 

I 

2 
3 
4 

5429072,732 
430926,021 
432779.315 
434652,614 
436485.919 

5' 
6 
7 
8 
9 

5438339.229 
440  192.545 
442  045.866 
443.899,192 
445,752.524 

10' 
II 
12 
13 
14 

5447605.861 
449  459,204 
451  312.552 
453  165.905 
455019,264 

15' 
16 
17 
18 
19 

5  456  872,628 
458725.997 
460579,572 
462  452.752 
464  286,137 

20' 
21 
22 
23 
24 

5  466  139,528 
467992.924 
469846.525 
471  699.752 
473  553.144 

25' 
26 
27 
28 
29 

5475406,561 
477  259.984 
479115,412 
480966,846 
482  820,285 

30' 
31 
32 
33 
34 

5  484  673.729 

486527,179 
488380,634 
490234.094 
492  087,560 

35' 
36 

11 

39 

5493941.031 
495  794.507 
497  647.989 
499501,476 
501  554.968 

40' 
41 
42 
43 

44 

5503208.465 
505061968 
506  915.477 
508768,991 
510622,510 

45' 
46 
47 
48 
49 

5  512  476.035 
514  329.565 
516185.100 
518056,640 
519890.186 

50' 
51 
52 
53 
54 

5521745.737 
525  597.293 
525  450.855 
527304,422 
529  157,995 

55' 
56 
57 
58 
59 

5531011573 
532865.156 
554  7 18.744 
550  572.358 
53*^425,938 

60' 

5540279.543 

Tgl.  §  91. 


1853,289 
1853.294 
1853.299 
1853,305 
1853,310 
1853.316 
1853.321 
1853.326 
1853.332 
1853,337 

1853,343 
1853.348 
1855.353 
1855.359 
1853,364 
1853,369 
1855.375 
IS55.580 
1855.385 
1853.391 

I85J.396 
1S5J.401 
1^53.407 
1855.412 

1853.417 

1855.423 
1855.128 
1855.454 
1855.139 

1853.444 
1855.450 
1855.455 
1855.460 
1855.466 

1853,471 
1853.476 
1855.482 
1855.487 
1855.492 

1855.497 
1855.503 
1855.509 
1855.514 
1855,519 
1855,525 
1855.530 
1855.555 
1855.540 
1855.546 
1855,551 
1855.556 
1855.562 
1855.567 
1855.573 
1855.578 

1855.583 
1855.588 
1853.594 
1855.600 

1855.605 


^ 


I 
2 
3 
4 

5' 
6 
7 
8 
9 

10' 
II 
12 
13 
14 

15' 
16 
17 
18 
19 

20' 
21 
22 
23 

24 

25' 
26 
27 
28 
29 

30' 
31 
32 

33 
34 

35' 
36 
37 
38 
39 

40' 
41 
42 
43 

44 

45' 
46 
47 
48 
49 

50' 
51 
52 
55 
54 

55' 
56 
57 

58 
59 

60* 


5540279.543 
542 133.152 
543986.767 
545840,388 
547694,014 

5  549  547,645 
551  401.281 
553  254.923 
555  108571 
556962^24 

5558815.882 
560  669Ä45 
562  523,2ü 
564370,887 
566230,566 

5568084.251 
569937,941 
571  791,636 
573  645.337 
575  499,043 

5  577  352.754 
579206471 
581 060,193 
582  913.920 
584767.652 

5586621390 
588475.133 
590328,882 
592  182,636 
594036395 

5595890,160 
597743.930 
599  597.705 
601  451485 
603  305,270 

5  605  159,061 
607012357 
608866.669 
610  720466 
612  574.279 

5  614  428,097 
616  281,919 
618  135.747 
619989.581 
621843420 

5623697.264 
625551,114 
627404.969 
629258829 
631 112,694 

5632966565 
634820441 
636674322 
638  528,209 
640  382.101 

5  642  235.998 
644  089.901 
645943,809 
647  797,722 
649651,641 

5651505565 


1853,609 
1853.615 
1853.621 
1853.626 

1853.631 
1853.636 
1853,642 
1853,648 
1853.653 
1853,658 
1855663 
1853.668 
1853.674 
1853,679 
1853.685 
1853.690 
1853.695 
1853.701 
1853,706 

1853.711 

1853,717 
1853,722 
1853.727 
1853.732 
1853.738 

1853.743 
1853.749 
1853.754 
1853.759 
1853.765 
1853,770 
1855.775 
1855.780 
1853,785 
1853,791 
1855,796 
1853,802 
1853,807 
1853.813 
1853.818 
1853.822 
1853328 
1853.834 
1853.839 
1853.844 
1853,850 
1853.855 
1853.860 
1853.865 
1853371 
1853876 
1853.881 
1853387 
1853.892 

1853397 

1853.903 
1853.908 
1853.913 

1853.924 


Digitized  by 


Google 


Meridian-Bogen  B  vom  Äquator  bis  zur  Breite  (p,  und  Minntenbogen  m,     [57} 
(p  =  51**  (p  =  52**  (f  =  53** 


B 


c 
I 

3 
3 
4 

5651505.565 
653  359  494 
655213428 
657067.368 
658921,313 

5' 
6 

9 

5660775.263 
662  629^19 
664483,180 
666337.146 
668 191.118 

10' 

II 

12 

13 
14 

5670045.095 
671 899,077 
673753,065 
675607,058 
677  461,056 

15' 
I6 
17 
l8 
19 

5679315.059 
681  169.06S 

683  023,082 

684  877.101 
686731,125 

20' 
21 
22 
23 

24 

5688585.154 
690439.189 
692293.230 
694  147.276 
696  001,327 

25' 

26 
27 
28 

29 

5697855383 
699709444 
701  563311 
703417,583 
705  271,660 

30' 
31 
32 

33 
34 

5  707  125,743 
708979,831 
710833.924 
712  688.022 
714  542,126 

37 
38 
39 

5  716  396,235 
718  250,349 
720  104.469 
721 958,594 
723812,724 

40' 
41 
42 
43 
44 

5  725  666,859 
727  521,000 
729  375.146 
731  229,297 
733  083454 

45' 
46 

% 

49 

5  734  937.616 
736  791,783 
738645,955 
740500,132 
742  354,315 

50* 
51 
52 
53 
54 

5  744  208,503 
746  062.697 
747916,896 
749771,100 
751 625,309 

55' 
56 
57 
58 
59 

5753479,523 
755  333,743 
757  187.968 
759  042,198 
760896434 

60' 

5762750,675 

1853,929 
1853.934 
1853.940 
1853.945 
1853,950 
1853.956 
1853.961 
1853,966 
1853.972 
1853,977 
1853.982 

1853.0-SS 
1853.993 
1853,998 
1854,003 
1854.009 
1854,014 
1854019 
1854,024 

1854,029 

1854.035 
1854041 
1854,046 
1854.051 
1854.056 
1854.061 
1854.067 
1854,072 
1854.077 
1854,083 
1843088 
1843.093 
1843,098 
1854,104 
1854.109 

1854.114 
1854.120 
1854.125 
1854,130 

1854.135 

1854,141 
1854,146 
1854.151 
1854,157 
1854,162 

1854,167 
1854,172 
1854.177 
1854,183 
1854,188 

I8S4.I94 
1854,199 
1854,204 
1854,209 

1854,214 
1854.220 
1854.225 
1854.230 
1854.236 
1854.241 


0 

I 
2 
3 
4 

5' 
6 
7 
8 
9 

10' 
II 
12 
13 
14 

15' 
16 
17 
18 
19 

20' 
21 
22 
23 
24 

25' 
26 
27 

28 
29 

30' 
31 
32 
33 
34 

35' 
36 
37 
38 
39 

40' 
41 
42 
43 
44 

45' 
46 
47 
48 
49 

50' 
51 
52 

53 
54 

55' 
56 
57 
58 
59 

60' 


5  762  750,675 
764604,921 
766459.172 
768  313.429 
770  167.690 

5772021,957 
773  876,229 
775  730.507 
777  584.790 
779  439.078 

5  781  293.371 
783  147.670 
785001.974 
7^856.285 
788710,598 

5790564.917 
792419,242 
794  273,572 

796  127,907 

797  982,248 

5  799  836,594 
801 690,945 
803  545301 
805  399.663 
807  254.030 

5  809 108402 
810962,779 
812817,162 
814671.550 
816  525,943 

5818380,341 
820  234.745 

822  069,154 

823  943568 
825  797.987 

5827652412 
829  506.841 
831361,276 
833215,717 
835  070,162 

5  836  924.613 
838779,069 
840633.530 
842  487.996 
844  342.468 

5  846  196,944 
848051426 
849  905.914 
851  760406 
853  614.904 

5  855  469406 
857  323.915 
859  17^428 
80 1  032,947 
862887471 

5  864  742,000 
866590,534 
868451,073 
870  305,618 
S72  160,168 

5  874  014.723 
Tgl.  §  91. 


854  246 
854.251 
854.257 
854,261 

854,267 
854.272 
854,278 
854.283 
854,288 

854.293 
854,299 
851.304 
854,309 
853,315 

854,319 
854.325 
854,330 
854.335 
854,341 
854.346 

854.351 
854.356 
854.362 
854.367 
854.372 
854.377 
854.383 
854.388 
854.398 
854404 
854409 
854414 
854419 
854.425 
854.429 

854435 
854441 
854.445 

854451 
854456 
854,461 

>*54466 
854472 
854476 
854482 
854488 
854,492 
854498 
854,502 

854,509 
854,513 
854,519 
854,524 
854,529 
854,534 
854,539 
854,545 
854.550 

854.555 


0' 

I 

2 

3 
4 

5' 
6 
7 
8 
9 

10' 
II 
12 
13 
14 

15' 
16 
17 

18 
19 

20' 
21 
22 
23 
24 

25' 
26 
27 
28 
29 

30' 
31 
32 

33 
34 

35' 
36 
37 

38 
39 

40' 
41 
42 
43 
44 

45' 
46 
47 
48 
49 

50' 
51 
52 
53 
54 

55' 
56 
57 
58 
59 


5  874  014,723 
8758692S3 
877  723  '^9 
879  578420 
881  432.996 

5883287,577 
8.S5  142.163 
8S6  996,755 
888851,352 
890705.954 

5  892  560,561 
894415,173 
896  269,791 
898  124,414 
899979.042 

5  901  833,675 
903688,313 
905  542.957 
907  397.606 
909  252,260 

5911106,919 
912  961,583 
914  816.253 
916  670,928 
918525.608 

5  920  380,293 
922234,984 

924  089,679 

925  944  ?80 
927799,086 

5929653,797 
931508,513 
933  363,235 
935217.962 
937  072,694 

5938927,431 
940  782,173 
942  636,920 
944  491.673 
946  346431 

5  948  201.194 
950055.962 
951 910,735 
953  765,514 
955  620,297 

5  957  475.086 
959  329,880 
961 184.680 

963  039  484 

964  894.294 

5  966  749.108 
968603.928 
970458,753 
972313,583 
974  1684 18 

5  976  023,259 
977  878,105 
979  732,956 
981  587,812 
983  442,673 

5  985  297,540 


1854.560 
1854.566 
1584,571 
1854.576 
1854.581 
1854586 
1854.592 
1854,597 
1854,602 

1854,607 
1854,612 
1854.618 
1854.623 
1854,628 

1854,633 
1854.638 
1854644 
1854,649 
1854.654 
1854,659 
1854,664 
1854.670 
1854.675 
1854,680 

1854,685 
1854.691 
1854,695 
1854.701 
1854.706 

1854.711 
1854,716 
1854.722 
1854.727 
1854.732 

1854.737 
1854,742 
1854,747 
1854.753 
1854,758 

1854,763 
1854,768 
1854,773 
1854.779 
1854.783 
1854.789 

1854.794 
1854.800 
1854,804 
1854.810 
1854.814 
1854,820 
1854,825 
1854,830 
1854.835 
1854.841 
1854.846 
1854.851 
1854.856 
1854.861 

1854.867 


Digitized  by 


Google 


m 


Bedacierte  Breite  tp. 


tang  \p  =  Vi  —  e«  tang  g),   cp  — 1|;  =  845,32538  «n  (qj  +  tp) 

[2.538  2285] 


q  —^}    '    Diff. 


0* 

1 

2 

3 

4 

5 

6^ 

7 

8 

9 
10 
11 

12<> 

13 

14 

15 

16 

17 

18*» 

19 

20 

21 

22 

23 

24« 
25 
26 
27 

28 
29 

30« 

81 

32 

33 

84 

35 

36° 

37 

38 

39 

40 

41 

42« 

43 

44 

45 

46 

47 


0,0" 
12,0 
24,0 
36,0 
48,0 

0,0 

r  11,7" 

1  23,4 
35,0 
46,5 
57,9 

2  9,2 

2'  20,2" 
31,2 
41,9 
52,4 

3  2,7 
12,8 

22,7" 

32,3 

41,7 

50,8 

59,6 

4  8,1 

4'  16,3" 
24,2 
31,8 
39,1 
46,0 
52,6 

4'  58,8" 

5  4,7 
10,1 
15,3 
20,0 
24,3 

5'  28,3" 
31,8 
34,9 
37,7 
40,0  • 
41,9 

5'  43,4" 
44,4 
45,1 
45,3 
45,1 

5  44,5 


3' 


12,0" 

12,0 

12,0 

12,0 

12,0 

11,7 

11,7' 
11,6 
11,5 
11,4 
11,3 
11,0 

11,0" 
10,7 
10,5 
10,3 
10,1 
9,9 

9,6" 

9,4 

9,1 

8,8 

8,5 

8,2 

7,9" 

7,6 

7,3 

6,9 

6,6 

6,2 

5,9" 

5,4 

5,2 

4,7 

4,3 

4,0 

3,5" 
3,1 

2,8 
2,3 
1,9 
1,5 

1,0' 

0,7 

4-0,2 

-0,2 

0,6 


qr  — ^ 


Biff. 


45*  0' 
10 
20 
30 
40 
50 

46«  0' 
10 
20 
30 
40 
50 


47< 


48* 


49^ 


50 


51' 


52< 


10 
20 
30 
40 
50 

>  0' 
10 
20 
30 
40 
50 

>  0* 
10 
20 
30 
40 
50 

>  0' 
10 
20 
30 
40 
50 

'  0' 
10 
20 
30 
40 
50 

'  (y 

10 
20 
30 
40 
50 


5'  45,33" 

45,32 
45,31 
45,28 
45,24 
45,20 

5'  45,13 
45,06 
44,98 
44,88 
44,77 
44,65 

5'  44,52" 
44,38 
44,23 
44,06 
43,88 
43,69 

5'  43,49" 
43,28 
43,06 
42,82 
42,57 
42,31 

5'  42,04" 
41,76 
41,47 
41,16 
40,85 
40,52 

5'  40,18 
89,83 
39,46 
39,09 
38,70 
38,31 

5'  37,90" 
37,48 
37,04 
36,60 
36,15 
35,68 

5'  35,20" 
34,71 
34,21 
33,70  , 
33,18  ; 
32,65  I 

vgl.  §  103. 


0,01" 

0,01 

0,03 

0,04 

0,04 

0,07 

0,07" 

0,08 

0,10 

0,11 

0,12 

0,13 

0,14" 

0,15 

0,17 

0,18 

0,19 

0,20 

0,21" 

0,22 

0,24 

0,25 

0,26 

0,27 

0,28" 

0.29 

0,31 

0,31 

0,33 

0,84 

0,35" 

0,37 

0,37 

0,39 

0,39 

0,41 

0,42" 

0,44 

0,44 

0,45 

0,47 

0,48 

0,49" 

0,50 

0,51 

0,52 

0,53 


^ 


53' 


54 


'  ff 
10 
20 
80 
40 
50 

•  (y 

10 
20 
30 
40 
50 

55«  0' 

56 

57 

58 

59 

60 

61« 

62 

63 

64 

65 

66 

67« 

68 

69 

70 

71 

72 

78« 
74 
75 
76 

77 
78 

79« 

80 

81 

82 
83 
84 

85« 

86 

87 

88 

89 

90 


t-xp 


Diff. 


5'  32,10" 

81,50 
30,98 
30,40 
29,81 
29,21 

5'  28,59" 
27,97 
27,34 
26,69 
26,03 
25,86 

5'  24,69" 

20,4 

15,7 

10,6 

5,1 

4'  59,8 

4'  53,1" 
46,6 
89,6 
32,4 
24,8 
16,9 

4'  8,7" 
0,2 

8'  51,4 
42,8 
82,9 
23,8 

3'  13,4" 
3,8 

2'  52,9 
42,4 
31,6 
20,7 

2'  9,6', 
r  58,3 
46,9 
35,3 
23,7 
11,9 

1'  0,1" 

0*  48'1 
36,2 
24,1 
12,1 

0'  0,0 


0,56" 

0,56 

0,58 

0,59 

0,60 

0,62 

0,62" 

0,63 

0,65 

0,66 

0,67 

0,67 

4,3" 

4,7 

5,1 

5,5 

5,8 

6,2 

6,5" 

7,0 

7,2 

7,6 

7,9 

8,2 

8,5" 

8,8 

9,1 

9,4 

9,6 

9,9 

10,1" 

10,4 

10,5 

10,8 

10,9 

11,1 

11,8" 

11,4 

11,6 

11,6 

11,8 

11,8 

12,0" 

11,9 

12,1 

12,0 

12,1 


Digitized  by 


Google 


Keduzierte  Längen  der  Gaussschen  konformen  Kugel- Abbildung. 


[69] 


Sphäroidische  L&nge  s  2  (Ellipsoid) 
Sphärische  Länge  =  X  (Kugel 


al 


a  1=^1,000  452  918 
A  — /=  4-0,000  452  9181 
log  a  =  0.000  1966-553 


a 

—  »  0,999  547  287  =  1  —  0,000  452  713 
a 

Z  —  A  =  — 0,000  452  713  A 
to^— =  9.999  8033-447 


Ellipsoid  l 

A-i 

Kugel  X 

l-^X 

1" 

4-0,000  453" 

1" 

—  0,0C0  453" 

2" 

0,000  906" 

2" 

0,000  905" 

3" 

0,001  369" 

3" 

0,001  358" 

4" 

0,001  812" 

4" 

0,001811" 

5" 

0,002  265" 

5" 

0,002  264" 

6" 

4-  0,002  718" 

6" 

—  0,002  716" 

7" 

0,003  170" 

7" 

0,003  169" 

8" 

0,003  623" 

8"       • 

0,003  622" 

9" 

0,004  076" 

9" 

0,004  074" 

10" 

0,004  529" 

10" 

0,004  527" 

20" 

4-  0,009  058" 

20" 

—  0,009  054" 

30" 

0,013  588" 

30" 

0,013  581" 

40" 

0,018  117" 

40" 

0,018  109" 

50" 

0,022  646" 

50" 

0,022  636" 

60" 

0,027  175" 

60" 

0,027  163" 

1' 

4-  0,027  175" 

V 

—  0,027  163" 

2' 

0,054  350" 

2' 

0,054  326" 

3' 

0,081  525" 

3' 

0,081  488" 

4' 

0,108  700" 

4' 

0,108  651" 

5' 

0,135  875" 

5' 

0,135  814" 

6' 

4-  0,163  060" 

6' 

—  0,162  977" 

r 

0,190  226" 

7' 

0,190189" 

8' 

0,217  401" 

8' 

0,217  302" 

9' 

0,244  576" 

9' 

0,244  465" 

10' 

0,271751" 

10* 

0,271  628" 

20' 

4-  0,543  502" 

20' 

—  0,543  256" 

30' 

0,815  252" 

30' 

0,814  883" 

40' 

1,087  003" 

40' 

1,086  511" 

50' 

1,358  754" 

50' 

1.358  139" 

60' 

1,630  505" 

60' 

1,629  767" 

V 

4-  1,630  505" 

10 

—  1,629  767" 

2« 

3,261  010" 

20 

3,259  534" 

3° 

4,891  514" 

3<> 

4,889  30()" 

4<> 

6,522  019" 

4° 

6,519  067" 

5*> 

8,152  524" 

5« 

8,148  834" 

6« 

4-  9,783  029" 

6<> 

—  9,778  601" 

70 

11,413  534" 

70 

11,408  368" 

8° 

13,044  038" 

80 

13,038  134" 

9<> 

14,674  543" 

90 

14,667  901" 

10« 

16,305  048" 

10« 

16,297  668" 

vgl.  5 

100. 
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Google 


[60] 


Oau88  Bche  konforme  Kugel- Abbildang. 


Kugel 
u 


EUip£oid 
'7 


Differenzen 


log  m        Diiit. 


DiE 


46*»  0' 
46  10 
46  20 
46  30 
46  40 

46  50 

470  0' 

47  10 
47  20 
47  30 
47  40 

47  50 

48*>  0' 

48  10 
48  20 
48  30 
48  40 

48  50 

49*»  0' 

49  10 
49  20 
49  30 
49  40 

49  50 

50^  0' 

50  10 
50  20 
50  30 
50  40 

50  50 

51  *»  0' 
51  10 
51  20 
51  30 
51  40 

51  50 

52<>  0' 

52  10 
52  20 
52  30 
52  40 
52  50 
53*^  0' 


46« 

46 

46 

46 

46 

46 

47^ 

47 

47 

47 

47 

47 


I 


1'  19,1599  ''1 
11  20,5834 
21  21,9894 

30  24,3779 
41  24,74900 
51  26,10262 

r  27,43878" 
11  28,75748 
21  30,05872 

31  31,34250 
41  32,60883 
51  33,86772 


48<»  r  35,08916"! 
48  11  36,30316  | 
48  21  37,49973  , 
48  31  38,67888 
48  41  39,84061 
48  51  40,98494 


'  r  42,11187" 
11  43,22141 
21  44,31358 
31  45,38838 
4!  46,44584 
51  47,48596 


50<^  r  48,50876". 
50  11  49,51425 
50  21  50,50245  ! 
50  31  51,47338  ; 
50  41  52,42705 
50  51  53,36348  , 


10'  1,4235  " 
10  1,4060 
10  1,3885 
10  1,3711 
10  1,35862 
10  1,83616 

10'  1,31870" 
10  1,30124 
10  1,28378 
10  1,26633 
10  1,24889 
10  1,23144 

10'  1,21400"! 
10  1,19657 
10  1,17915 
10  1,16173 
10  1,14433 
10  1,12693 

10'  1,10954" 
10  1,09217 
10  1,07480 
10  1,05746 
10  1,04012 
10  1,02280 

10'  1,00549" 
10  0,98820 
10  0,97093 
10  0,95367  I 
10  0,93643 
10  0,91922  i 


51° 

51 

51 

51 

51 

51 

52*> 

52 

52 

52 

52 

52 

530 


1'  54,28270" 
11  55,18471 
21  56,06955 
31  50,93722 
41  57,78777 
51  58,62120 


0,0175 

0,0176 

0,0174 

0,0175 

0,01746 

0,01746 

0,01746 
0,01746 
0,01745 
0,01744 
0,01745 
0,01744 

0,01743 
0,01742 
0,01742 
0,01740 
0,01740 
0,01739 

0,01737 
0,01737 
0,01734 
0,01734 
0.01732 
0,01731 

0,01729 
0,01727 
0,01726 
0,01724 
0,01721 
0,01721 


10'0,90201"L^ji7^7 


10  0,88484 


0,01717 


10  0.86767  l^'"t'^' 


V  59,43754" 
12  0,23681 
1,01905 
1,78428 
2,53251 
3,26379 
3,97814" 


10  0,85055 
10  0,83313 
10  0,81634 

10'  0,79927' 
10  0,78224 
10  0,76523 
10  0,74823 
10  0,73128 
10  0,71435 


0,01712 
0,01709 
0,01707 

0,01703 
0,01701 
0,01700 
0,01695 
0,01093 


14-46 
13-40 
12-40 
11-46 
10-559 
9-709 

8-904 
8-146 
7-431 ' 
6-759  ' 
6-129 
5-589 

4-988 
4-475 
3-998, 
3-556 
3-148 ' 
2-772  I 

2-427  ! 
2-112  ' 
1-825 
1-566 
1-332 
1-123  • 

0-936 
0-772  I 
0-628 
0-503 
0  396' 
0-805  ' 

0-229 
0-167  ! 
0-118 
0-079 
0-050  I 
0-029  I 

0-015 
0-006 

+■  0-002 
0-000 
0-000 
0-000 

-0-002 


1-06 

100 

0-94 

0-90 

0-850 

0-805 

0-758 
0-715 
0-672 
0-630 
0-590 
0-551 

0-513 
0-477 
0-442 
0-408 
0-376 
0-345 

0-315 
0-287 
0-259 
0-234 
0-209 
0-187 

0.164 
0.144 
0.125 
0.107 
0.091 
0.076 

0062 
0049 
0039 
0029 
0-021 
0-014 

0-009 
0-004 
0002 


8,79  " 

8,37 

7,95 

7,54 

7.141 

6,754 

6,378" 

6,012 

5,657 

5,813 

4,979 

4,655 

4,843" 

4,041 

3,749 

3,469 

3.199 

'2,940 

2,692" 

2,454 

2,227 

2,012 

1.807 

1,613 

1,429" 

1,257 

1.096 

0,946 

0,806 

0,678 

0,561" 

0,454 

0,859 

0,275 

0,202 

0,141 

0,090" 

0,061 

0,028 

0,006 

0,000 

0,006 

0,023 


vgl.  §  100. 


0,42  " 

0,42 

0,41 

0,40 

0,387 

0,376 

0,366" 

0,355 

0,344 

0,3-34 

0.324 

0,312 

0,302" 

0,292 

0,280 

0.270 

0,259 

0,248 

0,238" 

0,227 

0,215 

0,205 

0,194 

0,184 

0,172" 

0,161 

0,150 

0,140 

0,128 

0,117 

0,107" 

0,096 

0,084 

0,073 

0,061 

0,051 

—0,039" 

—0,028 

-0,017 

—0,006 

-h0,006 

+0,017 


Digitized  by 


Google 


Gau889che  konfonne  Kugel- Abbildung. 
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tt 


Ellipsoid 


Oifferetuen 


log  VI 


Diff. 


Diff, 


52°  0' 
52  10 
52  20 
52  30 
52  40 

52  50 

53*>  0' 

53  10 
53  20 
53  30 
53  40 

53  50 

54^  0* 

54  10 
54  20 
54  30 
54  40 

54  50 

55«  0' 

55  10 
55  20 
55  30 
55  40 

55  50 

56«  0' 

56  10 
56  20 
56  30 
56  40 

56  50 

57«  0' 

57  10 
57  20 
57  30 
67  40 

57  50 

58«  0' 

58  10 
58  20 
58  30 
58  40 
58  50 
69«  0' 


52«  r  59,48754" 
52  12  0,23681 


I 


52  22 

52  32 

52  42 

52  52 


1,01905 
1,78428 
2,53251 
3,25379 


10' 0,79927"  .  -  3, 

in    n  7QQOA      VJ,Ul/UÖ 


53«  2'  3,97814" 
53  12  4,67559 


53  22 

53  32 

53  42 

53  52 


5,35616 
6,01989 
6,66681 
7,29696 


10  0,78224 
10  0,76523 
10  0,74823 
10  0,73128 


'  0,01701 
;  0,01700 
!  0,01695 


54« 

54 

54 

54 

54 

54 

55« 

55 

55 

55 

55 

55 

56^ 

56 

56 

56 

56 

56 

57^ 

57 

57 

57 

57 

57 

58« 

58 

58 

58 

58 

58 

69 


2'  7,91036" 
12  8,50704 
22  9,08705 
32  9,65042 
42  10,19718 
52  10,72736 

'  2*11,24102" 
12  11,73818 
22  12,21889 
32  12,68318 
42  13,13109 
52  13,56267 

'  2*  13,97795"! 
12  14,37699  I 
22  14,75982  ; 
32  15,12648 
42  15,47703  | 
52  15,81150  I 

'  2' 16,12905" 
12  16.43242 
22  16,71896 
32  16,98962 
42  17,24444 
52  17,48348 

2*17,70678" 

12  17,91441 

22  18,10641 

32  18,28283 

42  18,44373 

52  18,58916 

2  18,71918 


0  0  71435  l^'^l^^» 

lü  ü,7148ö  Q  QI69Q 

lo  S  J01684 

10  0,64692  !j'J  gl 

10  0,63015  lfl]l 

10  0,61340  J;J  555 


10*0,59668" 
10  0,58001 
10  0,56337 
10  0,54676 
10  0,53018 
10  0,51366 

10'  0,49716" 
10  0,48071 
10  0,46429 
10  0,44791 
10  0,43158  ■ 
10  0,41528  ' 

10*0,39904" 
10  0,38283  I 
10  0,36666  I 
10  0,35055 
10  0,33447  I 
10  0,31845  I 

10'  0,30247" 
10  0,28654  ! 
10  0,27066  ! 
10  0,25482 


0,01667" 

0,01664 

0,01661 

0,01658 

0,01652 

0,01650 

0,01645" 

0,01642 

0,01638 

0,01633 

0,01630 

0,01624 

0,01621" 

0,01617 

0,01611 

0,01608 

0,01602 

0,01598 

0,01593" 

0,01588 

0,01584 


10  o;28904 ;  i^iil^^i 

10  0,22330  |J2;g^ 

10' 0,20763":..,™. 

10  0,19200  \l>l\lll 

10  0,17642  l^'^J^^« 

10  0,16090 1  ^*^[r.i 

10  0,14543  |g»g}^^7 

10  0,13002  I  Ö»^lö4l 


vgl.  g  100. 


0*015 
0-006 
0-002 
0-000 
± 
0-000 

0-002 
0-006 
0-015 
0-029 
0-050 
0-079 

0-119 

0-169 

0-232 

0-309 

0-401  I 

0-510 

0-6381 
0-785  I 
0-953  I 
1-144 
1-358 
1-598  I 

I 
1-865  ' 
2-161 
2-486 
2-842 
3-231 
3-654 

4-113 
4-609 
5-144 
5-719 
6-335 
6-994 

7-698 
8-448 
9-246 
10092 
10-990 
11-941  I 
12-943 


0-009 
0-004 
0  002 


0-002 

0-004 
0009 
0014 
0-021 
0-029 
0-040 

0-050 
0-063 
0-077 
0-092 
0-109 
0-128 

0-147 
0-168 
0-191 
0-214 
0-240 
0-267 

0-296 
0-325 
0-356 
0-389 
0-423 
0-459 

0-496 
0-535 
0-575 
0-616 
0-659 
0-704 

0-750 
0-798 
0-846 
0-898 
0-951 
1-002 


0,090" 

0,051 

0,023 

0,006 

0,000 

0,006 

0,023" 

0,051 

0,091 

0,142 

0,204 

0,278 

0,363" 

0,460 
0,569 
0,689 
0,820 
0,964 

1,118" 

1,285 

1,468 

1,653 

1,855 

2,068 

2,293" 

2,531 

2,780 

3,041 

3,314 

3,599 

3,896" 

4,205 

4,526 

4,859 

5,205 

5,563 

5,933" 

6,315 

6,710 

7,117 

7,536 

7,967 

8,410 


—0,039" 

-0,028 

—0,017 

H.0,006 

+0,006 

4-0,017 

H-0,028" 
0,040 
0,051 
0,062 
0,074 
0,085 

-h  0,097" 
0,109 
0,120 
0,131 
0,144 
0,164 

+0,167" 
0,178 
0,190 
0,202 
0,213 
0,225 

-1-0,238" 
0,249 
0,261 
0,273 
0,285 
0,297 

4-0,309" 
0,321 
0,333 
0,346 
0,358 
0,370 

4-0,382" 
0,395 
0,407 
0,419 
0,431 
0,443 
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Google 


l^iSj         Co€lificienteD  der  neuen  AaflOsong  der  geodätischen  Haapt- Aufgabe. 


log  (dl) 


iog  (cTg) 


log  ((Ts) 


log  (aj 


log  (as) 


30^ 

31 

32 

33 

34 

35^ 

36 

37 

38 

39 

40« 

41 

42 

43 

44 

45« 
46 

47 
48 
49 

50« 

51 

52 

53 

54 

55 


5.52260. 
5*49609, 
5.46727. 
5.43583. 
5.40184. 

5.36829, 
5.32097. 
5.27346. 
5.21948. 
5.15717. 

5.08360., 

4.99460.» 

4.88154 

4.72741. 

4.48516. 

3.88570. 

4.1812U 

4.58102., 

4.78513, 

4.92311, 

5.02731. 
5.11089. 
5.18054. 
5.24012, 
5.29296. 
5.33799. 


2651 
2882 
3144 
3449 
3805 


4751 
5398 
6231 
7357 

8900 
11806 
15413 
24225 


39981 
20411 
13798 
10420 

8356 
6965 
5958 
5194 
4593 


5.99435. 
5  98542. 
5.97613. 
5.96647. 
5.95644. 

5.94602. 
5.98520. 
5.92898. 
5.91235. 
5.90029. 

5.88780. 
5.87485. 
5.86143. 
5.84754. 
5.86816. 

5.81826. 
5.80283. 
5.78685. 
5.77031. 
5.75817. 

5.73542. 
5.71708. 
5.69797. 
5.67821. 
5.65772. 
5.63647. 


893 

929 

966 

1003 

1042 

1082 
1122 
1163 
1206 
1249 

1295 
1842 
1389 
1438 
1490 

1543 
1598 
1654 
1714 
1775 

1839 
1906 
1976 
2D49 
2125 


3.587 
3.560 
3.530 
3.498 
3.462 

3.422 
3.378 
3.329 
3.272 
3.206 

3.128 
3.032 
2.908 
2.732 
2.481 


2.431. 
2.732. 
2.908. 
3.082. 

3.128. 
3.206. 
3.272. 
3.329. 
3.378. 
3.422. 


27 
30 
32 
36 
40 

44 
49 
57 
66 

78 

96 
124 
176 
301 


301 
176 
124 


78 
66 
57 
49 
44 


3.712 
3.803 
3.885 
3.959 
4.029 

4.094 
4.155 
4.214 
4.270 
4.323 

4.375 
4.426 
4.474 
4.523 
4.569 

4.615 
4.660 
4.705 
4.749 
4.792 

4.835 
4.877 
4.920 
4.962 
5.004 
5.046 


91 
82 
74 
70 
65 

61 
59 
56 
53 
52 

51 
48 
49 
46 
46 

45 
45 
44 
43 
43 

42 
43 
42 
42 
42 


3.976. 
3.995. 
4.009. 
4.022. 
4.035. 

4.046. 
4.054. 
4.061. 
4.065. 
4.068. 

4.067. 
4.064. 
4.058. 
4.048. 
4.038. 

4.013. 
3.987. 
3.952, 
3.907. 
3.845. 

3.759. 

8.632. 

8.413. 

2.806, 

3.202 

3.617 


4-19 
14 
13' 
13 
11 

+  8 
7 
4 

+  3 

—  1 

—  8 

4 
10 
15 
20 

—26 
85 
45 
62 

—86 

127 
219 
607 


Besondere  Tafel  fUr  log  ((Xi). 


10* 


20' 


30* 


40' 


50' 


Diff. 


45° 

46 
47 
48 
49 

50« 

51 

52 

53 

54 

55 


3.88570. 

4.18221 

4.58102 

4.78513 

4.92311 

5.02731 
5.11089 
5.18054 
5.24012 
5.29206 
5.33799 


3.58776. 

4.27944 

4.62244 

4.81142 

4.94234 

5.04244 
5.12334 
5.1dl  09 
5.24925 
5.80009 


1.73612. 

4.35882 

4.66024 

4.83619 

4.96074 

5.05705 
5,13642 
5.20138 
5.26819 
5.30797 


3.61198 
4.42590 
4.69500 
4.85963 
4.97888 

5.07118 
5.14717 
5.21141 
5.26692 
5.31669 


3.87962 
4.48899 
4.72718 
4.88185 
4.99532 

5.08488 
5.15«59 
5.22121 
5.27548 
5.32327 


4.05674 
4.53521 
4.75712 
4.90298 
5.01162 

5.09806 
5.16971 
5.28077 
5.28386 
5.83076 


12547 
4581 

2801 
2013 
1569 

1283 

1083 

935 

820 

729 


In  der  Gegend  Ton  o)  =  45«,  wo  (pi)  durch  Null  geht,  braucht  man  log  {q{)  nur 

auf  sehr  wenige  Stellen,  man  kann  daher  trotz  der  Ungleichheit  der  Differenzen 

mit  hinreichender  Genauigkeit  proportional  oder  graphisch  interpolieren. 


Tgl.  §  106. 
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Codfficienten  der  neaen  Auflteung  der  geodätischen  Haupt-Aufgabe. 
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30O 

31 

32 

33 

34 

35« 

36 

37 

38 
39 

40«» 

41 

42 

43 

44 

4&« 

46 

47 

48 
49 

50«» 

51 

52 

53 

54 

55** 


log(XO 


log(X^ 


U>g{h) 


^9  iK) 


5,99325, 
6.00207. 
6.01087. 
6.01964, 
6.02837. 

6.03704, 
6.04566, 
6.05420, 
6.06265, 
6.07098, 

6.67927, 
6.08745, 
6.09550, 
6.10843, 
6.11124, 

6.11892, 
6.1264«. 
6.13387, 
6.14113, 
6.14825. 

6.15522. 
6.16203. 
6.16869, 
6.17519, 
6.18153. 
6.18771. 


880 
877 
873 
867 

862 
854 
845 
833 


818 
805 
793 
781 

768 

754 
741 
726 
712 
697 

681 
666 
650 
634 
618 


5.99485. 
5.98542, 
5.97613, 
5.96647, 
5.95644, 

5.94602, 
5.93520, 
5.92398, 
5.91235, 
5  90029, 

5.88780, 
5.87485, 
5.86143, 
5.84754, 
5.83316, 

5.81826, 
5.80288. 
5.78685, 
5.7708U 
5.75317, 

5.73542. 
5.71703. 
5,69797, 
5.67821, 
5.65772, 
5.63647, 


893 

929 

966 

1003 

1042 

1082 
1122 
1163 
1206 
1249 

1295 
1342 
1389 
1438 
1490 

1543 
1598 
1654 
1714 
1775 

1839 
i;^ 
1-976 
2049 
2125 


4.065, 
4.084, 
4.104. 
4.123, 
4.142, 

4.160, 
4.177, 
4.194. 
4.211, 
4.227, 

4.243, 
4.258. 
4.273, 
4.287, 
4.301. 

4.314, 
4.327, 
4.340, 
4,352. 
4.364, 

4.376, 
4.387, 
4.398h 
4.408, 
4.418. 
4.428, 


19 
20 
19 
19 
18 

17 
17 
17 
16 
16 

15 
15 
14 
14 
13 

13 
13 
12 
12 
12 

11 
11 
10 
10 
10 


4.012. 
4.003, 
3.987, 
3.966. 
3.938, 

3.900, 
3.850, 
3.782. 
3J685, 
3.545, 

3.262, 
1.409, 
3.331, 
3.657, 
3.861, 

4.013, 
4.138, 
4.245, 
4.340, 
4.427, 

4.506, 
4.580, 
4.650, 
4.716, 

4.781, 
4.842. 


9 
16 
21 

28 
38 

50 

68 

97 

140 


326 
204 
152 

125 

107 
95 
87 
79 

74 
70 
67 
64 
61 


log  (A5) 


4.013, 
4.035, 
4.054, 
4.073, 
4.090, 

4.106, 
4.121. 
4.134. 
4.146, 
4.157, 

4.166. 
4.174, 
4.181. 
4.185, 

4.188. 

4.189, 
4.188. 
4.185, 
4.179, 
4.169, 

4.156, 
4.139, 
4.117, 
4.087. 
4.049. 
3.999, 


22 
19 
19 
17 
16 

15 
13 
12 
11 
9 

8 
7 
4 
3 


1 

3 

6 

10 

13 

17 
22 
30 

38 
50 


Besondere  Tafel  für  log  (o^)  =  log  (A2). 


45  *> 

46 
47 
48 
49 

50^ 

51 

52 

53 

54 

55 


0' 


5.81826, 
5.80283, 
5.78685, 
5.77081, 
5.75817. 

5.73542. 
5.71703. 
5.69797. 
5.67821, 
5.65772, 
5.63647, 


W 


5.81572, 
5.80021, 
5.78414. 
5.76749, 
5.75026, 

5.73240, 
5.71390, 
5.69473, 
5.67485. 
5.65424. 


20' 


5.81317. 
5.79757. 
5.78140, 
5.76466, 
5.74733, 

5.72936. 
5.71075. 
5.69146, 
5.67147. 
5.65073, 


30' 


40' 


5.81061. 
5.79491. 
5.77865, 
5.76182, 
5.74438, 

5.72681. 
5.70759. 
5.68818. 
5.66806. 
5.65720. 


50' 


5.80803. 
5.79224, 
5.77589, 
5.76805,  i 
5.74141,  i 


5.80544, 
5.78956, 
5.77311, 
5.75607, 
5.73842, 


5.72328,  !  5.72014. 

5.70440.  '  5.70120, 

5.68488.  '  5.6ai56, 

5.66464.  5.^119. 

5.64364,  5.64007. 


Diff. 


261 
271 
280 
290 
300 

311 
323 
335 
347 

360 


vgl  §  106. 


42 


Digitized  by 


Google 


m 


übersieht  der  Hanpt-BezeiehDnngen,  welche  in  den  mathematisehen 
Teilen  dieses  ßnehes  angewendet  sind. 


Gleichung  der  Meridian -Ellipse:  -»-  -^-  =  i. 
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Meridian-Krümnmngs  -  Halbmesser :  M  = 
Qaer-Krfimmangs- Halbmesser:  N  =  . 
Mittlerer  Krömmungs- Halbmesser:  r  —  yMN=    ^, 
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